


چͺیده
میان در هدف�گذاری و ثابت (منابع) هزینه�های تخصیص داده�ها، پوششͬ تحلیل رویͺرد کاربردهای از ͬͺی

زیرساخت�های ایجاد برای که هزینه�ای از است عبارت ثابت هزینه�ی است. متجانس تصمیم�گیرنده واحدهای

شود. استفاده سازمان ͷی زیرواحدهای برای مشترک،

تقبل را هزینه�ها از مقداری زیرواحدها که است نیازمند سازمان مͬ�گیرند پیشͬ بودجه از هزینه�ها هنگامͬ�که

منابع داد. تخصیص زیرواحدها بین را ثابت هزینه�های که بود منصفانه�ای روش دنبال به باید حالت این� در کنند.

در دهد. اختصاص زیرواحد هر به ورودی عنوان به مͬ�خواهد سازمان که منابعͬ از است عبارت ثابت ورودی

اهداف و داد تخصیص زیرواحدها بین را ثابت ورودی منابع که بود منصفانه�ای روش دنبال به باید نیز اینجا

مشابه�اند بالا مساله�ی دو کرد. تعیین یافته اختصاص ورودی منابع و زیرواحدها عملͺرد به توجه با را خروجͬ

که است معنͬ بدین ثابت هزینه تخصیص که است این در تفاوت زیرواحدها نظر نقطه از نیستند. یͺسان اما

تعیین و ثابت ورودی منابع تخصیص ولͬ بپردازند. را مشترک سیستم از �برآمده هزینه�ی خودشان باید زیرواحدها

خروجͬ اهداف تولید وبرای بپذیرند را سازمان ورودی منابع مستلزم�اند زیرواحدها که است معنͬ بدین هدف

خاص، محدودیت�های برخͬ افزودن با که دادند. ارائه روشعملͬ تخصیص، مسائل برای ژو و کوک ببرند. بͺار

ندارد. شدنͬ جواب آنها روش

است. شده تمرکز اصلͬ موضوع دو روی بر پایا�ن�نامه این در

شود. آورده بدست ثابت (منابع) هزینه تخصیص جدید روش ͷی ژو، و کوک روش بهبود وسیله�ی به .١

شده، گذاشته اشتراک به فردی تصمیم�گیرنده واحدهای وسیله�ی به که ثابتͬ منابع مقدار بنابر ثابت اهداف .٢

گردد. تعیین

هزینه تخصیص بودن شدنͬ به�منظور مدل به خاص محدودیت�های افزودن با جدید، روش ͷی هم�چنین

است. شده ارائه (منابع)

هدف�گذاری. منابع، تخصیص ثابت، هزینه�ی تخصیص داده�ها، پوششͬ تحلیل کلیدی: واژه�های
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مقدمه
غیره و اقتصادی صنعتͬ، ساختارهای مدل�سازی به که است ریاضیات شاخه�های از ͬͺی عملیات در تحقیق

شدن پیچیده�تر مͬ�دهد. ارائه روش�ها بهبود برای راه�حل�هایی و مͬ�کند اندازه�گیری را آنها عملیاتͬ توان مͬ�پردازد،

بودن جهانͬ،محدود شدید رقابت واحدها، عملͺرد بر بیرونͬ عوامل اثرات و داده�ها زیاد بسیار حجم ساختارها،

با تا داشت آن بر را مدیران که است عواملͬ از بودن) دولتͬ (مثلا مناسب تصمیم�گیری�های با رابطه در واحدها

بͺوشند. بازده بردن بالا و کارایی بهبود راستای در واحدها کارکرد از علمͬ ارزیابی

مشابه واحدهای کارایی ارزیابی و بررسͬ به که است عملیات در تحقیق از شاخه�ای داده�ها پوششͬ تحلیل

مͬ�سازد. فراهم کاربردی پروژه�های علمͬ ارزیابی برای زمینه�ای ریاضͬ مدل�های و روش�ها ارائه�ی با و مͬ�پردازد

تحلیل کاربردهای از ͬͺی متجانس، تصمیم�گیرنده واحدهای میان در هدف�گذاری ثابتو (منابع) تخصیصهزینه

است. شده دیده اخیر مقالات در که داده�هاست پوششͬ

تکنی�ͷهای از استفاده با ثابت، هزینه�ی تخصیص مساله�ی حل برای تاکنون که روش�هایی نامه پایان این در

گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد است، شده ارائه داده�ها، پوششͬ تحلیل

دانستنͬ پیش�نیازهای زیادی حد تا است، نیاز مورد کار طول در که قضایایی و تعاریف بیان با اول، فصل در

بسل٣ͬ، کرس٢، و کوک١ توسط شده ارائه روش�های از خلاصه�ای دوم، فصل در است. شده برآورد پایان�نامه این
لین۶ توسط شده ارائه تخصیصͬ روش� سوم، فصل در مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد همͺارانش و ل۵ͬ و ژو۴ و کوک

فصل�های در شده گفته روش�های از ͷهری ͷکم به مثال، ͷی حل با چهارم فصل در نهایت در مͬ�شود. بررسͬ

مͬ�رسد. پایان به کار یͺدیͽر، با آنها مقایسه و قبلͬ

است. زیر شرح به پایان�نامه این در شده استفاده اصلͬ مقالات
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١ فصل

DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی

مقدمه ١.١

تعریفرابطه�ی است. زیادیصورتگرفته علمͬ فعالیت�های بخش�ها، و واحدها عملͺرد علمͬ ارزیابی منظور به

خروجͬ بیشترین ورودی�ها، ترکیب از که شد منجر تابع�تولید١ عنوان با تابعͬ ساخت به تاثیرگذار روابط با عملͺرد

روش�ها این جمله�ی از زدند. تقریب مختلف روش�های به آنرا تابع، آوردن بدست برای مͬ�کند. تولید را ممͺن

کرد. اشاره غیرپارامتری و پارامتری روش�های به مͬ�توان

ناشͬ مشͺلات رفع برای نکردند. عمل موفق مسائل با برخورد در پارامتری روش�های تکنولوژی، پیشرفت با

ادامه در که کرد ابداع را غیرپارامتری روش�های بار نخستین برای ١٩۵٧ سال در فارل٢ پارامتری، روش�های از

گرفت. خواهند قرار بحث مورد

خطͬ برنامه�ریزی اساسͬ مفاهیم ٢.١

بͽیرید. نظر در را مͬ�شوند داده نمایش زیر صورت به ترتیب به که را (D) دوگان و (P) اولیه مسائل ابتدا
Min Z = CX

s.t. AX − S = b,

X ≥ ٠, S ≥ ٠.

(١.١)

Max W = Y b

s.t. AY + T = C,

Y ≥ ٠, T ≥ ٠.

(٢.١)

١Production Function
٢Farrell



٢ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

[١١.۶.٢،٢٨] دوگانͬ قوی قضیه�ی .١.٢.١ قضیه

بهینه�ی مقدار و دارند بهینه جواب مساله دو هر آنگاه باشد، داشته بهینه جواب D یا P مسائل از ͬͺی اگر

است. برابر هم با هردو

ضعیف٣[٢،٢٨.١۴.۶] کمبود مͺمل قضیه�ی .٢.٢.١ قضیه

جواب�ها این باشند. (٢.١) و (١.١) مسائل شدنͬ جواب�های ترتیب به (Y ∗, T ∗) و (X∗, S∗) کنید فرض

اگروتنهااگر هستند بهینه مربوطه مسائل برای

T ∗X∗ = ٠, Y ∗S∗ = ٠.

قوی۴[٢،٢٩.۵.٢] کمبود مͺمل قضیه�ی .٣.٢.١ قضیه

برای ترتیب به (Ŷ , T̂ ) و (X̂, Ŝ) مانند بهینه�ای جواب�های آنگاه باشند، Dشدنͬ و P شده معرفͬ مسائل اگر

به�طوری�که مͬ�شوند یافت D و P

ŷi + ŝi > ٠ و ŷiŝi = ٠ i = ١, ...,m,

t̂j + x̂j > ٠ و t̂j x̂j = ٠ j = ١, ..., n.

تصمیم�گیرنده واحد ٣.١

یا ورودی مͬ�کند. تولید را Y خروجͬ ،X ورودی دریافت با که است واحدی ۵DMU تصمیم�گیرنده واحد

عنوان به مͬ�شوند. گرفته نظر در بردار �صورت به یا موءلفه�ای تک �صورت به تصمیم�گیرنده واحدهای خروجͬ

مͬ�دهند. نشان (y١j , ..., ysj) بردار با آن�را خروجͬ و (x١j , ..., xmj) بردار با j واحد ورودی مثال

مͬ�شوند داده نشان (j = ١, ..., n) DMUj = (Xj , Yj) با که دارید تصمیم�گیرنده واحد n کنید فرض

Yj ≥ ٠ ،Yj ∈ Rs و ورودی بردار نشان�دهنده�ی (j = ١, ..., n) Xj ̸= ٠ و Xj ≥ ٠ ،Xj ∈ Rm به�طوری�که

است. خروجͬ بردار نشان�دهنده�ی (j = ١, ..., n) Yj ̸= ٠ و

متجانس تصمیم�گیرنده�ی واحدهای ١.٣.١

خروجͬ�های هم�جنس، ورودی�های دریافت با که هستند واحدهایی متجانس تصمیم�گیرنده�ی واحدهای� از منظور

فضای موجودی، پرسنل، مثل (ورودی) امͺاناتͬ دریافت با که بانک ͷی شعب مانند مͬ�کنند. تولید هم�جنس

به را و... وام دادن سود، حصول سپرده، جمع�آوری مانند (خروجͬ) مشابهͬ خدمات و... کامپیوتر اداری،

مͬ�دهند. ارائه مشتریان

٣Weak Complementary Slackness Theorem
۴Strong Complementary Slackness Theorem
۵Decision Making Unit



٣ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

کارایی ۴.١

واحد هر فروش واحد، هر سود مثل سازمانͬ درون شاخص�های تاثیر تحت کردن، کار خوب معنای به کارایی۶

مͬ�شود. بیان ورودی به خروجͬ نسبت به�صورت که دارد. قرار قبیل این از و

کارایی =
خروجͬ
ورودی (٣.١)

است. جداگانه تعاریف دارای نسبی٨ و مطلق٧ شاخه�های در کارایی

عملͺرد سنجش نسبی، کارایی است. کلͬ استانداردهای با آن عملͺرد مقایسه�ی ،DMU ͷی مطلق کارایی

نشده تعریف زمینه�ها همه�ی در کلͬ استانداردهای چون است. مجموعه آن واحدهای دیͽر به نسبت ،DMU ͷی

است. مطلق کارایی از گسترده�تر نسبی کارایی کاربرد است، مشͺل آن به رسیدن و

(٣.١) رابطه�ی از استفاده با باشد خروجͬ ͷی و ورودی ͷی دارای نظر مورد تصمیم�گیرنده�ی واحد اگر

مͬ�اید. به�شمار واحد آن مطلق کارایی حاصل، اندازه�ی و است محاسبه قابل آن کارایی

مجموعه�ی نسبت نظر، مورد تصمیم�گیرنده�ی واحد برای خروجͬ چندین یا ورودی چندین وجود صورت در

صورت به ورودی شده�ی وزن�دار مجموعه�ی به خروجͬ شده�ی وزن�دار

Eo =
u١y١o + ...+ usyso
v١x١o + ...+ vmxmo

ورودی وزن vi و (r = ١, ..., s) yro یعنͬ rام خروجͬ وزن ur که مͬ�کند. اندازه�گیری را واحد آن کارایی

iام ورودی هزینه�ی vi و (r = ١, ..., s) rام خروجͬ قیمت ur اگر مͬ�باشد. (i = ١, ...,m) xio یعنͬ iام

تخصیص که است ذکر قابل است. معروف اقتصادی٩ کارایی به فوق کارایی آنگاه باشد، معلوم (i = ١, ...,m)

دارد. کارایی اندازه�ی در تعیین�کننده�ای نقش خروجͬ�ها، و ورودی�ها به مناسب وزن�های

واحدها نسبی کارایی بنابراین مͬ�شود. حاصل آن�ها بزرگترین به واحدها تمام کارایی تقسیم از نسبی کارایی

به�دست زیر صورت به o تصمیم�گیرنده�ی واحد نسبی کارایی مثال به�طور است. ͷی مساوی یا کوچͺتر همواره

مͬ�آید.

REo =
Eo

max
j

{Ej}
, o ∈ {١, ..., n}.

DEA داده�ها پوششͬ تحلیل ۵.١

واحدهای سنجشبهره�وری یا و کارایی ارزیابی برای روش�هایی و تکنی�ͷها شامل ١٠DEA داده�ها پوششͬ تحلیل

است. تصمیم�گیرنده

۶Efficiency
٧Absolute Efficiency
٨Relative Efficiency(RE)
٩Economic Efficiency
١٠Data Envelopment Analysis
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خروجͬ�های و ورودی�ها از استفاده با فارل، است. روشغیرپارامتری ابداع در فارل کار تعمیم واقع DEAدر

و ارائه را تولید امͺان مجموعه�ی عنوان با مجموعه�ای آنها، بر حاکم اصول از استفاده با و تصمیم�گیرنده واحد

خواند. تابع�تولید از تقریبی آن�را مرز از قسمتͬ

ارزیابی کارا مͬ�گیرند، قرار مرز این روی که تصمیم�گیرنده�ای واحدهای و مͬ�نامند نیز کارا مرز را مرز این

واحدها از ͬͺی حداقل است، تصمیم�گیرنده واحدهای نسبی کارایی ارزیابی ͷتکنی DEA آنجاکه از مͬ�شوند.

گرفته منشا بودن پوششͬ ویژگͬ� از داده�ها، پوششͬ تحلیل نام دارند. قرار آن مرز زیر در واحدها بقیه و مرز روی

ورودی به آن�ها تخصیص و قبل از وزن�ها بودن مشخص عددی، روش�های بقیه با مقایسه در روش�ها این است.

روش (مانند شده مشخص قبل از تابعͬ اشͺال به نیازی روش�ها این هم�چنین نیست، لازم داده�ها خروجͬ و

ندارند. پارامتری) روش�های از برخͬ (مانند تابع�تولید صریح شͺل یا و آماری) رگرسیون�های

مͬ�کند فراهم خروجͬ چند و ورودی چند با واحدهایی مطالعه�ی برای را امͺاناتͬ داده�ها، پوششͬ تحلیل

قادر را داده�ها پوششͬ تحلیل خطͬ برنامه�ریزی است. خطͬ برنامه�ریزی از استفاده دلیل به بیشتر آن توانایی و

مقدار و منبع ترتیب این به و کند استفاده دوآلیتͬ قضایای و خطͬ برنامه�ریزی مساله حل روش�های از تا مͬ�سازد

کند. مشخص خروجͬ و ورودی هر برای را ناکارایی

همͺاری�ها این مͬ�کند. ایجاد تصمیم�گیرنده و تحلیل�گر میان برایهمͺاری زیادی فرصت�های هم�چنین ،DEA

به نسبت الͽویابی و عملͺرد چͽونگͬ و ارزیابی تحت واحدهای خروجͬ و ورودی انتخاب راستای در مͬ�تواند

باشد. کارا مرز

امͺان�تولید مجموعه ۶.١

صورت به مجموعه�ای

T = {(X,Y ) : مͬ�کند تولید را Y خروجͬ ، X ورودی }

با تعریف این مͬ�نامند. ١١PPS امͺان�تولید مجموعه�ی را است خروجͬ بردار Y و ورودی بردار X آن در که

متفاوت های PPS متفاوت، تولید تکنولوژی�های یعنͬ مͬ�کند مشخص را PPS تولید، تکنولوژی نوع به توجه

مͬ�کنند. تولید

به نیز امͺان�تولید مجموعه�ی که هستند وابسته یͺتا امͺان�تولید مجموعه ͷی به DEA مدل�های از هرکدام

مͬ�شود. زده تخمین معین اصول و فرض�ها از مجموعه ͷی توسط یͺتا، طور

مͬ�شود. استفاده T امͺان�تولید مجموعه� روی زیر موضوعه�ی اصول از مدل�ها، معرفͬ برای

بودن١٢». «ناتهͬ مشاهدات شمول اصل اول: اصل

١١Productivity Possible Set
١٢Nonempty
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دارند. تعلق امͺان�تولید مجموعه�ی به مشاهدات تمام

(Xj , Yj) ∈ T, j = ١, ..., n.

ثابت١٣». مقیاس به «بازده تولید اشعه�ی بی�کرانͬ اصل دوم: اصل

.(λX, λY ) ∈ T آنگاه ،λ ≥ ٠ و (X,Y ) ∈ T اگر که مͬ�کند بیان اصل این

تحدب١۴ سوم: اصل

،٠ ≤ λ ≤ ١ هر برای آنگاه ،(X ′, Y ′) و (X,Y ) ∈ T اگر یعنͬ است، محدب مجموعه�ای T

(λX + (١ − λ)X ′, λY + (١ − λ)Y ′) ∈ T.

امͺان�پذیری١۵ اصل چهارم: اصل

.(X,Y ) ∈ T ،Y ≤ Y و X ≥ X که Y و X هر ازای به آنگاه ،(X,Y ) ∈ T اگر که مͬ�کند بیان اصل این
درون�یابی١۶ کمینه اصل پنجم: اصل

مجموعه�ی حقیقت، در مͬ�کند. صدق چهارم با تا اول اصول در که است مجموعه�ای کوچͺترین T اصل این طبق

پنج�گانه اصول که مͬ�شود ثابت مͬ�کند. صدق نیز پنجم اصل در مͬ�شود ساخته بالا اصل چهار با که امͺان�تولیدی

مͬ�کند. تعریف زیر به�صورت را Tc منحصربفرد مجموعه�ی بالا،

Tc =
{
(X,Y )| X ≥

n∑
j=١

λjXj , Y ≤
n∑

j=١
λjYj , λj ≥ ٠ , j = ١, ..., n

}
.

است. خاصیت همین c نشانگر علامت و است شده ساخته ثابت مقیاس به بازده اصل قبول با Tc مجموعه�ی

مجموعه به و مقیاسمتغیر به بازده دارای که مͬ�شود ساخته زیر مجموعه�امͺان اشعه�تولید، بی�کرانͬ اصل حذف با

است. معروف ١٧BCC �امͺان�تولید

Tv =
{
(X,Y )| X ≥

n∑
j=١

λjXj , Y ≤
n∑

j=١
λjYj ,

n∑
j=١

λj = ١, λj ≥ ٠ , j = ١, ..., n
}
.

CCR مدل ٧.١

عملͺرد ارزیابی هدف، اگر هستند. متجانس تصمیم�گیرنده�ی واحد n ،(j = ١, ..., n) DMUj کنیم فرض

داد: قرار ارزیابی مورد ١٨CCR کارای مرز به نسبت را واحد این کارایی مͬ�توان زیر روش�های به DMUoباشد،

ورودی�ها کاهش الف.

١٣ Constant Return -to- Scale (CRS)
١۴Convexity
١۵Possibility
١۶Minimality
١٧Banker-Cooper-Charnes (BCC)
١٨Charnes-Cooper-Rhodes (CCR)
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خروجͬ�ها افزایش ب.

خروجͬ�ها افزایش و ورودی�ها کاهش ج.

است. شده داده شرح ب و الف موارد نیاز برحسب

ورودی�ها کاهش الف.

که است مجازی واحد کردن پیدا هدف این�جا در مͬ�گیرد. انجام مرز سمت به و شعاعͬ صورت به کاهش این

یعنͬ کند. تولید ورودی حداقل با را خروجͬ همین

Min θ

s.t. (θXo, Yo) ∈ Tc.

،Tc ساختار به توجه با

Min θ

s.t.

n∑
j=١

λj xij ≤ θxio, i = ١, ...,m, (۴.١)

n∑
j=١

λj yrj ≥ yro, r = ١, ..., s,

λj ≥ ٠.

شدنͬ همواره مدل این است. معروف CCR پوششͬ مدل به که است ورودی ماهیت در CCR مدل (۴.١) مدل

تعریفمتغیرهای با مͬ�کند. صدق ٠ < θ∗ ≤ شرط١ در آن بهین مقدار و است متناهͬ بهینه جواب دارای و بوده

مͬ�آید. در زیر صورت به فوق مدل ͬͺکم

Min θ

s.t.

n∑
j=١

λj xij + s−i = θxio, i = ١, ...,m, (۵.١)

n∑
j=١

λj yrj − s+r = yro, r = ١, ..., s,

λj ≥ ٠, j = ١, ..., n,

s−i ≥ ٠, i = ١, ...,m,

s+r ≥ ٠, r = ١, ..., s.

به DMUo باشند، صفر ͬͺکم متغیرهای بهینه جواب�های تمامͬ در و ͷی برابر (θ بهینه�ی (مقدار θ∗ اگر الف.
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مͬ�شود. خوانده �قوی١٩ کارای یا و پاراتوکارا مفهوم

DMUo باشد، ناضفر ͬͺکم متغیرهای از ͬͺی حداقل بهینه، جواب�های از بعضͬ در ولͬ ،θ∗ = ١ اگر ب.

مͬ�شود. خوانده �ضعیف کارای

ناکاراست. DMUo ،θ∗ ̸= ١ اگر ج.

گویند. تصمیم�گیرنده واحد ͬͺتکنی یا کارایی�شعاعͬ را θ∗ مقدار تبصره:

است. زیر صورت به CCR مضربی مدل عنوان تحت (۵.١) مدل دوگان

Max Z =
s∑

r=١
ur yro

s.t.
m∑
i=١

vi xio = ١, (۶.١)

s∑
r=١

ur yrj −
m∑
i=١

vi xij ≤ ٠, j = ١, ..., n,

ur ≥ ٠, r = ١, ..., s,

vi ≥ ٠, i = ١, ...,m.

مرز روی بودن، ناکارا صورت در را ارزیابی تحت واحد ورودی، کاهش با فوق مدل در شد، گفته که همان�طور

مͬ�دهد. قرار

که شود یافت بهینه جواب در V ∗ و U∗ اگروتنهااگر است پاراتوکارا مفهوم به DMUo این�جا در .١

،Z∗ = ١ الف.

.(U∗, V ∗) > ٠ ب.

صفر بهینه جواب هر در V ∗ یا و U∗ مولفه�های از ͬͺی و Z∗ = ١ اگروتنهااگر است ضعیف کارای DMUo .٢

باشد.

ناکاراست. DMUo ،Z∗ ̸= ١ اگر .٣

(Xh, Yh) بردارهای DMUhبا بر غالب٢٠ را (Xk, Yk) خروجͬ و ورودی بردارهای DMUkبا تعریف١.٧.١.

گویند این�صورت در باشد. برقرار مولفه ͷی برای لااقل اکید، نامساوی و ،
(−Xk

Yk

)
≥
(−Xh

Yh

)
هرگاه گویند

است. گردیده مغلوب DMUh

نگردد. مغلوب �تولید امͺان مجموعه�ی عضو هیچ توسط اگروتنهااگر است کارا DMUo .٢.٧.١ تعریف

معادل�اند. هم با Tc در کارایی از زیر تعاریف

نگردد. مغلوب �تولید امͺان مجموعه�ی عضو هیچ توسط اگروتنهااگر است کارا DMUo .١

١٩Strongly Efficient
٢٠Dominate
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θ∗ = ١ اگروتنهااگر است پاراتوکارا مفهوم DMUoبه پوششͬ، ماهیت CCRدر مدل با ،DMUo ارزیابی در .٢

باشند. صفر ͬͺکم متغیرهای بهینه، جواب�های تمامͬ در و

(U∗, V ∗) اگروتنهااگر است کارا پاراتو مفهوم به DMUo ورودی ماهیت در CCR مضربی مدل حل از پس .٣

کنید. رجوع [٣.۵.٢،٢٩] به بیشتر توضیح برای .(U∗, V ∗) > ٠ و
∑s

r=١ ur yro = ١ که باشد موجود

خروجͬ�ها ب.افزایش

یعنͬ کند. تولید بیشتری خروجͬ ورودی، مقدار همین مصرف با که است مجازی واحد کردن پیدا حالت این در

Max φ

s.t. (Xo, φYo) ∈ Tc.

،Tc ساختار کردن لحاظ با

Max φ

s.t.
n∑

j=١
λj xij ≤ xio, i = ١, ...,m, (٧.١)

n∑
j=١

yrj ≥ φyro, r = ١, ..., s,

λj ≥ ٠, j = ١, ..., n.

در آن بهین مقدار و است ��شدنͬ همواره مدل است. معروف خروج٢١ͬ ماهیت در CCR مدل به (٧.١) مدل

مͬ�کند. صدق φ∗ ≥ ١ شرط

در ناکارا DMUo آنگاه φ∗ > ١ اگر است. خروجͬ ماهیت در ͬͺتکنی� کارای DMUo آنگاه φ∗ = ١ اگر

با است. ورودی ماهیت با مدل مشابه خروجͬ، ماهیت با مدل در �قوی کارایی مفهوم است. خروجͬ ماهیت

مͬ�آید. در زیر صورت به مدل ͬͺکم متغیرهای تعریف

٢١Output Oriented
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Max φ

s.t.
n∑

j=١
µj xij + t−i = xio, i = ١, ...,m, (٨.١)

n∑
j=١

µj yrj − t+r = φyro, r = ١, ..., s,

µj ≥ ٠, j = ١, ..., n,

t−i ≥ ٠, i = ١, ...,m,

t+r ≥ ٠, r = ١, ..., s.

مدل بهین جواب ͷی φ∗ =
١
θ∗

آنگاه باشد، (۵.١) مدل بهین جواب θ∗ اگر [١٢.۶.٢،٢٩] .٣.٧.١ قضیه

مͬ�باشد. (٧.١)

است. زیر به�صورت خروجͬ ماهیت در CCR مضربی مدل عنوان تحت (٧.١) مدل دوگان

Min Z =
m∑
i=١

vi xio

s.t.

s∑
r=١

ur yro = ١, (٩.١)

m∑
i=١

vi xij −
s∑

r=١
ur yrj ≥ ٠, j = ١, ..., n,

ur ≥ ٠, r = ١, ..., s,

vi ≥ ٠, i = ١, ...,m.

پوششͬ فرم دوگان از استفاده و �تولید امͺان مجموعه�ی بر مبتنͬ شد، ارائه (۶.١) مدل برای بالا در که رهیافتͬ

تصمیم�گیرنده واحد اگر مͬ�شود. آورده بدست (۶.١) مدل نسبی، کارایی تعریف از استفاده با اکنون بود. CCR

واحد آن کارایی میزان نشان�دهنده�ی ورودی به خروجͬ نسبت آنگاه باشد، خروجͬ ͷی و ورودی ͷی دارای

قیمت و باشد خروجͬ ͷی از بیش یا ورودی ͷی از بیش دارای تصمیم�گیرنده واحد اگر است. تصمیم�گیرنده

مجموع به خروجͬ�ها شده�ی وزن�دار مجموع نسبت این�صورت در باشد مشخص ورودی�ها هزینه و خروجͬ�ها

هر نسبی کارایی محاسبه�ی برای است. تصمیم�گیرنده واحد کارایی میزان نشان�دهنده�ی ورودی�ها، شده�ی وزن�دار

قیمتخروجͬ�ها که پیشمͬ�آید زمانͬ مشͺل شود. تقسیم واحدها کارایی ماکسیمم بر واحد آن کارایی باید واحد

که است صورت این به مͬ�کند پیشنهاد DEA حالت این در که راهͺاری نباشد. مشخص ورودی�ها هزینه�ی و

برسد خود کارایی ماکسیمم به DMUo که شوند انتخاب چنان مͬ�دهد اجازه وزن�ها به خوش�بینانه دیدگاهͬ با

نشان�دهنده�ی U ∈ Rs نامنفͬ بردار کنید فرض مͬ�گیرد. نظر در DMUo نسبی کارایی عنوان به را مقدار این و
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زیر مدل بهینه�ی جواب آنگاه باشد، ورودی�ها هزینه�ی نشان�دهنده�ی V ∈ Rm نامنفͬ بردار و خروجͬ�ها قیمت

مͬ�باشد. DMUo نسبی کارایی میزان نشان�دهنده�ی

REo = max
(U,V )≥٠

U tYo
V tXo

max
١≤j≤n

U tYj
V tXj

. (١٠.١)

مͬ�آید. در زیر به�صورت (١٠.١) مدل ، max
١≤j≤n

{ U
tYj

V tXj
} =

١
t
اگر

REo = Max t.
U tYo
V tXo

s.t.
U tYj
V tXj

≤ ١, j = ١, ..., n, (١١.١)

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.

متغیر، تغییر از استفاده با

REo = Max U tYo
V tXo

s.t.
U tYj
V tXj

≤ ١, j = ١, ..., n, (١٢.١)

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.

(١٢.١) مدل ،[۶] کوپر٢٣ و چارنز٢٢ تبدیلات از استفاده با است معروف CCR کسری مدل به (١٢.١) مدل

مͬ�باشد. (۶.١) مدل همان که مͬ�شود تبدیل زیر صورت به V tXo = ١ دادن قرار و مخرج�ها بودن فرضمثبت با

Max U tYo

s.t. V tXo = ١, (١٣.١)

U tYj − V tXj ≤ ٠, j = ١, ..., n,

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.

٢٢Charnes
٢٣Cooper



١١ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

مͬ�باشد. (١٠.١) مدل برای بهینه� جواب ͷی (١٣.١) مدل بهینه�ی جواب هر [١.۴.٢،٢٩] .۴.٧.١ قضیه

U tYj−V tXj ≤ نامساوی٠ قیود از ͬͺی حداقل جواببهین هر در (١٣.١) مدل در [٩.۶.٢،٢٩] .۵.٧.١ قضیه

است). برقرار (تساوی است فعال

ورودی، کمترین از تصمیم�گیرنده واحد که شد پیͽیری صورت بدین مطلب کارایی با رابطه� در به�حال تا

شده وزن�دار خروجͬ�های خارج�قسمت نمودن ماکسیمم هدف اصل این طبق بر و نماید تولید را خروجͬ بیشترین

شود، تعریف زیر صورت به کارایی اگر بود.

کارایی :
ورودی
خروجͬ

زیر به�صورت DMUo نسبی کارایی کنید فرض مͬ�باشد. بالا کارایی باشد کوچͺتر کسر این مقدار هرچه آنگاه

شود. تعریف

REo = min
(U,V )≥٠

V tXo

U tYo

min
١≤j≤n

V tXj

U tYj

(١۴.١)

اگر مͬ�آید. بدست (۶.١) مدل فوق، صورت به نسبی کارایی تعریف از استفاده با اکنون

min
١≤j≤n

{
V tXj

U tYj

}
=

١
t

مͬ�آید. در صورت این به (١۴.١) مدل

REo = Min t.
V tXo

U tYo

s.t. t.
V tXj

U tYj
≥ ١, j = ١, ..., n, (١۵.١)

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.

مͬ�آید. دست به زیر رابطه�ی متغیر تغییر از استفاده با

REo = Min V tXo

U tYo

s.t.
V Xj

UYj
≥ ١, j = ١, ..., n, (١۶.١)

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.



١٢ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

مدل [۶] کوپر و چارنز تبدیلات از استفاده با است. خروجͬ ماهیت در CCR کسری مدل (١۶.١) مدل

(٩.١) مدل همان که مͬ�شود تبدیل زیر به�صورت U tYo = ١ دادن قرار و مخرج�ها بودن مثبت فرض با فوق

مͬ�باشد.

Min V tXo

s.t. U tYo = ١, (١٧.١)

V tXj − U tYj ≥ ٠, j = ١, ..., n,

U ≥ ٠,

V ≥ ٠.

است. زیر به�صورت آن دوگان

Max φ

s.t.

n∑
j=١

λj xij ≤ xio, i = ١, ...,m,

n∑
j=١

λj yrj ≥ φ yro, r = ١, ..., s,

λj ≥ ٠, j = ١, ..., n.

رفع برای نمͬ�شود. دخیل ارزیابی در و مͬ�گیرد صفر وزن خروجͬ�ها یا ورودی�ها از ͬͺی ارزیابی، در گاهͬ

موضوع این بررسͬ برای کند. جلوگیری آن�ها شدن صفر از تا مͬ�شود تحمیل وزن�ها تمام روی قیدی مشͺل این

مͬ�شود. پیشنهاد زیر مدل

Max U tYo

s.t. V tXo = ١, (١٨.١)

U tYj − V tXj ≤ ٠, j = ١, ..., n,

U ≥ ١.ε,

V ≥ ١.ε.

غیرارشمیدسͬ عدد آن به اصطلاحا و است ͷکوچ کافͬ اندازه�ی به مثبت عدد ͷی نشان�دهنده�ی ε نماد آن در که

باشد. ͷکوچ چقدر باید εنیست مشخص که است این مدل این �ضعف نقاط از مͬ�شود. گفته



١٣ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

(١٨.١) مدل است ممͺن نباشد ͷکوچ کافͬ اندازه�ی به ε و باشد قوی کارای ارزیابی، مورد DMUo اگر

(١٨.١) مدل بهین وضعیتجواب این� در کند. پیدا را مͬ�شود DMUoکارا وزن�ها، آن با که مثبتͬ وزن�های نتواند

برای دوگانه� فاز بردن به�کار و (١٨.١) مدل دوگان فرم از استفاده آن برای راهͺار بهترین مͬ�شود. ͷی از کوچͺتر

بود. خواهد زیر به�صورت (١٨.١) مدل دوگان است. آن دوگان مدل حل

Min θ − ε(

m∑
i=١

s−i +

s∑
r=١

s+r )

s.t.

n∑
j=١

λj xij + s−i = θ xio, i = ١, ...,m, (١٩.١)

n∑
j=١

λj yrj − s+r = yro, r = ١, ..., s,

λj , s
−
i , s

+
r ≥ ٠, j = ١, ..., n, i = ١, ...,m, r = ١, ..., s.

حل زیر مدل سپس و آورده بدست را θ∗ شود، حل (۵.١) مدل ابتدا که است این با معادل (١٩.١) مدل حل

شود.

Max (

m∑
i=١

s−i +

s∑
r=١

s+r )

s.t.
n∑

j=١
λj xij + s−i = θ∗ xio, i = ١, ...,m, (٢٠.١)

n∑
j=١

λj yrj − s+r = yro, r = ١, ..., s,

λj , s
−
i , s

+
r ≥ ٠, j = ١, ..., n, i = ١, ...,m, r = ١, ..., s.

،DMUo این�صورت در باشد صفر برابر (٢٠.١) بهین مقدار و θ∗ = ١ ،(۵.١) مدل بهین جواب در اگر

بود. خواهد قوی کارای

مرجع مجموعه�ی .۶.٧.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت مرجع مجموعه�ی (o ∈ {١, ..., n}) DMUo هر برای

Eo = {j : باشد. λ∗
j > ٠ ،(٢٠.١) مدل بهین جواب ͷی .{در

(٢٠.١) مدل بهین جواب ͷی در حداقل که DMUjهایی عبارت�است�از DMUo مرجع مجموعه�ی حقیقت در

کند. اختیار مثبت مقدار λ∗
j ،DMUo ارزیابی در

.Ej ̸= ∅ ،(j = ١, ..., n) DMUj هر برای [١۴.٧.٢،٢٩] .٧.٧.١ قضیه



١۴ DEA داده�ها پوششͬ تحلیل بر درآمدی .١ فصل

این�صورت در نباشد CCR-کارای�قوی ،DMUo اگر ،CCR دوگانه فاز فرآیند توسط DMUo ارزیابی در

مͬ�آید. به�دست زیر به�صورت بهبودیافته DMUͷی دوم فاز انتهای در

(X̂o, Ŷo) = (θ∗Xo − S−∗
, Yo + S+∗

) (٢١.١)

است). کارای�قوی یعنͬ ) مͬ�باشد پاراتوکارا مفهوم به بهبودیافته�ی(٢١.١) فعالیت [١١.۶.٢،٢٩] .٨.٧.١ قضیه

حل با یعنͬ دوم فاز در و مشخصمͬ�شود DMUo بودن ͬͺناکارای�تکنی یا ͬͺکارای�تکنی (۵.١) مدل حل با

نکرده تولید را خروجͬ�ها از مقدار چه و داده هدر را ورودی�ها از مقداری چه DMUo که مͬ�شود معلوم (٢٠.١)

است.

مͬ�باشد. پاراتوکارا مفهوم به (DMUo مرجع مجموعه�ی یعنͬ ) Eo عضو هر [٢.٣.٣،٢٩] .٩.٧.١ قضیه

،(j ∈ {١, ..., n}) شده مشاهده DMUjهای از ͬͺی حداقل ٩.٧.١ و ٧.٧.١ قضیه�های به توجه با بنابراین

مͬ�باشد. پاراتوکارا مفهوم به

اگر دیͽر به�عبارت مͬ�باشد. پایدار٢۴ تغییرواحد به نسبت CCR مدل پوششͬ فرم [١.۵.٢،٢٩] .١٠.٧.١ قضیه

xij −→ αi xij , αi > ٠, i = ١, ...,m, j = ١, ..., n,

yrj −→ βr yrj , βr > ٠, r = ١, ..., s, j = ١, ..., n,

نمͬ�شود. حاصل کارایی مقدار در تغییر آنگاه

٢۴Unit Invariant


