
داهزجان
داهعوم-ඟ໋وهریاિی
پایان�ଓฬکارতناਉیار॰د

ࣔࣨوان:

భباره�یീज़ئه�یازدواجرویبازه�ییૢه
گارش: ৽

ख़ࡏ૮نনیدری

اণتادراঘ࣒ما:
دනرൌॣیدग़ࡻઍودی

دی۱۳۹۱





چکیده
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پیشگفتار

روی تراگرد یک وجود مسئله�ی به دوم فصل در و مقدماتی قضایای و تعاریف بیان به پایان�نامه این اول فصل در

برای را کافی و لازم شرط که هال کلاسیک قضیه�ی بررسی به فصل این ادامه در می�پردازیم. مجموعه�ها از خانواده�ای

می�پردازیم. می�دهد ارائه تراگرد چنین وجود

می�کنیم. معرفی را تراگرد اندیس و می�پردازیم خانواده یک روی مقدماتی ساختارهای روش بررسی به فصل ادامه در

اندیسAبوده مجموعه�ی متناهی زیرمموعه�های همه�ی خانواده�ی F و Eباشد زیرمجموعه�های از Aخانواده�ای اگر

هر برای که دارد وجود A از θ چون انتخابی تابع باشد، A(J) زیرخانواده�ی از انتخاب تابع θJ ،J ∈ F هر برای و

رادو). انتخاب (اصل θ|J = θK |J و J ⊆ K که است موجود Kای ∈ F ،J ∈ F

نتایج به که دهیم گسترش دلخواه اندیس با خانواده�های برای را هال قضیه�ی کرد خواهیم سعی اصل این بیان از پس

انتخای اصل از کاربردهایی به دوم فصل پایان در و می�پردازیم (٢.٨.٢ (قضیه�ی یونگ - رادو از قضیه�ای به جمله از جالبی

کرد. خواهیم اشاره رادو

K روی ϕ اگر است، K ⊆ I روی تزویج یک ϕ نگاشت گوییم می�پردازیم. تزویج مسئله�ی بیان به سوم فصل در

گوییم (تعریف٥.٠.٣). λ(J) = λ(ϕ(J)) ،J ⊆ K هر برای و باشد شده واقع S در آن نمودار بوده یک به یک

داشته x ∈ K هر تقریباً برای و بوده یک به Kیک روی ϕ اگر است S Kبه�توی ⊆ I روی یکµ-تزویج ϕ نگاشت

J ⊆ K هر برای و (x, ϕ(x)) ∈ S باشیم

µλ(J) ≤ λ(ϕ(J)) ≤ λ(J)

،J ⊆ I هر برای و باشد، S از لبگی نقطه�ی S از نقطه هر و S ⊆ I × I کنید فرض سوم فصل از قضیه�ای به�عنوان

موجود S به�توی K ⊆ I روی ϕ تزویج صورت این در باشد. شده داده δ > ۰ کنید فرض .λ(J) ≤ λ(E(J))

.(١ اصلی (قضیه�ی λ(K) ≥ ١ − δ به�طوری�که است

سه



چهار

•



١ فصل

مقدمات

می�آوریم. را بعد فصل�های برای نیاز مورد قضیه�های و مفاهیم تعاریف، فصل این در

B از متناهی زیرمجموعه�ای A که است این A ⊂⊂ B نماد از منظور باشند، دلخواه مجموعه�ی دو B و A اگر

متناهی آن اندیس مجموعه�ی اگر گویند، (نامتناهی) متناهی را مجموعه�ها از A = (Ai : i ∈ I) خانواده�ی است.

باشد. (نامتناهی)

از آنها اندیس مجموعه�های که باشند مجموعه�ها از خانواده دو B = (Bj : j ∈ J) و A = (Ai : i ∈ I) اگر

.Ck = Bk یا Ck = Ak که است (Ck : k ∈ I ∪J) خانواده�ی ،A+Bاز منظور این�صورت در هستند، مجزا هم

باشد نگاشتی ϕ : { ١, . . . , n} −→ E و باشند E از زیرمجموعه�هایی A ١, . . . , An کنید فرض .١.٠.١ تعریف

گویند. (A١, . . . , An) خانواده�ی از انتخاب تابع یک نگاشت این به .i ∈ { ١, . . . , n} هر برای ϕ(i) ∈ Ai که

اجتماع است. A ١ × . . .×An دکارتی حاصل�ضرب از انتخاب تابع یک (x ١, . . . , xn) مرتب n-تایی هر مثلاً

دلخواه اندیس مجموعه�ی دارای A = (Ai : i ∈ I) خانواده�ی اگر می�دهیم. نمایش
∏n

i= ١Ai با را توابع این همه�ی

می�دهند. نمایش
∏

i∈I Ai نماد با و می�نامند A خانواده�ی دکارتی حاصل�ضرب را انتخاب توابع همه�ی اجتماع باشد،

.
∏

i∈I Ai = ∅ آن�گاه باشد، تهی مجموعه�ی خانواده این اعضای از یکی اگر بوضوح

A×B دکارتی حاصل�ضرب از 6 چون زیرمجموعه�ای باشند، دلخواه مجموعه�ی دو B و A کنید فرض .٢.٠.١ تعریف

به آن�را و a 6 b می�نویسند (a, b) ∈ 6 به�جای باشد، در6 عضوی (a, b) اگر می�نامند. B به A از رابطه یک را

می�خوانند. است 6 رابطه�ی در b با a صورت

است. A روی رابطه یک 6 گوییم A = B چنانچه

١



٢ مقدمات .١ فصل

گوییم باشد. X مجموعه�ی روی رابطه�ای 6 کنید فرض .٣.٠.١ تعریف

.x ∈ X هر برای x 6 x اگر است انعکاسی 6 الف)

.x, y ∈ Xهر برای x 6 y ⇒ y 6 x اگر است متقارن 6 ب)

.x, y, z ∈ X هر برای x 6 y و y 6 z ⇒ x 6 z اگر است متعدی 6 پ)

باشد. متعدی و متقارن انعکاسی، 6 اگر فقط و اگر است، ارزی هم رابطه�ی یک 6 ت)

از خانواده یک از است عبارت Pمانند X افراز یک از منظور باشد. ناتهی مجموعه�ای X کنید فرض .٤.٠.١ تعریف

به�طوری�که X ناتهی زیرمجموعه�های

.A ∩B = ∅ آن�گاه ،A ̸= B و A و B ∈ P اگر الف)

.
∪
A∈P A = X ب)

به��ازای اگر است جزئی ترتیب رابطه�ی یک X روی 6 رابطه�ی باشد. نا�تهی مجموعه�ای X کنید فرض .٥.٠.١ تعریف

باشیم داشته a, b, c ∈ X هر

.a 6 a (١

.a = b آن�گاه ،b 6 a و a 6 b اگر (٢

.a 6 c آن�گاه ،b 6 c و a 6 b اگر (٣

ترتیب رابطه�ی یک 6 و مجموعه یک X آن در که است (X,6) دوتایی از است عبارت مرتب جزئاً مجموعه�ی یک

داشته X در b و a عضو دو هر به�ازای و بوده جزئی ترتیب رابطه�ی یک X روی 6 رابطه�ی اگر است. X روی جزئی

می�نامیم. کلی ترتیب رابطه�ی یک را 6 این�صورت در ،b 6 a یا a 6 b باشیم

باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (X,6) کنید فرض .٦.٠.١ تعریف

. b 6 d ،b ∈ A هر برای اگر نامند A بالای کران را d ∈ X عنصر A ⊆ X اگر الف)

باشیم داشته b چون A بالای کران هر برای و بوده، A بالای کران d اگر نامند A بالای کران کوچکترین را d ∈ X ب)

.d 6 b

.c = d آن�گاه d 6 c اگر c مانند X عضو هر به�ازای اگر Xمی�نامند، ماکسیمال عضو را d ∈ X ج)

کرد. تعریف را مینیمال عضو و پایین کران بزرگترین پایین، کران می�توان مشابه به�طور



٣ مقدمات .١ فصل

اگر نامند زنجیر یک را A ⊆ X مجموعه�ی باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (X,6) کنید فرض .٧.٠.١ تعریف

.b٢ 6 b١ یا b١ 6 b٢ باشیم داشته b٢ و b١ مانند A از عضو دو هر به�ازای

در بالایی کران دارای X از زنجیر هر و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (X,6)کنید فرض ( زرن لم ) .٨.٠.١ قضیه

است. ماکسیمال عضو دارای X این�صورت در باشد، X

� کنید. مراجعه [٥] مرجع از ١٧ صفحه�ی به . برهان

دو زیرمجموعه�های از خانواده�ای E و ناتهی مجموعه�ای N که است (N,E) مرتب دوتایی G گراف .٩.٠.١ تعریف

متناهی N اگر گوئیم (نامتناهی) متناهی را G گراف می�نامیم. یال را E عناصر و رأس را N عناصر است. N عضوی

و می�کند وصل هم به را y و x رأس e یال گوئیم ،x, y ∈ N, x ̸= y, e = {x, y} ∈ E اگر باشد. (نامتناهی)

یالی می�شوند. نامیده مجاور باشند، شده وصل به�هم یالی توسط که x, y رأس دو نامیم. e انتهای دو را y و x رأس�های

می�نامیم. پیوند را مجزا انتهای دو با یالی و طوقه را یکسان انتهای دو با

Gرا گراف نباشند، متصل هم به یال یک از بیش توسط رأسی دو هیچ و نبوده طوقه Gدارای گراف اگر .١٠.٠.١ تعریف

می�گوئیم. ساده

مثل N از افرازی ،k چون طبیعی عدد برای اگر باشد. ساده گرافی G = (N,E) کنید فرض .١١.٠.١ تعریف

بتوان دیگر به�عبارت نباشند، Niیی در متصل�اند، یالی بوسیله�ی به�هم که راسی دو هیچ که باشد Nموجود = ∪ki=١Ni

گوئیم نباشند، مشابه رنگ دارای متصل راس دو هیچ که کرد رنگ�آمیزی طوری رنگ k از یکی بوسیله�ی را راس هر

G گراف رنگی عدد وجود، صورت در را خاصیت این با k صحیح عدد کوچکترین است. شده راسی رنگ�آمیزی -k گراف

می�نامند.

اندازه�پذیری مفهوم ١.١

باشد. مجموعه یک X کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای M اگر Xگوئیم در -جبر σ یک را X زیرمجموعه�های از M خانواده�ی الف)

.X ∈ M (١)

است. X به نسبت A متمم Ac آن در که Ac ∈ M آن�گاه A ∈ M اگر (٢)

.
∪∞
n=۱An ∈ M آن�گاه A١, A٢, . . . ∈ M اگر (٣)



٤ مقدمات .١ فصل

مجموعه�های را M اعضای و اندازه�پذیر فضای یک را (X,M) آن�گاه باشد X در -جبر σ یک M اگر .٢.١.١ تعریف

Xگوئیم. در اندازه�پذیر

زیر نکات ١.١.١ تعریف در (٣) و (٢) ،(١) خواص به توجه با باشد. X در σ-جبر یک M کنید فرض .٣.١.١ گزاره

می�شوند. حاصل بی�درنگ

.∅ ∈ M(١)

.
∪n
i= ١Ai ∈ M صورت این در ١ 6 i 6 n که Ai ∈ M اگر (٢)

است. بسته متناهی) نیز (و شمارا اشتراک تحت M (٣)

� کنید. مراجعه [٩] از (٢٢) صفحه�ی به . برهان

f گوئیم باشد، Y به�توی X از نگاشتی f و توپولوژیک فضای یک Y اندازه�پذیر، فضای یک X هرگاه .٤.١.١ تعریف

باشد. X در اندازه�پذیر مجموعه�ی یک f−۱(V ) ،Y در V باز مجموعه�ی هر به�ازای اگر است، اندازه�پذیر

باشد. اندازه�پذیر χE اگر تنها و اگر است اندازه�پذیر E ⊆ X این�صورت در باشد اندازه�پذیر فضای Xیک اگر .٥.١.١ لم

� کنید. مراجعه [٩] از (٩.١) به . برهان

M∗ مانند X در -جبر σ کوچکترین باشد، X ناتهی مجموعه�ی زیرمجموعه�های از گردآیه�ای F اگر .٦.١.١ قضیه

M∗ حالت این در است. X روی σ-جبر اینجا در M آن در که F ⊆ M∗ =
∩

F⊆MM به�طوری�که است موجود

می�نامند. F توسط شده تولید -جبر σ را

� کنید. مراجعه [٩] از (١٠.١) قضیه�ی به . برهان

X در B همچون -جبر σ کوچکترین قبل قضیه�ی بنابر باشد. توپولوژیک فضای یک X کنید فرض .٧.١.١ تعریف

می�نامیم. X در بورل مجموعه�های را B اعضای است، B به متعلق X در باز مجموعه�ی هر به�طوری�که است موجود

مجموعه�های از اشتراکشمارا و بسته مجموعه�های از شمارا اجتماع هستند. بورل مجموعه�های بسته، مجموعه�های همچنین

هستند. بورل مجموعه�های باز،

جمعی شمارا و است شده تعریف M مانند σ-جبر یک بر که است µ مانند تابعی مثبت، اندازه�ی یک .٨.١.١ تعریف

µ(
∪∞
i= ١Ai) =

∑∞
i= ١ µ(An) آن�گاه باشد، M اعضای از جدا هم از و شمارا گردایه�ای {Ai} اگر یعنی است،

.µ(∅) = به�علاوه۰ و



٥ مقدمات .١ فصل

می�پردازیم. (X,M, µ) مانند اندازه فضای یک در انتگرال تعریف به اکنون

باشد زیر شکل به اندازه�پذیر و ساده تابعی s : X −→ [۰,∞) اگر

s =
n∑
i= ١

αiχAi

می�کنیم تعریف E ∈ M برای و هستند، s متمایز مقادیر αn, . . . , α ١ آن در که

∫
E

sdµ =
n∑
i= ١

αiµ(Ai ∩ E)

می�کنیم تعریف این�صورت در E ∈ M و بوده اندازه�پذیر تابعی f : X −→ [۰,∞] اگر ∫حال
E

fdµ = sup

∫
E

sdµ (١.١)

انتگرال را (١.١) چپ طرف است. شده گرفته ۰ 6 s 6 f که s ساده اندازه�پذیر توابع تمام روی سوپریمم آن در که

می�نامند. µ اندازه�ی به نسبت E روی f لبگ

می�شوند. فرض اندازه�پذیر شده ظاهر مجموعه�های و توابع هستند. تعاریف از آنی نتایج زیر احکام

.
∫
E
fdµ 6

∫
E
gdµ آن�گاه ،۰ 6 f 6 g هرگاه (آ)

.
∫
A
fdµ 6

∫
B
fdµ آن�گاه ،f > ۰ و A ⊂ B هرگاه (ب)

.
∫
E
cfdµ = c

∫
E
fdµ آن�گاه ،۰ 6 c 6 ∞ و بوده دلخواه ثابت c و f > ۰ هرگاه (پ)

برقرار آن�ها برای خاصیت آن که نقاطی مجموعه�ی اگر است، برقرار ه.) ت. اختصار (به� همه�جا تقریباً خاصیتی گوییم

می�گوئیم به�ویژه Xبوده، مجموعه�ی Mاز σ-جبر روی اندازه�ای µ اگر بنابراین باشد. صفر اندازه�ی با مجموعه یک نیست

.µ{x : f(x) ̸= g(x)} = ۰ و باشند داشته مساوی دامنه�ی g و f اگر ت.ه. f = g

باشد داشته وجود صفر اندازه�ی با E مجموعه�ی یک اگر می�کند میل g به همه�جا تقریباً (fn) دنباله�ی گوئیم مثلاً

کند. میل g(x) به ندارد تعلق E به که مقدار هر برای (fn(x)) که به�طوری�که

لبگ اندازه�ی ٢.١

اعداد xiها که x = (x ١, . . . , xk) به�صورت عناصر تمام مجموعه�ی از است عبارت Rk اقلیدسی k-بعدی فضای

است. زیر به�صورت توپولوژیکی و جبری ساختار دارای و هستند حقیقی

تعریف زیر به�صورت را αx و x+ y باشد، حقیقی عددی α و y = (y ١, . . . , yk) و x = (x ١, . . . , xk) اگر



٦ مقدمات .١ فصل

می�کنیم

x+ y = (x ١ + y ١, . . . , xk + yk), αx = (αx ١, . . . , αxk) (٢.١)

است. برداری فضای یک Rk مجموعه�ی اعمال این با که است واضح

شوارتز نامساوی به توجه با .x.y =
∑
xiyi و ||x|| = (x.x)

١
٢ کنید تعریف Rk برداری فضای روی .١.٢.١ لم

داریم Rk در x, y, z هر به�ازای

||x− y|| 6 ||x− z||+ ||z − y||

است. مثلثی نامساوی همان که

� کنید. مراجعه [٩] از (١٩.٢) به . برهان

می�شود. تبدیل متریک فضای یک به Rk فضای ،ρ(x, y) = ||x− y|| تعریف با قبل لم به توجه با

مجموعه�ی از است عبارت x بوسیله�ی E انتقال صورت این در x ∈ Rk و E ⊆ Rk اگر .٢.٢.١ تعریف

E + x = {y + x : y ∈ E}.

به�صورت هرمجموعه

W = {x = (x۱, . . . , xn) : ١ 6 i 6 k, αi 6 xi 6 βi} (٣.١)

به�صورت آن�را حجم و می�نامیم سلول -k یک را 6 با (٣.١) در < علائم تمام یا یک تعویض از حاصل مجموعه�ی هر یا

می�کنیم تعریف زیر

Vol(W) =
k∏
i= ١

(βi − αi).

اینجا در که می�نامند a گوشه�ی با -جعبه δ را Q(a, δ) = {x : ١ 6 i 6 k, αi 6 xi 6 βi + δ}مجموعه�ی

.a = (α ١, . . . , αk)

دارای و است شده Rkتعریف Mدر مانند جبر -σیک بر که دارد وجود λ مانند مثبت کامل اندازه�ی یک .٣.٢.١ قضیه

است زیر خواص

.λ(W) = Vol(W) داریم W مانند سلول -k هر به�ازای الف)

است. Rk در بورل مجموعه�های تمام شامل M ب)

،x ∈ Rk هر و E ∈ M هر به�ازای یعنی است، پایا انتقال- λ پ)

λ(E + x) = λ(E)



٧ مقدمات .١ فصل

µ(K) <∞،K فشرده�ی مجموعه�ی هر به�ازای به�طوری�که Rkباشد بر مثبت انتقال پایای بورل اندازه�ی یک µ اگر ت)

µ(E) = cλ(E) ، E ⊆ Rk بورل مجموعه�ی هر برای به�طوری�که هست c مانند ثابت یک آن�گاه

E ⊆ M هر بازای به�طوری�که است نظیر ∆(T ) مانند حقیقی عدد یک Rk به�توی Rk از T خطی تبدیل هر به ث)

.λ(T (E)) = ∆(T )λ(E) ،

می�نامند. Rk روی لبگ اندازه را λاندازه و Rk روی لبگ اندازه�پذیر مجموعه�های را M اعضای

� کنید. مراجعه [٩] از (٢٠.٢) قضیه�ی به . برهان

می�دهند. نشان L١(Rk) یا L١(λ) با را Rk روی لبگ انتگرال�پذیر توابع فضای

تنها و اگر است موجود f ریمان انتگرال آن�گاه باشد، [a, b] روی کراندار مقدار حقیقی- تابع یک f اگر .٤.٢.١ قضیه

هستند. یکی مقدار دو این صورت این در باشد. موجود [a, b] روی f لبگ انتگرال اگر

� کنید. مراجعه [٩] از (٧٠) صفحه�ی به . برهان



٢ فصل

هال قضیه

تراگرد اندیس و مقدماتی ساختارهای روش هال، پ. کلاسیک قضیه�ی ترکیبیاتی، مسائل برخی مطالعه�ی به فصل این در

می�پردازیم. رادو گزینش اصل از کاربردهایی به پایان در و پرداخته

تراگردها ١.٢

بتوانیم کنید فرض باشد. E مجموعه��ی زیرمجموعه�های از خانواده�ای A = (Ai : i ∈ I) کنید فرض .١.١.٢ تعریف

یک {xi : i ∈ I} ̸= مجموعه�ی صورت این در باشند. هم از مجزا xiها که کنیم انتخاب طوری را Ai هر از xi عنصر

می�شود. نامیده A از تراگرد

باشد زیر به��صورت خانواده�ای A = (A١, . . . , , A٤) کنید فرض مثال.

A١ = {٢, ٣}, A٢ = {١, ٣, ٤}, A٣ = {٣, ٤, ٥}, A٤ = {١, ٤}

از دیگری تراگرد نیز {٢, ٣, ٤, ٥} همچنین است. A خانواده�ی از تبدیل یک {١, ٣, ٤, ٥} مجموعه�ی صورت این در

است. خانواده این

کرد. بیان هم زیر صورت به می�توان را قبل تعریف

به یک تابع اگر است E زیرمجموعه�های از A = (Ai : i ∈ I) خانواده�ی از تراگرد یک E از T زیرمجموعه�ی

به�طوری�که باشد موجود ψ : T −→ I چون پوشایی و یک

x ∈ Aψ(x) (x ∈ T ).

٨



٩ هال قضیه .٢ فصل

دارای A کنید توجه همچنین است. آن اندیس مجموعه�ی اصلی عدد برابر خانواده یک تراگرد اصلی عدد بالا مفهوم بنابر

این در که باشد موجود θ(i) ∈ Ai ،i ∈ I هر برای و است یک به یک θ که θ : I −→ E تابع اگر است تراگرد یک

است. A از تراگردی θ(I) حالت

است A = (Ai : i ∈ I) خانواده�ی از جزئی تراگرد یک ،E مجموعه�ی از X زیرمجموعه�ی گوئیم .٢.١.٢ تعریف

باشد. A از زیرخانواده�ای از تراگرد یک X اگر

،x ∈ X هر برای به�طوری�که باشد موجود ψ : X −→ I چون یکی به یک تابع اینکه با است معادل تعریف این

A خانواده�ی از جزئی تراگرد یک ∅ مجموعه�ی قرارداد طبق است. جزیی تراگرد تراگرد، یک بوضوح .x ∈ Aψ(x)

است. جزئی تراگرد تراگرد، یک زیرمجموعه�ی بوضوح است.

X زیرمجموعه�ی گوئیم باشد. نامنفی صحیح عدد d و E زیرمجموعه�های از خانواده�ای A کنید فرض .٣.١.٢ تعریف

که باشد داشته وجود I۰ ⊆ I مجموعه�ی اگر است، A خانواده�ی از d نقص با جزیی تراگرد یک E مجموعه�ی ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� از

. باشد A از A(I۰) زیر�خانواده�ی از تراگرد یک X و |I \ I۰| = d

تراگرد هر کاستی باشد، متناهی بحث مورد خانواده�� اگر است. تراگرد یک صفر کاستی با جزئی تراگرد یک بوضوح

است. |I| − |X| بفرد منحصر Xعدد جزئی

مختصر (به�طور هال شرط در A گوئیم باشد متناهی خانواده�ی یک A = (A١, . . . , An)کنید فرض .٤.١.٢ تعریف

داشته (مجزا) عضو k حداقل Ai مجموعه�های از k-تا اجتماع ١ 6 k 6 n که k هر برای اگر می�کند صدق ( H شرط

باشد.

J = {i١, . . . , ik} ⊆ {١. . . . , n} هر به�ازای اگر فقط و اگر می�کند صدق هال شرط در A دیگر عبارت به

باشیم داشته

|Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | = | ∪i∈J Ai| > k.

اگر می�کند، صدق هال شرط در A می�بینیم این�رو از

|
∪
i∈J

Ai| > |J |, (J ⊆ {١, . . . , n}). (١.٢)

شود، بیان زیر به�صورت می�تواند هال شرط نمادگذاری این با .∪(Ai : i ∈ J) = A(J) می�نویسیم اختصار به

|A(J)| > |J | (J ⊆ {۱, . . . , n}).



١٠ هال قضیه .٢ فصل

دارد وجود {١, . . . , n} از نا�تهی زیرمجموعه�ی ٢n − ١ پس می�کند، صدق نیز J = ∅ برای قبل تعریف است واضح

شود. بررسی شرط ٢n − ١ باید (A١, . . . , An) خانواده�ی برای هال شرط برقراری برای بنابراین

نمی�شود. نتیجه دیگری از آن�ها از هیچ�یک دیگر به�عبارت هستند. هم از مستقل شرایط این دید می�توان به�راحتی

کنید. تعریف زیر برابری با را (A١, . . . , An) خانواده�ی و J۰ ⊆ {١, . . . , n} کنید فرض زیرا

Ai =

 {١, ٢, . . . , |J۰| − ١} (i ∈ J۰)

{١, ٢, . . . , n} (i /∈ J۰)

نیست. برقرار J = J۰ برای ولی است برقرار J ̸= J۰ برای هال شرط که

خانواده�ی گفت خواهیم و کرد خواهیم بیان دلخواه خانواده�ی یک برای را هال شرط بعدی بخش�های در

A = (Ai : i ∈ I)

باشد. برقرار J ⊂⊂ I متناهی زیرمجموعه هر برای هال شرط اگر می�کند صدق هال شرط در

متناهی خانواده�های برای بنیادین قضیه�های اثبات ٢.٢

بعدی قضایای و پیش�رو بخش�های در که تراگردها مورد در آن خاص نتایج و مهم و اساسی قضایای اثبات با را خود کار ما

می�کنیم. شروع هستند، محوری و اساسی

E مجموعه�ی زیرمجموعه�های از A = (Ai : ١ 6 i 6 n) متناهی خانواده�ی ( هال پ. قضیه�ی ) .١.٢.٢ قضیه

دیگر به�عبارت کند. صدق هال شرط در اگر تنها و اگر است تراگرد یک دارای

|A(I)| > |I| (I ⊆ {١, . . . , n}).

به�طوری�که موجودند x١, . . . , xn مجزای عناصر دیگر به�عبارت باشد تراگرد یک دارای A کنید فرض . برهان

آن�گاه ،١ 6 i١ < . . . < ik 6 n و ١ 6 k 6 n اگر .x١ ∈ A١, . . . , xn ∈ An

{xi١ , . . . , xik} ⊆ Ai١ ∪ . . . ∪ Aik

بنابراین

|Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | > k.



١١ هال قضیه .٢ فصل

می�کند. صدق هال شرط در A یعنی

هال (شرط است واضح نتیجه n = ١ برای است. استقرایی روش به اثبات می�کنیم. اثبات را قضیه عکس اکنون

برقرار مجموعه n− ١ حداکثر از خانواده هر برای قضیه و n > ١ کنید فرض لذا می�دهد). نتیجه را تراگرد یک وجود

به�عبارت کند، صدق هال شرط در که باشد مجموعه� n از خانواده یک A = (A١, . . . , An) کنید فرض حال است،

داریم ١ 6 k 6 n, ١ 6 i١ < . . . < ik 6 n برای دیگر

|Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | > k.

طبق لذا ۱ < i١ < . . . < ik 6 n و ١ 6 k < n که |Ai١ ∪ . . .∪Aik | > k+١ کنید فرض (١) حالت

Biکه = Ai \ {x١} بنویسید حال کرد. انتخاب را x١ ∈ A١ عنصر می�توان بنابراین |A١| > ١ داریم هال شرط

پس .٢ 6 i 6 n

|Bi١ ∪ . . . ∪Bik | = |(Ai١ ∪ . . . ∪ Aik) \ {x١}|

> |Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | − |{x١}|

= |Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | − ١ > k.

عناصر لذا است. تراگرد یک دارای استقرا فرض طبق پس می�کند صدق هال شرط در (B٢, . . . , Bn) خانواده�ی بنابراین

دارند. وجود هستند مجزا دو به دو xiها و x١ /∈ B٢, . . . , Bn و x٢ ∈ Bn, . . . , xn ∈ Bn که x٢, . . . , xn

پس

x١ ∈ A١, x٢ ∈ B٢ ⊆ A٢, . . . , xn ∈ Bn ⊆ An.

است. A از تبدیلی {x١, . . . , xn}̸= بنابراین

باشیم داشته ١ 6 i١ < . . . < ik 6 n و ١ 6 k < n که kیی برای کنید فرض (٢) حالت

|Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | = k

داریم ،١ 6 k < n که k بعضی برای بنابراین ،i١ = ١, . . . ik = k کنید فرض راحتی برای

|Ai١ ∪ . . . ∪ Aik | = k. (٢.٢)

تراگرد یک دارای (A١, . . . , Ak) استقرا، فرض بنابر پس می�کند، صدق هال شرط در (A١, . . . , An) چون

کنید تعریف حال هستند. مجزا ,x١ها . . . , xk که x١ ∈ A١, . . . , xk ∈ Ak که است

Bi = Ai \ {A١∪, . . . ∪ Ak}, (k + ١ 6 i 6 n).



١٢ هال قضیه .٢ فصل

و A۱ ∪ . . . ∪Ak آنجایی�که از و (٢.٢) بنابر ،k + ١ 6 i١ < . . . < ir 6 n که ١ 6 r 6 n− k کنید فرض

داریم هستند، مجزا مجموعه�های Bها

|Bi١ ∪ . . . ∪Bir | = |Bi١ ∪ . . . ∪Bir |+ |A۱ ∪ . . . ∪ Ak| − k

= |Bi١ ∪ . . . ∪Bir ∪ A۱ ∪ . . . ∪ Ak| − k

= |Ai١ ∪ . . . ∪ Air ∪ A۱ ∪ . . . ∪ Ak| − k.

داریم هال شرط بنابر هستند مجزا i ١, . . . , ir, ١, . . . , k آنجایی�که از

|Bi١ ∪ . . . ∪Bir | > (r + k)− k = r.

مانند تراگردی دارای استقرا فرض بر بنا و می�کند صدق هال شرط در (Bk+١, . . . , Bn) خانواده�ی پس

xk+١ ∈ Bk+١ ⊆ Ak+١, . . . , xn ∈ Bn ⊆ An

نیستند. x١. . . . , xk عناصر شامل ازBiها هیچ�یک به�علاوه هستند. متمایز xk+١, . . . , xn که است،

� است. تراگرد یک {x١, . . . , xn} ̸= و متمایزند x١, . . . , xk, xk+١, . . . , xn پس

می�دهیم. ارائه عکس) (طرف هال قضیه�ی برای دیگری اثبات آن�ها کمک به و می�کنیم ثابت را زیر لم دو اکنون

تک�اندیسی خانواده�ی B (مجموعه�ی کند صدق هال شرط در (Ai : i ∈ I) + B خانواده�ی کنید فرض .٢.٢.٢ لم

شرط در (Ai : i ∈ I) + (B \ {x}) به�طوری�که دارد وجود x ∈ B عنصر این�صورت در ،|B| > ٢ اگر است).

می�کند. صدق هال

آن�ها از هیچ�کدام و x١ ̸= x٢ کنید فرض حال دارد. وجود x١, x٢ ∈ B عنصر دو پس |B| > ٢ چون . برهان

به�طوری�که I١, I٢ ⊆ I دارد وجود صورت این در نکنند. صدق مطلوب شرط در

|A(I١) ∪ (B \ {x١})| 6 |I١|, |A(I٢) ∪ (B \ {x٢})| 6 |I٢|

داریم لذا S٢ = A(I٢) ∪ (B \ {(x٢}) و S١ = A(I١) ∪ (B \ {x١}) کنید تعریف اکنون

|I١|+ |I٢| > |S١|+ |S٢| = |S١ ∪ S٢|+ |S١ ∩ S٢|

> |A(I١) ∪ A(I٢) ∪B|+ |A(I١) ∩ A(I٢)|

> |A(I١ ∪ A٢) ∪B|+ |A(I١ ∩ I٢)|

> |I١|+ |I٢|+ ١.



١٣ هال قضیه .٢ فصل

� دارد. را نظر مورد شرط x٢ یا x١ عنصر دو از یکی حداقل بنابراین است تناقض که

این در کند، صدق هال شرط در (Ai : i ∈ I) + (B) خانواده�ی و باشد متناهی مجموعه�ی یک B اگر .٣.٢.٢ لم

می�کند. صدق هال شرط در x ∈ B چون عضوی برای نیز (Ai : i ∈ I) + ({x}) خانواده�ی صورت

� کنیم. تکرار بار |B| − ١ را قبل لم است کافی اثبات برای . برهان

A = (A١, . . . , An) خانواده فرضکنید دهیم. ارائه هال قضیه�ی برای دیگری اثبات قبل لم کمکدو به می�توانیم اکنون

کنید تعریف کند، صدق هال شرط در

A
′

i :=

 Ai متناهی Ai

nعضوی زیرمجموعه�ی یک نامتناهی Ai

به�کار است A′
i از یکی B که B برای مکرراً را قبل لم لذا می�کند صدق هال شرط در (A′

۱, . . . , A
′
n) این�صورت در

می�کند صدق هال شرط در ({x۱}, . . . , {xn}) تک�عضوی�های خانواده�ی که می�کنیم مشاهده پایان در که می�بریم

به�طوری�که

xi ∈ A′
i (١ 6 i 6 n).

است. A برای تراگرد یک {x۱, . . . , xn} ̸= نتیجه در

E مجموعه�ی این�صورت در باشد، E زیرمجموعه�های از خانواده یک A = (A١, . . . , An) کنید فرض .٤.٢.٢ قضیه

دیگر به�عبارت کند. قطع را Aiها از F|تا | حداقل F ⊆ E زیرمجموعه�ی هر اگر تنها و اگر است A از جزئی تراگرد یک

|{i : ١ 6 i 6 n,Ai ∩ F ̸= ∅}| > |F | (F ⊆ E). (٣.٢)

می�توانیم و |E| 6 n یعنی است متناهی E آن�گاه ،(E = F ⊆ E (چون باشد برقرار (٣.٢) اگر . برهان

کنید تعریف حال .m 6 n که E = {x١, . . . , xm}̸= بنویسیم

Bj = {i : ١ 6 i 6 n, xj ∈ Ai} (١ 6 j 6 m)

و ١ 6 k 6 m کنید فرض است. {١, . . . , n} زیرمجموعه�های از خانواده یک B = (B١, . . . , Bm) بنابراین

این�صورت در ،١ 6 j١ < . . . < jk 6 m

Bj١ ∪ . . . ∪Bjk = {i : ١ 6 i 6 n, {xj١ , . . . , xjk} ∩ Ai ̸= ∅}

دارای هال قضیه�ی بنابر این�رو از می�کند صدق هال شرط در B خانواده�ی .|Bj١ ∪ . . . ∪ Bjk | > k ،(٣.٢) بنابر و

لذا ،{i١, . . . , im} ̸= ⊆ {١, . . . , n} که i١ ∈ B١, . . . , im ∈ Bm واقع در است. تراگرد

x١ ∈ Ai١ , . . . , xm ∈ Aim


