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  ***تعهد نامه***

  
  

دانشگاه کردستان، جبرگرایش  ه ریاضی محضرشت د انشجوي کارشناسی ارشد پاکزاد ب الهاماینجان
م که محتواي این پایان نامه نتیجه تلاش و تحقیقات خود بوده و ه ریاضی تعهد می نمایروه علوم پایه گدانشکد

از جایی کپی برداري نشده و به پایان رسانیدن آن نتیجه تلاش و مطالعات مستمر اینجانب و راهنمایی و مشاوره 
  .  اساتید بوده است

  

  با تقدیم احترام

  الهام پاکزاد   

26/7/1391  

 
  

 



     
  کردستان  دانشگاه

  علوم پایهدانشکده 
  ریاضیگروه 
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  الهام پاکزاد

 
  

و .... ....قرار گرفت و با نمره   زیر مورد بررسی  تخصصی وهیات داوران   توسط کمیته 26/7/1391 در تاریخ
  .به تصویب رسید. .............. درجه

  امضاء                                    مرتبه علمی                                            نام و نام خانوادگی                       هیات داوران 

  استادیار                                                   محمد  زرین دکتر                 ـ استاد راهنما        1

  دانشیار                                    محمد نادر قصیري دکتر                   ـ استاد مشاور     2

  یاردکتر اشرف دانشخواه                                        دانش            ـ استاد داور خارجی 3

 استادیار                                                    منصور دانا دکتر              ـ استاد داور داخلی 4

  

   و تحصیلات تکمیلی دانشکده آموزشیمعاون مهر و امضاء                             مهر و امضاء گروه                                            
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چͺیده

مͬ�دهیم. نشان δ(H) با را H گروه برای غیردوری زیرگروه�های از مزدوجͬ کلاسهای تعداد �نامه، پایان این در

دسته�بندی مͬ�کنند، صدق δ(H) 6 ۲ شرط در ،H مانند آن حل�پذیر زیرگروه�های همه�ی که گروه�هایی

از توابعͬ بوسیله ،H حل�پذیر گروه فیتینگ طول و حل�پذیری طول که مͬ�شود داده نشان همچنین مͬ�شوند.

مͬ�باشند. دار کران δ(G)

غیردوری. حل�پذیر،گروه گروه مزدوجͬ، کلاس فیتینگ، طول حل�پذیری، طول کلیدی: واژگان

۴



مطالب فهرست

١ پیشͽفتار

٣ او̰لیه وقضایای تعاریف قراردادها، ١

٢١ δ-گروه�ها ویژگیهای برخͬ ٢

٣٢ δ-گروه�ها بندی دسته ٣

۴۶ حل�پذیر گروه ͷی فیتینگ طول و حل�پذیری طول برای کران�هایی ۴

۵٨ گیری نتیجه ۵

۶٢ نمادها فهرست

۶۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧۴ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

الف�



پیشͽفتار

زیرگروهͬ-بسته� کلاس F و گروه ͷی G کنید فرض هستند. متناهͬ گروه�ها همه�ی �نامه پایان این در

مͬ�دهیم. نشان δF (G) با را G F−زیرگروه�های غیر از مزدوجͬ کلاسهای تعداد باشد. گروه�ها از تهͬ غیر

هستند، F−گروه آن محض زیرگروه�های همه�ی که F−گروهͬ غیر یعنͬ، δF (G) = ۱ بطوریͺه G گروه

غیر گروه�های ، مینیمال آبلͬ غیر گروه�های مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد F گوناگون کلاسهای برای وسیع بطور

این در مثال�هایی مینیمال p−پوچتوان غیر گروه�های و مینیمال ابرحل�پذیر غیر گروه�های ، مینیمال پوچتوان

هستند. زمینه

مورد این در و مͬ�کنیم، رسیدگͬ باشد دوری گروه�هایی از کلاسͬ F که مورد این به �نامه پایان این در

سه مͬ�کنند صدق δ(H) = ۱ شرط در که H مانند گروه�هایی میبریم. کار به δF (G) جای به را δ(G) خاص

(لم هستند پذیر حل ،δ(H) 6 ۴ بطوریͺه H مانند گروه�هایی .(١.٢ (لم دارند ساده�ای ساختار و هستند نوع

گروه آنگاه ،δ(H) 6 ۲ باشیم داشته G گروه از H مانند دلخواه حل�پذیر زیرگروه هر برای اگر ببینید). را ٣.٢

مͬ�پردازیم. δ−گروه�ها بندی دسته به نامه پایان این سه فصل در گوییم. δ−گروه را G

است، آبلͬ گروه�های حاوی حل�پذیر گروه�های از زیر�گروهͬ-بسته� تشͺل ͷی F که مورد این گرفتن درنظر با

١



نرمال زیر�گروه�های همه اشتراک یعنͬ، ، G از F−باقͬ�مانده را GF و باشد حل�پذیر گروه ͷی G کنید فرض

برای بنابراین .GF i
= (GF (i−۱)

)F مͬ�کنیم تعریف i > ۱ برای بͽیرید. نظر در ،G
N

∈ F بطوریͺه G از N

نرمال زیرگروه�های از زنجیری دارای G پس .GF i E GF i−۱ داریم i هر

G = GF ۰ > GF ۱ > ... > GF (r−۱) > GF r
= ۱

همان G از F−طول است، آبلͬ گروه�های از کلاسͬ F که هنگامͬ مͬ�نامیم. G از F−طول را r ما است.

است. d(G) حل�پذیری طول

d(G)برای آمده بدست کران دو دارد. Gوجود حل�پذیر گروه برای h(G) و d(G) با δ(G) بین کلͬ رابطه

است. شده بررسͬ نامه پایان این چهار فصل در δ(G) اساس بر h(G) و

Z۲
p = Zp × Zp ،p مرتبه�ی از دوری گروه Zp ،|G| او̰ل علیه�های مقسوم همه�ی از مجموعه�ای π(G)

و A اگر یعنͬ، است. B زیرگروه بوسیله�ی A نرمال زیرگروه از ١ شͺافنده توسیع دهنده�ی نشان A ⋊ B و

مͬ�گوییم آنگاه باشد، نرمال G در A و A ∩ B = {۱} ،G = AB بطوریͺه باشند G از زیرگروه�هایی B

.G = A ⋊ B

١split extension

٢



١ فصل

او̰لیه وقضایای تعاریف قراردادها،

مͬ�کنیم. بیان مͬ�باشد استفاده مورد بعدی فصل�های در که را قضایایی و مفاهیم و تعاریف فصل این در

شامل G آنگاه p | n بطوریͺه او̰ل عددی p و باشد n مرتبه از گروهͬ G اگر کشͬ) (قضیه .١.١ قضیه

است. p مرتبه از عضوی

.|H| | |G| آنگاه باشد، متناهͬ G اگر .H 6 G و گروه ͷی G کنید فرض لاگرانژ) (قضیه .٢.١ قضیه

عضو یعنͬ شود تولید خود اعضای از ͬͺی توسط G هرگاه مͬ�نامیم دوری یͷگروه را G گروه .٣.١ تعریف

. G=<x> بطوری�که باشد داشته وجود x ∈ G

با باشد دوری غیر اگر و است یͺریخت Zp۲ با باشد دوری اگر ،p۲ مرتبه از گروه ͷی .۴.١ نکته

است. یͺریخت Zp × Zp = (Zp)۲

بطوریͺه باشند، G زیرگروه�های از خانواده�ای {Gi}∞۱ اگر باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۵.١ تعریف

G۱ 6 G۲ 6 G۳ 6 ...

٣



از افزایشͬ دنباله�ی ͷی اینکه یا مͬ�نامیم G زیرگروه�های از صعودی زنجیر ͷی را خانواده این وقت آن

G زیرگروه�های

که حالتͬ در بود. خواهد

G۱ > G۲ > G۳ > ...

یا باشد نرمال Gi در Gi−۱ نیست لازم که کنید توجه مͬ�نامیم. G زیرگروه�های از کاهشͬ یͷدنباله�ی را آن

برعکس.

از افزایشͬ دنباله هر هر�گاه مͬ�کند صدق زیر�گروه�ها بر ماکسیمال شرط در G مͬ�گوییم الف) .۶.١ تعریف

باشیم داشته ،k > n هر برای بطوریͺه n ∈ N باشد داشته وجود یعنͬ باشد، ایستا G زیر�گروه�های

.Gk = Gn

G زیرگروه�های از کاهشͬ دنباله هر هر�گاه مͬ�کند، صدق زیرگروه��ها بر مینیمال شرط در G مͬ�گوییم ب)

باشد. ایستا

دنباله�ی هر حتما است، متناهͬ عددی G تعدادزیرگروه�های که آنجا از آنگاه باشد، متناهͬ گروهͬ G اگر

صدق مینیمال و ماکسیمال شرط در متناهͬ گروه هر یعنͬ بود. خواهد ایستا زیرگروه�ها از کاهشͬ یا افزایشͬ

کند. مͬ�

گروه تشͺیل توابع ترکیب قانون با که Ω تهͬ غیر مجموعه�ی جایͽشت�های تمام مجموعه .٧.١ تعریف

Ω = {x۱, ...xn} که حالتͬ در مͬ�دهیم. نمایش SΩ با را آن و نامیده Ω مجموعه متقارن گروه مͬ�دهد،

۴



از متقارن گروه را آن و داده نمایش Sn با را Ω متقارن گروه آنگاه باشد، عضو n دارای و متناهͬ مجموعه�ای

مͬ�خوانیم. n درجه

متناوب گروه را آن ما که مͬ�دهد، گروه ͷی تشͺیل Sn در زوج جایͽشت�های تمام مجموعه�ی .٨.١ تعریف

و An E Sn درنتیجه و |Sn : An| = ۲ داریم: مͬ�دهیم. نمایش An با و مͬ�نامیم n درجه از

.(n > ۲)|An| =
n!
۲

گوییم. مینیمال آبلͬ غیر گروه را باشند آبلͬ آن محض زیرگروه�های همه که آبلͬ غیر گروه .٩.١ تعریف

گوییم، G ماکسیمال یͷزیرگروه را G از M حقیقͬ زیرگروه مͬ�گیریم. نظر در را G گروه .١٠.١ تعریف

.M < L < G بطوریͺه باشد نداشته وجود L مانند زیرگروهͬ اگر

ماکسیمال زیرگروه ͷی حداقل شامل G مسلماً است) متناهͬ G (چون آنگاه G ̸= ۱ اگر .١١.١ تعریف

زیرگروه�های تمام اشتراک دارد.) قرار G ماکسیمال زیرگروه ͷی در G حقیقͬ زیرگروه هر (درواقع است

مͬ�دهند. نشان Φ(G) نماد با را آنرا و گویند G فراتینͬ زیرگروه را G ماکسیمال

است. پوچتوان گروه، ͷی از فراتینͬ زیرگروه .١٢.١ قضیه

.[١٠] از ۵.١١ قضیه به شود رجوع برهان.

فرم به G زیرگروه�های از (Hi)۰6i6n متناهͬ دنباله ، H 6 G کنید فرض .١٣.١ تعریف

H = H۰ E H۱ E H۲ E ... E Hn = G

که Hi

Hi−۱
قسمتͬ خارج گروه مͬ�نامیم. G به H از n طول به یͷسری وجود، صورت در را

۵



مͬ�گوییم. سری از یͷفاکتور را ،i = ۱,۲, ..., n

باشد. نرمال G در آن جمله هر هرگاه گویند، نرمال سری G در را سری ͷی .١۴.١ تعریف

.H
K

6 Z(
G

K
) و K E G اگر مͬ�شود نامیده مرکزی فاکتور سری ͷی از H

K
فاکتور .١۵.١ تعریف

گوییم. مرکزی سری باشد مرکزی آن فاکتور هر که را سری .١۶.١ تعریف

عضو از است عبارت ،G اعضای از g۲ و g۱ زوج جابه�جاگر .١٧.١ تعریف

[g۱, g۲] = g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ ∈ G

داشت: خواهیم را زیر لم بلافاصله تعریف این به�موجب

داریم: صورت این در ،g۱, g۲ ∈ G که مͬ�کنیم فرض .١٨.١ لم

.[g۲, g۱] = [g۱, g۲]−۱ الف)

باشند. پذیر جابه�جایی g۲ و g۱ اگر تنها و اگر [g۱, g۲] = ۱ ب)

داریم مͬ�گیریم. نظر در را g۱, g۲ ∈ G الف) اثبات.

[g۱, g۲]−۱ = (g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲)−۱ = g−۱
۲ g−۱

۱ g۲g۱ = [g۲, g۱]

g۲ و g۱ یعنͬ .g۱g۲ = g۲g۱ لذا g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ = ۱ درنتیجه ،[g۱, g۲] = ۱ مͬ�کنیم فرض ابتدا ب)

هستند. پذیر جابه�جایی

[g۱, g۲] = g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ = g−۱
۱ g−۱

۲ g۲g۱ = ۱ آنگاه باشند، پذیر جابه�جایی g۲ و g۱ اگر اکنون

۶



است عبارت H,K با متناظر جابه�جاگر صورتزیرگروه این در ،H, K 6 G مͬ�کنیم فرض .١٩.١ تعریف

.[H, K] =< [h, k];h ∈ H, k ∈ K > از

بطوریͺه است شده تولید [h, k] جابه�جاگرهای تمام بوسیله که است، زیرگروهͬ [H,K] که مͬ�کنیم تأکید

نشان جابه�جاگر ͷی صورت به نتوان را جابه�جاگر دو ضرب حاصل که است ممͺن اتفاقاً .h ∈ H, k ∈ K

مͬ�دهند، نمایش G′ با معمولا مͬ�شود تولید G جابه�جاگرهای تمام بوسیله که را [G,G] خاص زیرگروه داد.

. مͬ�نامند G مشتق گروه و

گاه هر است، r طول به پایینͬ مرکزی یͷسری دارای G گروه گوییم .٢٠.١ تعریف

G = Γ۱(G) > Γ۲(G) > Γ۳(G) > ... > Γr(G) > Γr+۱(G) = {۱}

.Γk+۱(G) = [Γk(G), G](k = ۱,۲, ..., r) که

گاه: هر است، s طول به بالایی مرکزی یͷسری دارای G گروه گوییم ب)

۱ = Z۰(G) 6 Z۱(G) 6 Z۲(G) 6 ... 6 Zs(G) = G

.(j = ۱,۲, ..., s)Z(
G

Zj−۱(G)
) =

Zj(G)
Zj−۱(G)

آن در که

و G = G(۱)(= Γ۲) تساوی اگر ولͬ دارند، وجود G گروه هر برای فوق سری دو که کرد توجه باید

بیشتر ما شوند. ͷمستهل او̰ل جمله در سری�ها این است ممͺن آنگاه، باشند برقرار ترتیب به Z۱(G) = {۱}

گروه خود از و مͬ�کنند پیدا را خود طول مقدار بیشترین سری�ها این آن در که علاقه�مندیم آن عکس حالت به

مͬ�شوند. کشیده {۱} واحد گروه تا و شروع G

٧



فاکتور هر اگر گوییم دوری نرمال سری را ،۱ = G۰ E G۱ E . . . E Gn = G نرمال سری .٢١.١ تعریف

باشد. دوری ۱ 6 i 6 n برای Gi

Gi−۱

باشند. مرکزی فاکتور�هایش همه که باشد داشته سری اگر است، پوچتوان G گروه الف) .٢٢.١ تعریف

باشند. آبلͬ فاکتورها�یش همه که باشد داشته سری اگر است، حل�پذیر G گروه ب)

ولͬ است�. حل�پذیر پوچتوان، گروه هر پس است آبلͬ فاکتور ͷی مرکزی فاکتور هر چون تعریف به توجه با

نیست. پوچتوان اما است حل�پذیر S۳ گروه مثلا́ نباشد. پوچتوان اما باشد حل�پذیر گروهͬ است ممͺن

سری ͷی دارای G یعنͬ باشد، دوری نرمال سری دارای اگر گوییم ابرحل�پذیر را G گروه .٢٣.١ تعریف

هستند. حل�پذیر البته گروه�ها این هستند. دوری آن فاکتورهای که باشد نرمال

زیرگروهͬ N = {۱, (۱,۲)(۳,۴), (۱,۳)(۲,۴), (۱,۴)(۲,۳)} چون است. حل�پذیر A۴ .٢۴.١ مثال

از که A′′
۴ 6 N ′ = پس{۱} است آبلͬ N چون و A′

۴ 6 N درنتیجه و است آبلͬ A۴

N
و بوده A۴ از نرمال

.A′′
۴ = {۱} مͬ�شود حاصل آن

ولͬ است حل�پذیر A۴ مثلا́ نیست درست آن عکس ولͬ است حل�پذیر ابرحل�پذیر گروه هر .٢۵.١ مثال

ندارد. بدیهͬ زیرگروه جز به دوری، نرمال زیرگروه زیرا نیست ابرحل�پذیر

است. حل�پذیر G گاه آن باشد، حل�پذیر ابر G متناهͬ گروه از ماکسیمال زیر�گروه هر اگر .٢۶.١ قضیه

. [٩] در ١٠.٣.۴ قضیه به شود رجوع اثبات.

آن در که مͬ�نامیم، G از مشتق یͷسری را G = G(۰) > G(۱) > G(۲) > ... سری .٢٧.١ تعریف

٨



و G(۱) = [G,G] = G′ مثلا́ .n > ۰ هر برای G(n) = [G(n−۱), G(n−۱)] = (G(n−۱))′

.G(۲) = [G′, G′] = G′′

که: داد نشان مͬ�توان تعریف، این به توجه با

.G(n) = ۱ بطوریͺه باشد، داشته وجود n ∈ N اگر تنها و اگر است حل�پذیر G گروه .٢٨.١ لم

.[١١] در ١١.١.١١ به شود رجوع برهان

که n نامنفͬ و صحیح عدد کوچͺترین صورت این در است. حل�پذیر گروهͬ G کنید فرض .٢٩.١ تعریف

رده�ی از حل�پذیر گروهͬ را G حالت این در گوییم. G حل�پذیری رده�ی را ،G(n) = ۱ باشیم داشته آن برای

متا را دو رده�ی از گروه هر است. ͷی رده از آبلͬ گروه هر و صفر رده�ی �از {۱} بدیهͬ گروه مͬ�نامیم. n

گوییم. آبلͬ

مͬ�گوییم. G پوچتوانͬ رده�ی را G پوچتوان گروه مرکزی سری کوتاهترین طول .٣٠.١ تعریف

معادلند: زیر عبارات الف) .٣١.١ قضیه

است. پوچتوان G (١)

.Z در n ͷی برای Γn(G) = ۱ (٢)

.Z در n ͷی برای Zn(G) = G (٣)

مانند G از مرکزی سری هر برای صورت این در باشد. پوچ�توان G که مͬ�کنیم فرض ب)

.Γr−i+۱(G) 6 Gi 6 Zi(G) داریم: i = ۰,۱, . . . , r که ۱ = G۰ E G۱ E . . . E Gr = G

٩



.[١٠] از ٧.۵۴ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

c صحیح عدد کوچͺترین با است برابر ،Γc+۱(G) = ۱ بطوریͺه c صحیح عدد کوچͺترین .٣٢.١ تبصره

است. G گروه پوچتوانͬ رده�ی همان c صحیح عدد حقیقت در :Zc(G) = G بطوریͺه

پوچتوان�اند. نیز G خارج�قسمتͬ گروه�های همه و زیرگروه�ها همه� باشد، پوچتوان G اگر الف) .٣٣.١ قضیه

حل�پذیرند. نیز G قسمتͬ خارج گروه�های همه و زیرگروه�ها همه باشد، حل�پذیر G اگر ب)

.[١٠] از ٧.۴۶ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

است. حل�پذیر حل�پذیر، گروه دو حاصل�ضرب .٣۴.١ قضیه

.[١٠] از ٧.۴٨ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

است. غیربدیهͬ G مرکز آنگاه ،G ̸= {۱} بطوریͺه باشد پوچتوان گروه ͷی G اگر .٣۵.١ قضیه

مͬ�کنیم ثابت ،Γc(G) ̸= {۱} و Γc+۱(G) = پس{۱} باشد. c رده�ی از پوچتوان G کنید فرض اثبات.

داریم: g ∈ G هر برای آنگاه u ∈ Γc(G) اگر .Γc(G) 6 Z(G)

[u, g] ∈ [Γc(G), G] = Γc+۱(G) = {۱}

بود، دلخواه u ∈ Γc(G) چون .u ∈ Z(G) پس .ug = gu و [u, g] = ۱ بنابراین

.Z(G) ̸= {۱} لذا {۱} ̸= Γc(G) 6 Z(G)

است. حل�پذیر G آنگاه باشند، حل�پذیر G

K
و K اگر . K E G و باشد گروه ͷی G فرضکنید .٣۶.١ قضیه

.[١٠] از ٧.۴٧ قضیه به شود رجوع برهان.
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مͬ�کند: صدق زیر روابط در فقط که b و a عناصر توسط شده تولید گروه کواترنیون: گروه .٣٧.١ تعریف

a۴ = ۱, a۲ = b۲, b−۱ab = a−۱

واقع: در مͬ�شود. داده نمایش Q۸ با و نامیده ٨ مرتبه کواترنیون گروه

Q۸ =< a, b|a۴ = ۱, b۲ = a۲, b−۱ab = a−۱ >= {۱, a, a۲, a۳, b, ab, a۲b, a۳b}.

مͬ�نامند. کواترنیونͬ یͺه�های گروه را آن که Q۸ = {±۱,±i,±j,±k} نیز و

و an = b۲ = ۱ روابط با a, b مولد�های با G گروه وجهͬ: دو یا متقارن گروه .٣٨.١ تعریف

شود. مͬ� داده نمایش D۲n با و نامیده ۲n مرتبه از دوجهͬ گروه ab = b−۱ab = a−۱

زوج n اگر مͬ�گیریم. درنظر را D۲n =< a, b : an = b۲ = ۱, ab = a−۱ > وجهͬ دو گروه .٣٩.١ لم

.Z(D۲n) = {۱} باشد، فرد n اگر و Z(D۲n) = {۱, a

n

۲ } باشد،

داریم .aib = ba−i داریم i 6 n برای مͬ�دهیم نشان ابتدا اثبات.

ab = a−۱ ⇒ b−۱ab = a−۱ ⇒ ab = ba−۱,

همچنین، و

(ab)i = (a−۱)i ⇒ (b−۱ab)i = a−i ⇒ b−۱aib = a−i ⇒ aib = ba−i.

باید پس a۲i = ۱ درنتیجه .ba−i = bai داریم قبل رابطه�ی به توجˁه با آنگاه aib = bai کنیم فرض اگر حال

اگر .q = ۲ یا q = ۱ بنابراین ،i 6 n و i = n q
۲ چون حال .۲i = nq داریم q ∈ Z برای یعنͬ n | ۲i
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