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چͺیده

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را G غیرآبلͬ گروه از ΓG جابه�جایͬ گراف

هرگاه مجاورند x, y راس دو و است G مرکز Z(G) جائیͺه است Γ(G) رئوس مجموعه G \ Z(G)

و است G \ Z(G) آن رئوس مͬ�کنیم. تعریف زیر شͺل به را G (G)▽از ناجابه�جایͬ گراف و xy = yx

.xy ̸= yx هرگاه مͬ�شوند وصل هم به یالͬ با x, y راس دو

کرد. خواهیم بررسͬ را گروه�ها بعضͬ حاصل�ضرب جابه�جایͬ گراف قطر نیز پایان در

محیط. پوششͬ، اندازه استقلال، عدد خوشه، عدد جابجایͬ، گراف کلیدی: کلمات
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جدول�ها �فهرست

دو



پیشͽفتار

که است بوده اخیر سال ٢٠ در پرطرفدار موضوع ͷی گراف خواص از استفاده با جبری ساختارهای مطالعه

و حل و گروه به گراف ͷی تخصیص مورد در زیادی مقاله�های است. شده بسیاری نتایج و سوالات موجب

است. شده نوشته شده داده نسبت گراف از استفاده با گروه یا حلقه خواصجبری بررسͬ

روش به (G)▽را ناجابه�جایͬ گراف و Γ(G) جابه�جایͬ Gگراف غیرآبلͬ گروه هر به حاضر نامه پایان در

بعضͬ حاصلضربجابجایͬ قطر و مͬ�دهیم؛ قرار مطالعه مورد را گروه آن خواصمسیری و نسبتمͬ�دهیم ذیل

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را گروه�ها

x, y متمایز راس دو و Gاست گروه مرکز Z(G) که جائͬ مͬ�گیریم نظر در Γ(G)رئوس Gرا \Z(G)

مͬ�کنیم. وصل هم به باشد xy = yx هرگاه را

متمایز راس دو و است G گروه مرکز Z(G) که جائͬ مͬ�گیریم نظر در ▽(G) رئوس را G \ Z(G)

مͬ�کنیم. وصل هم به باشد xy ̸= yx هرگاه را x, y

که باشد Gگروهͬ اگر ” شد. مطرح زیر سوال به��صورت ١ اردوش توسط بار اولین ΓG جابه�جایͬ گراف

القای زیرگراف�های اندازه روی متناهͬ کران آیا باشد نداشته نامتناهͬ کامل زیرگراف هیچ آن جابه�جایͬ گراف

دارد؟“ وجود ΓG از کامل

نیومن جواب و اردوش سوال ترتیب بدین و داد مثبت پاسخ سوال این به ١٩٧٢ سال در ٢ بͬ.اچ.نیومن

دادند. ارائه را بودند آن به مشابه که متنوعͬ سوالهای زیادی افراد و بود بسیاری مشابه سوالات سرآغاز

١Paul Erdös
٢B.H.Neu-mann



١ فصل

جابه�جایͬ گراف�های

تعاریف ١.١

گروه

در باشد، عضو متناهͬ تعدادی دارای اگر مͬ�شود نامیده متناهͬ) مرتبه از (یا Gمتناهͬ گروه .١.١.١ تعریف

را عضو نامتناهͬ تعداد با گروه ͷی مͬ�دهیم. نمایش |G| با و نامیده G مرتبه را G عناصر تعداد حالت، این

مͬ�نامیم. نامتناهͬ مرتبه از

مͬ�نامیم. ۲n مرتبه از دووجهͬ گروه D۲nرا =< a, b|b۲ = an = ۱, b−۱ab = a−۱ > .٢.١.١ تعریف

همه مجموعه نامیم. مͬ A روی جایͽشت ͷی را A مجموعه روی دوسویͬ تابع هر .٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان SA با را A روی جایͽشت�های

تشͺیل گروه ͷی جایͽشت�ها ترکیب عمل با SA آنͽاه باشد، غیرتهͬ مجموعه ͷی A اگر .۴.١.١ قضیه

مͬ�دهد.

شود. مراجعه [٢١] مرجع به اثبات.

گروه را SA این�صورت در باشد، A = {۱,۲, ..., n} یعنͬ عنصر n دارای و متناهͬ A اگر .۵.١.١ تعریف

مͬ�نویسیم. Sn به�صورت و نامیده n درجه از متقارن

١



٢ جابه�جایͬ گراف�های .١ فصل

از متناوب گروه را مͬ�دهیم نشان An نماد با که را Sn در زوج جایͽشت�های تمام مجموعه .۶.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. n درجه

است. n!۲ برابر An گروه مرتبه و n! با برابر Sn گروه مرتبه .٧.١.١ قضیه

شود. مراجعه [٢١] مرجع به اثبات.

مͬ�دهیم. نشان Tn با را Sn در ترانهش�ها تمام مجموعه .٨.١.١ تذکر

داریم: S۴ گروه برای .٩.١.١ مثال

S۴ = {(۱۲), (۱۳), (۱۴), (۲۳), (۲۴), (۳۴), (۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴), (۱۴)(۲۳)}.

مͬ�دهیم: نشان زیر صورت به σ, µ, حروف... با معمولا˟ و نامیده جایͽشت ͷی را Sn عنصر هر توجه:

σ =

 ۱ ۲ ۳ . . . n

σ(۱) σ(۲) σ(۳) . . . σ(n)

 .

: Sn در عناصر وارون

و σ−۱ ∈ Sn پس است گروه Sn چون .σ ∈ Sn کنید فرض

σ−۱ =

 σ(۱) σ(۲) σ(۳) . . . σ(n)

۱ ۲ ۳ . . . n

 .

k ∈ {۱,۲, ..., n} حروف تمام مجموعه از است عبارت supp(σ) ،σ ∈ Sn هر برای .١٠.١.١ تعریف

با است برابر که مͬ�دهیم نشان l(σ) با را σ طول صورت این در باشد دوری Sn در σ اگر .σ(k) ̸= k که

.|suppσ|

معمول به�طور Gباشد ناتهͬ و غیرآبلͬ زیرمجموعه S ⊆ G و متناهͬ Gگروهͬ فرضکنید تعریف١١.١.١.

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به S مرکز همان را Z(S)

Z(S) = {x ∈ S : xa = ax, ∀x ∈ S}.

صورت به و مͬ�دهیم نشان CS(x) نماد با را S در x مرکزساز ،x ∈ S هر برای

CS(x) = {y ∈ S : xy = yx}

مͬ�کنیم. تعریف



٣ جابه�جایͬ گراف�های .١ فصل

باشد، G۲ گروه به G۱ گروه از همریختͬ ͷی f : G۱ → G۲ اگر یͺریختͬ) اول (قضیه .١٢.١.١ قضیه

آنͽاه

kerf = {g۱ ∈ G۱|f(g۱) = e}

داریم همچنین مͬ�باشد، G نرمال زیرگروه
G۱

kerf
∼= Im(f)

.

شود. مراجعه [٢٠] مرجع به اثبات.

نامند. -گروه pͷی باشد p اول عدد از توانͬ آن عضو هر مرتبه که را G گروه .١٣.١.١ تعریف

این در (m, p) = ۱ و اول عددی p ، |G| = pnm و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده G p-زیرگروه سیلو ͷی G از pn مرتبه زیرگروه هر صورت

و بوده اول p آن در که باشد pn.m مرتبه از متناهͬ گروهͬ G کنید فرض سیلو) اول (قضیه .١۵.١.١ قضیه

دارای حداقل G گروه i = ۱,۲, ..., n هر برای نیز و دارد pn مرتبه از زیرگروهͬ Gصورت این در . p - m

بود. خواهد pi مرتبه از زیرگروه ͷی

شود. مراجعه [٢٢] مرجع به اثبات.

همه آنͽاه کند. عاد Gرا مرتبه p اول عدد و متناهͬ Gگروهͬ فرضکنید سیلو) دوم (قضیه .١۶.١.١ قضیه

یͺدیͽرند. مزدوج G سیلو�های p-زیرگروه

شود. مراجعه [٢٢] مرجع به اثبات.

عاد را G مرتبه p اول عدد بطوریͺه باشد متناهͬ گروهͬ G کنید فرض سیلو) سوم (قضیه .١٧.١.١ قضیه

بوده ۱ + kp برابر (G زیرگروه�های سیلو p (تعداد pn مرتبه از G زیرگروه�های تعداد صورت این در مͬ�کند

مͬ�کند. عاد نیز را G مرتبه که

شود. مراجعه [٢٢] مرجع به اثبات.

معͺوس�پذیر ماتریسهای همه مجموعه باشد. طبیعͬ عدد n و میدان ͷی F کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

را GL(n, F ) عضو هر مͬ�دهیم. نمایش GL(n, F ) با اند، F در آنها از ͷی هر درایه�های که را n × n



۴ جابه�جایͬ گراف�های .١ فصل

است. Aماتریس jام ستون و iام سطر در واقع درایه aij آن در که مͬ�نویسیم A = (aij)صورت به معمولا˟

ͷی تشͺیل ماتریسها ضرب عمل ,GL(nبا F ) است. ,GL(nناصفر F ) عضو هر دترمینان که است معلوم

نامند. ( F بر n درجه (از عام خطͬ گروه را GL(n, F ) گروه مͬ�دهد. گروه

میدان واحد (عضو ١ برابر آنها از ͷی هر دترمینان ,GL(nکه F ) از اعضایͬ همه مجموعه تعریف١٩.١.١.

خطͬ گروه را آن و مͬ�دهند نشان SL(n, F ) با را زیرگروه این است. GL(n, F ) از زیرگروهͬ است (F

مͬ�نامند. خاص

از عنصری g اگر و است موجود SL(۲,۳) در ۶ مرتبه عناصر از تزویج کلاس دو تنها الف) .٢٠.١.١ لم

مͬ�گیرند. قرار مختلف تزویج کلاس دو در g−۱, g صورت این در باشد ۶ مرتبه

است. موجود SL(۲,۳) در ۴ مرتبه عناصر از تزویج کلاس ͷی تنها ب)

. CSL(۲,۳)(g) =< g اینصورت< در باشد ۶ یا ۴ مرتبه دارای g ∈ SL(۲,۳) اگر ج)

شود. مراجعه [١٩] مرجع به اثبات.

G باشد. G زیرگروه�های از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱≤i≤n و گروه ͷی G کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

هرگاه مͬ�شود نامیده ها Gi داخلͬ مستقیم حاصلضرب یا فوق خانواده خارجͬ مستقیم حاصلضرب

۱ ≤ i ≤ n تمام ازای به Gi EG الف)

(gi ∈ Gi,۱ ≤ i ≤ n) شود نوشته g = g۱g۲...gn شͺل به یͺتایͬ طور به g ∈ G عضو هر ب)

روی (یعنͬ باشد Ω مجموعه روی جایͽشتͬ گروه ͷیHو دلخواه گروه ͷیG فرضکنیم تعریف٢٢.١.١.

زوج تمام مجموعه از است عبارت H ≀ K حلقوی حاصلضرب صورت این )در کند مͬ عمل Ω مجموعه

است. H گروه به Ω از نͽاشتͬ f, k ∈ K که طوری به (f, k)مرتب های

(f۱, k۱)(f۲, k۲) = (g, k۱k۲) است گروه ͷی زیر قانون با H ≀K حلقوی حاصلضرب .٢٣.١.١ قضیه

گروه ها. i ∈ Ω تمام ازای به g(i) = f۱(i)f۲(i
k۱) ضابطه با است نͽاشتͬ g : Ω −→ H طوریͺه به

Kمͬ�نامیم. توسط H گروه حلقوی حاصلضرب Hرا ≀K

گراف

مجموعه ͷی V (Γ) آن در که (V (Γ), E(Γ)) زوج ͷی از است عبارت ،Γ گراف ͷی .٢۴.١.١ تعریف

یالهاست. نام به V (Γ) اعضای از نامرتب زوج�های از متناهͬ خانواده�ای E(Γ) و رئوس از ناتهͬ متناهͬ



۵ جابه�جایͬ گراف�های .١ فصل

مͬ�دهیم. نمایش n(Γ) با و مͬ�نامیم Γ مرتبه را Γگراف ͷی راس�های تعداد .٢۵.١.١ تعریف

باشد. داشته وجود دو آن بین یالͬ هرگاه گوئیم مجاور را Γگراف از ν, ω راس دو .٢۶.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. طوقه را خودش به راس ͷی از یال ͷی .٢٧.١.١ تعریف

ماکسیمال زیرگرافهمبند نیسترا دیͽر زیرگرافهمبندی زیرگرافهیچ زیرگرافهمبندیکه تعریف٢٨.١.١.

نامیم.

مͬ�نامیم. چندگانه یال�های را یال�ها آن باشد، موجود یال ͷی از بیش راس دو بین اگر .٢٩.١.١ تعریف

اعضای از مرتب زوج�های از متناهͬ E(Γ)خانواده�ای اگر Γ = (V (Γ), E(Γ))گراف در تعریف٣٠.١.١.

مͬ�نامیم. جهتدار گراف را Γ = (V (Γ), E(Γ))گراف باشد، V (Γ)

گوئیم. ساده گراف را چندگانه یال بدون و طوقه بدون جهت، بدون گراف .٣١.١.١ تعریف

هستند. ساده رساله این در گراف�ها همه .٣٢.١.١ تذکر

در انتها دو با Γ۱ یال هر طوریͺه به است Γ۲ مانند زیرگرافͬ Γ۱ از القایͬ زیرگراف ͷی .٣٣.١.١ تعریف

باشد. E(Γ۲) به متعلق ،V (Γ۲)

تخصیص Γگرافͷی از راسͬ آمیزی ͹رن-kͷی باشد، صحیحͬ عدد k > ۰ فرضکنید تعریف١.١.٣۴.

χ(Γ) ،Γگراف ͷی راس ͬͽرن عدد نباشند. هم مجاور راس دو طوریͺه به است Γ راسهای به ͹رن k دهͬ

باشد. داشته راسͬ آمیزی ͹رن k ͷی Γ که است ای k کمترین

(Γ۱
∼= Γ۲ (مͬ�نویسیم گوئیم یͺریخت را Γ۲ = (V۲, E۲) و Γ۱ = (V۱, E۱)گراف دو تعریف١.١.٣۵.

چون پوشایͬ و ͷبه�ی�ͷی نͽاشت هرگاه

φ : V۱ 7−→ V۲

u, v ∈ V۱ هر برای که باشد داشته وجود

u ∼ v ⇐⇒ φ(u) ∼ φ(v)

و |V۱| = |V۲| ،Γ۱,Γ۲ یͺریخت گراف�های برای که مͬ�کنیم توجه مͬ�نامیم. گرافͬ یͺریختͬ را φ نͽاشت

بود. خواهد d(v) = d(φ(v)) ،v ∈ V۱ هر برای
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زیرمجموعه k به V هرگاه (k > ۱) است -بخشͬ k گراف ͷی Γ = (V,E)گراف ͷی .٣۶.١.١ تعریف

را Vi از راس ͷی E از یال هر که نامیم) بخشͬ مجموعه�های را آنها (که باشد. شده افراز V۱, V۲, ..., Vk ی

مͬ�کند. وصل j ̸= i که Vj از راسͬ به

مجموعه ،Γگراف برای هستند. چندگانه یالهای با طوقه بدون بͬ�جهت ساده، گراف�ها تمام فصل، این در

مͬ�دهیم. نمایش n(Γ) با را رئوس تعداد مͬ�دهیم. نمایش E(Γ) و V (Γ) با ترتیب به را Γ یالهای و رئوس

گراف ،X روی القای زیرگراف هرگاه مͬ�شود نامیده خوشه ،Γ رئوس از X زیرمجموعه .٣٧.١.١ تعریف

نمایش ω(Γ) نماد با و مͬ�شود نامیده خوشه عدد ،Γ گراف در خوشه ͷی از k اندازه بزرگترین باشد. کامل

مͬ�دهیم.

X روی القایͬ زیرگراف هرگاه مͬ�شود نامیده مستقل مجموعه ،Γرئوس Xاز زیرمجموعه .٣٨.١.١ تعریف

با و بوده رئوس از مستقل مجموعه ͷی از اندازه بزرگترین ،Γ گراف استقلال عدد باشد. نداشته یالͬ هیچ

مͬ�دهیم. نمایش α(Γ)

لذا و بوده یال فاقد S۳ گروه در X روی شده القا گراف X = {(۱۲), (۱۳), (۲۳)} اگر .٣٩.١.١ مثال

.α(Γ(S۳)) = ۴ داریم و است مستقل مجموعه ͷی X

نقطه ͷی حداقل شامل که است φ ⊆ V (Γ) مجموعه Γ گراف ͷی از راس پوشش ͷی .۴٠.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش β(G) با را راس پوشش ͷی از اندازه کوچ�ͷترین باشد. یال هر به منتهͬ

α(Γ) + β(Γ) = n(Γ)صورت این در باشد. کامل گراف ͷی Γ کنید فرض .۴١.١.١ قضیه

ͷی حداقل به متصل یال هر پس ندارد وجود S در یالͬ هیچ گاه آن باشد مستقل مجموعه ͷی S اگر اثبات.

هر اینرو از نیست. S راس�های میان یالͬ هیچ آنͽاه بپوشاند را یالها همه S اگر برعͺس است. S از راس

. α(Γ) + β(Γ) = n(Γ) بنابراین است مینیمم راسͬ پوشش ͷی مͺمل ماکسیمم، مستقل مجموعه

(Γ۱
∼= Γ۲ (مͬ�نویسیم گوئیم یͺریخت را Γ۲ = (V۲, E۲) و Γ۱ = (V۱, E۱)گراف دو تعریف۴٢.١.١.

پوشا و ͷبه�ی�ͷی نͽاشت اگر

φ : V۱ 7−→ V۲

u, v ∈ V۱ هر برای که باشد داشته وجود

u ∼ v ⇐⇒ φ(u) ∼ φ(v)



٧ جابه�جایͬ گراف�های .١ فصل

و |V۱| = |V۲| ،Γ۱,Γ۲ یͺریخت گرافهای برای که مͬ�کنیم توجه مͬ�نامیم. گرافͬ یͺریختͬ را φ نͽاشت

بود. خواهد d(v) = d(φ(v)) ،v ∈ V۱ هر برای

Kزیرمجموعه به V هرگاه (K > ۱) است Kبخشͬ یͷگراف Γ = (V,E)گرافͷی تعریف۴٣.١.١.

V۱ از راس ͷی E از یال هر که نامیم) بخشͬ مجموعه�های را آنها (که باشد. شده افراز V۱, V۲, ..., VK ی

مͬ�کند. وصل j ̸= i که Vj از راسͬ به را

مجموعه ،Γگراف برای هستند. چندگانه یالهای با طوقه بدون بͬ�جهت ساده، گرافها تمام فصل، این در

مͬ�دهیم. نمایش n(Γ) با را رئوس تعداد مͬ�دهیم. نمایش E(Γ) و V (Γ) با ترتیب به را Γ یالهای و رئوس

گراف ،X روی القای زیرگراف هرگاه مͬ�شود نامیده خوشه ،Γ رئوس از X زیرمجموعه .۴۴.١.١ تعریف

نمایش ω(Γ) نماد با و مͬ�شود نامیده خوشه عدد ،Γ گراف در خوشه ͷی از k اندازه بزرگترین باشد. کامل

مͬ�دهیم.

X روی القایͬ زیرگراف هرگاه مͬ�شود نامیده مستقل مجموعه ،Γرئوس Xاز زیرمجموعه .۴۵.١.١ تعریف

با و بوده رئوس از مستقل مجموعه ͷی از اندازه بزرگترین ،Γ گراف استقلال عدد باشد. نداشته یالͬ هیچ

مͬ�دهیم. نمایش α(Γ)

لذا و بوده یال فاقد S۳ گروه در X روی شده القا گراف X = {(۱۲), (۱۳), (۲۳)} اگر .۴۶.١.١ مثال

.α(Γ(S۳)) = ۴ داریم و است مستقل مجموعه ͷی X

نقطه ͷی حداقل شامل که است φ ⊆ V (Γ) مجموعه Γ گراف ͷی از راس پوشش ͷی .۴٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش β(G) با را راس پوشش ͷی از اندازه کوچͺترین باشد. یال هر به منتها

گراف از است عبارت مͬ�شود، داده نمایش Γ(G) نماد با که G گروه ͷی جابجایͬ گراف .۴٨.١.١ تعریف

xy = هرگاه مجاورند x, y مجزا راس دو و هستند G غیرمرکزی عناصر تمام راس�هایش که ساده و بͬ�جهت

مͬ�شود. تعریف مشابه به�طور نیز گروه ͷی از مجموعه ͷی از ناجابجایͬ گراف . yx

نمایش δ(Γ)، ∆(Γ) با ترتیب به را درجه�هایش مینیمم و ماکسیمم که است |V (Γ)| برابر Γ مرتبه

مͬ�دهیم.

باشند. داشته یͺسانͬ درجه راسهایش همه هرگاه است منظم Γگراف ͷی .۴٩.١.١ تعریف
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وجود طوقه و مͬ�کند وصل هم به یال ͷی دقیقا را متمایز راس جفت هر آن در که گرافͬ .۵٠.١.١ تعریف

گویند. کامل گراف را ندارد

از

مجاور عناصرشمتناوباً که v۰v۱...vk رئوسمجزا از دنباله ͷی از است عبارت P یͷمسیر تعریف۵١.١.١.

Γ در v۰, vk اگر آن بر علاوه مͬ�نامند. مسیر طول را k و گویند v۰vk بین مسیر را P حالت این در هستند.

محیط را Γ در دور کوتاهترین طول مͬ�شود. نامیده k+۱ طول به دور v۰v۱...vk صورت این در باشند مجاور

مͬ�دهند. نشان girth(Γ) با و نامیده Γ

در و باشد داشته وجود مسیری Γ متمایز رأس دو بین هرگاه مͬ�شود نامیده همبند Γگراف .۵٢.١.١ تعریف

گویند. غیرهمبند را آن صورت این غیر

است. آن از ماکسیمالͬ همبند گراف زیر گراف، ͷی از مؤلفه ͷی .۵٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم نمایش d(ν, ω) نماد با را ω, ν بین فاصله آنͽاه باشند، Γ در رأس�هایͬ ω, ν اگر .۵۴.١.١ تذکر

این غیر در و باشد) داشته وجود دو آن بین مسیری (اگر ω, ν بین مسیر کوتاه�ترین طول از است عبارت و

.d(ν, ω) = ∞ مͬ�دهیم قرار صورت

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Γگراف قطر .۵۵.١.١ تعریف

diam(Γ) = max{d(u, v) ̸= ∞ : درΓهستند. مجزا ,uراسهای v}



٢ فصل

متناوب و متقارن گروه�های جابه�جایͬ گراف

که ساده و بͬ�سو گراف از است عبارت مͬ�شود، داده نمایش Γ(G) نماد با که G گروه ͷی جابه�جایͬ گراف

فصل این در .xy = yx اگر مجاورند x, y مجزا راس دو و هستند G غیرمرکزی عناصر تمام راس�هایش

در برگشت عناصر و ترانهش�ها زیرمجموعه�های و متناوب و متقارن گروه�های از جابه�جایͬ گراف ویژگͬ�های

مربوط گروه ͷی از زیرمجموعه ͷی یا گروه ͷی به را گراف مͬ�توانیم مͬ�کنیم. بررسͬ را متقارن گروه�های

کنیم. بررسͬ گراف ͷی کاربردهای از استفاده با را گروه ͷی جبری ویژگͬ�های مختلفͬ راه�های به و کنیم

که طوری به باشد دلخواه گروهͬ G اگر باشد. متناهͬ و ساده گروه ͷیM کنید فرض نخست: حدس

.M ∼= Gاینصورت در Γ(M) ∼= Γ(G)

Γ(G) و متناهͬ غیرآبلͬ گروه ͷی G اگر که طوری به دارد وجود b مثل طبیعͬ عدد ͷی دوم: حدس

.diam(Γ(G)) ≤ b یعنͬ است b مساوی یا کمتر Γ(G) قطر صورت این در باشد همبند

متقارن گروه�های جابه�جایͬ گراف ١.٢

به�وضوح باشد. m سره علیه مقسوم ترین بزرگ gm کنید فرض نباشد، اول که m > ۱ طبیعͬ عدد برای

m سره علیه مقسوم نیز m
d
چون ،m

d
≤ gm mباشد سره علیه مقسوم ͷی d > ۱ اگر و

√
m ≤ gm < m

(d ≥ ۱ (زیرا است.

حالت این در نباشد. اول n − ۱ و n اگر تنها و اگر است همبند Γ(sn) ،n ≥ ۳ برای .١.١.٢ قضیه

. diam(Γ(Sn)) ≤ ۵

٩
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نیستند. همبند Γ(sp+۱) و Γ(sp) که است واضح باشد. اول عدد ͷی p ≥ ۳ کنید فرض اثبات.

به�وضوح است. همبند Γ(sn) مͬ�کنیم ثابت باشند. اول غیر اعداد n − ۱ و n کنید فرض برعͺس:

بطول دور ͷی و σ بین Γ(Sn) در ٢ حداکثر طول به مسیری مͬ�کنیم ادعا σ ∈ Sn کنید فرض .n ≥ ۹

دارد. وجود n
۳ حداکثر

بیفتد: اتفاق مͬ�تواند زیر حالتهای

صورت این در است. n − ۲ حداکثر بطول دوری σمͬ�کنیم فرض حالت این در است. دور ͷی σ (١

مدعͬ σ(a, b) = (b, a)σ لذا و a, b ̸∈ Supp(σ) که طوری به دارند وجود a, b متمایز حروف

صورت این در باشد n− ۱ بطول دوری σ اگر است. Γ(sn) در نظر مورد مسیر σ − (a, b) هستیم

مجزای دورهای از ضربͬ حاصل σgσ و gσ ≥ ۳ صورت این در .gσ = gl(σ) = gn−۱ کنید فرض

بنابراین و σ۱σ
k = σkσ۱ و σσk = σkσ داریم است. n−۱

gσ
≤ n

۳ و n−۱
gσ

بطول σ۱, σ۲, ..., σgσ

σ اگر l(σ۱) ≤ n
۳ زیرا است شده ادعا مسیر که طوری به داریم Γ(sn) در را σ − σk − σ۱ مسیر

آوریم. مͬ بدست شده ادعا های ویژگͬ با مسیری ،n− ۱ برای مشابه برهان با باشد n بطول

طول کوچͺترین با دور σ۱ کنید فرض حالت این در است. دور دو از بیش یا دو ضرب حاصل σ (٢

،n ≥ ۹ چون .σσ۱ = σ۱σ داریم و l(σ۱) ≤ n
۲ صورت این در مͬ�شود. ظاهر σ در که است

لذا و a, b ̸∈ Supp(σ۱) که طوری به دارند وجود a, bکه طوری به دارند وجود a, b متمایز حروف

است. Γ(Sn) در شده ادعا مسیر σ − σ۱ − (a, b) بنابراین .σ۱(a, b) = (a, b)σ۱

در باشد n − ۱ حداکثر بطول دور σ اگر باشند. Sn در غیربدیهͬ عنصر دو σ, µ کنید فرض حال

که طوری به l(µ۲) ≤ n
۳ که دارند وجود Sn در µ۱, µ۲ و (a, b) دورهای های جایͽشت صورت این

به دارند وجود c, dحروفمجزای رو این از هستند. Γ(Sn) در مسیرهایͬ σ−(a, b) و µ−µ۱−µ۲

فرض .d(σ, µ) ≤ ۵ لذا و است Γ(Sn) در مسیری σ− (a, b)− (c, d)−µ۲−µ۱−µ که طوری

،n−۱ بطول دورهایͬ مجموعه C۱, C۲, C۳ اگر نیستند. n−۲ حداکثر بطول دورهایͬ µ و σ کنید

بنابراین هستند. مجزا دور بیشتر یا دو حاصل�ضرب که Sn در جایͽشت�هایͬ و n بطول دورهایͬ

کلیت از کاستن بدون صورت این در σ, µ۱µ۲ ∈ C۱ ∪ C۲ اگر .σ, µ۱µ۲ ∈ C۱ ∪ C۲ ∪ C۳

µgµ = µ۱µ۲...µgµ و σgσ = σ۱σ۲...σgσ کنید فرض .gσ ≤ gµ که کرد فرض مͬ�توان مسأله،

علیه مقسوم ͷی l(σ)
gσ

چون . l(σ۱) =
l(σ)
gσ

≤ gσ ≤ gµ داریم باشند. l(µ)
gµ

بطول مجزای دورهای

است. l(σ) سره



١١ متناوب و متقارن گروه�های جابه�جایͬ گراف .٢ فصل

.σ۱µj = µjσ۱ که طوری به داند وجود ۱ ≤ j ≤ gµ کبوتر لانه اصل طبق صورت دراین ،l(σ۱) < gµ اگر

اگر .d(σ, µ) ≤ ۵ بنابراین و است Γ(Sn) در مسیری σ − σgσ − σ۱ − µj − µgµ − µ بنابراین

σiµj = µjσi اگر .l(σ) = l(µ) بنابراین ،l(σ) = (gσ)
۲ و gσ = gµ صورت دراین ،l(σ۱) = gµ

بنابراین و است Γ(Sn) در مسیری σ − σgσ − σi − µj − µgµ − µاینصورت در ۱ ≤ i, j ≤ gσ برای

که σ۱ = (۱۲...l) که کرد فرض مͬ�توان مسأله کلیت از کاستن بدون صورت غیراین در .d(σ.µ) ≤ ۵

۱ ≤ j ≤ l هر برای µj = (jaj,۲...aj,l) کنید فرض .۱ ≤ j ≤ l هر برای µj(j) ̸= j و l = l(σ)

.αµgµ = µgµα که کرد بررسͬ مͬ�توان سادگͬ به .α = σ۱(a۱,۲a۲,۲...al,۲)(a۱,l...al,l) کنید فرض و

.d(σ, µ) ≤ ۵ بنابراین و است Sn در مسیری σ − σgσ − σ۱ − α− µgµ − µ بنابراین

با مجزا دورهای µ = µ۱µ۲...µs σgσو = σ۱σ۲...σgσ دهید قرار آنͽاه ،µ ∈ C۳ و σ ∈ C۱ اگر

σ − σgσ − σ۱ − که طوری به موجودند c, d متمایز حروف صورت این در هستند. l(µ۱) ≤ ... ≤ l(µs)

µ ∈ C۳ و σ ∈ C۲ برای مشابه برهان .d(σ, µ) ≤ ۵ بنابراین و هستند Γ(Sn) در مسیری (cd)−µ۱ −µ

برد. بͺار مͬ�توان

دورهای σ۱, σ۲, ..., σr که طوری به σ = σ۱σ۲...σr دهید قرار صورت این در ،σ, µ ∈ C۳ اگر

شͺل به مجزا دورهای µ۱, ..., µs که طوری به µ = µ۱µ۲...µs و l(σ۱) ≤ ... ≤ l(σs) با مجزای

باشند. σ۱(a, b) = (a, b)σ۱ که طوری به مجزا حرف دو a, b کنید فرض هستند. l(µ۱) ≤ ... ≤ l(µs)

Γ(Sn) در مسیری σ− σ۱(ab)− (cd)− µ۱ − µ که طوری به هستند c, d مجزای حروف صورت این در

است. قوی کران این و diam(Γ(Sn)) ≤ ۵ و است همبند Γ(Sn) بنابراین .d(σ, µ) ≤ ۵ لذا و است

،GAP افزار نرم از استفاده با صورت این در µ = (۱۲۳۴۵۶۷۸۹) و σ = (۱۲۳۴۵۶۷۸) اگر زیرا

.diam(Γ(Sq)) = ۵ لذا و dΓ(Sq)(σ, µ) = ۵

هستند. ناهمبند Γ(Sp+۱) = Γ(Sp) گراف ،p ≥ ۳ اول عدد هر برای مͬ�دهد نشان فوق قضیه تذکر:

Γ(S۴) و {(۱۲)}, {(۱۳)}, {(۲۳)}, {(۱۲۳), (۱۳۲)} مولفه چهار دارای Γ(S۳) ساده، محاسبه ͷی با

به ها مولفه این و است {(۱۲)}, {(۱۲۳)}, {(۱۳۴)}, {(۱۲۴)}, {(۲۳۴)} صورت به مولفه ۵ دارای

دارند. راس ١۵ و ٢ و ٢ و ٢ و ٢ ترتیب

مͬ�آوریم. بدست p ≥ ۵ اول عدد هر برای Γ(Sp+۱) و Γ(Sp) های مولفه تعداد بعدی لم در

(p − دقیقاً ترتیب به Γ(Sp+۱)و Γ(Sp) دراینصورت باشد اول عدد ͷی p ≥ ۵ کنید فرض .٢.١.٢ لم

دارند. مولفه (p+ ۱)(p− ۲)! + ۱ و ۲)! + ۱



١٢ متناوب و متقارن گروه�های جابه�جایͬ گراف .٢ فصل

برهانͬ با Sp
p+۱ = Sp+۱ \ {σ ∈ Sp+۱|σp = ۱} و Sp

p = Sp \ {σ ∈ Sp|σp = ۱} دهید قرار اثبات.

هستند. ۵ حداکثر قطر دارای و همبند Γ(Sp+۱) و Γ(Sp)گراف�های که کرد ثابت مͬ�توان ١.١.٢ قضیه مشابه

با شده القا گراف زیر صورت این در ، σp = ۱ و σ ∈ Sp+۱ \ {۱} یا σ ∈ Sp \ {۱} اگر دیͽر طرف از

مͬ�سازند. Γ(Sp+۱) یا Γ(Sp) در مولفه ͷی {σ, σ۲, ..., σp−۱}رئوس مجموعه

(p+۱)(p−۱)! و (p−۱)! شامل {σ ∈ Sp+۱|σp = ۱}\{۱} و |{σ ∈ Sp|σp = ۱}\{۱}| چون

دارند. مولفه (p+۱)(p−۲)! و (p−۲)!+۱ ترتیبدقیقاً Γ(Sp+۱)به Γ(Sp)و بنابراین هستند. عنصر

صحیح اعداد مجموعه M = N ∪ {۰} کنید فرض و باشد طبیعͬ عددی n ≥ ۵ کنید فرض .٣.١.٢ لم

(Mn = M × ...×M) Mباشد از نسخه n دکارتͬ حاصل�ضرب Mnنمایش و نامنفͬ

مͬ�کنیم تعریف را زیر تابع

fn : Mn −→ N

fn(k۱, ..., kn) 7−→ ۱kk۱!۲
k۲k۲!...n

knkn! k۱, ..., kn ∈ M

کنید فرض

Xn = {(k۱, ..., kn) ∈ Mn|k۱ < n,Σn
i=۱iki = n}

صورت این در

maxK∈Xnfn(K) = ۲(n− ۲)! = fn(n− ۲,۱, ۰, ..., ۰)

minK∈Xnfn(K) = n− ۱ = fn(۱, ۰, ..., ۰,۱, ۰)

اگر زیرا .k۱ ≤ n − ۲ باشیم داشته باید دلخواه (k۱, ..., k۲) ∈ Xn ͷی برای که کنید توجه اثبات.

fn(n−۲,۱, ۰, ..., ۰) = داریم و ندارد Mجواب در که ۲k۲+...+nkn = صورت۱ دراین k۱ = n−۱

.maxK∈Xnfn(K) = ۲(n− ۲)! کنیم ثابت است کافͬ بنابراین .۲(n− ۲)!

مͬ�شود دیده سادگͬ به مͬ�کنیم. کامل را برهان n روی استقرا به

maxK∈X۵f۵(K) = ۱۲

مͬ�کنیم ثابت باشد. برقرار n ≥ ۵ برای رابطه کنید فرض حال .

maxK∈Xn+۱fn+۱(K) = ۲(n− ۱)!

fn+۱(K) = صورت این در باشد، دلخواه عنصر K = (k۱, ..., kn+۱) ∈ Xn+۱ اگر کنیم ثابت باید .

fn+۱(K) = n+۱ < رو این از و ∀۱ ≤ i ≤ n ki = ۰ صورت این در ، kn+۱ = ۱ اگر .۲(n−۱)!


