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�مختصات همراه  = 2�
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  مقدمه

  

شوند، مي كروا –جر به متريك رابرتسون همسانگرد معادلات ميدان انيشتين من و همگنهاي جواب

در توصيف جهان بزرگ مقياس نقش  روند وميشناسي به شمار كيهانهاي مهم در از جواب كه

كروي ايستاي معادلات ميدان انيشتين به هاي متقارن طرف ديگر جواب عهده دارند ازبر  را اساسي

 .دكنمي زمان اطراف يك جرم كروي متقارن را توصيف كه فضاشود ميشيلد منجر متريك شوارتس

يد بتوان دو متريك فوق را به كنيم پس با هرگاه جهان بزرگ را جرم كروي متقارن فرضبنابراين 

زمان بايد داراي خواص  ك در نواحي از فضااين دو متري نوعي به همديگر مربوط نمود به عبارتي

زمان  نواحي از فضاكه با انجام دادن اين كار  .بتوان آنها را در يكديگر ادغام كرد وباشند  مشترك

  .شودبسته مشخص مي باز و ،براي سه جهان پهن

سوم  دوم وهاي در فصلپردازيم سپس فصل اول به بررسي معادله انيشتين مي رساله ابتدا در اين در

اخته و در فصل چهارم نيز ادغام دو پرد كروا –شيلد و  رابرتسون هاي شوارتسترتيب به متريك به

به مباحث جانبي آنها به طور مبسوط پرداخته خواهد  و بيان كرده نتايج آن را متريك را انجام داده و

فضا به وسيله توزيع ماده تعيين ز ار ناحيه ميدان گرانشي موجود در ه ،هاي نيوتنطبق انديشهبر  .شد

 زمان فضامعلوم بودن توزيع ماده در سراسر  توان تانسور سنجه فضا زمان را بامييعني . شودمي

به يم كه اين توزيع ماده را نسبت كنجستجو مي بنابراين نخست يك كميت تانسوري را .محاسبه كرد

كنيم اين تانسور را با تانسور سنجه مربوط سپس سعي مي زمان توصيف كند وفضا  در چارچوبي هر

   ماده و مغناطيسالكتروانرژي  .است انرژيتكانه  گيرد تانسورمي قرار سازيم تانسوري كه مورد نظر

1  



 

 

   با هم انرژي جرم و ،هاي اين تانسور سهم دارند ولي چون مطابق نظريه نسبيت خاصمولفههر دو در 

انرژي از جمله نوع الكترومغناطيس در ميدان هاي همه صورت رود كهپس انتظار مي ،.برابر هستند

شده است، پس  لخت تعريف ر چارچوبدانرژي فقط  تكانه چون تانسور سهم داشته باشندگرانشي 

ان فضا زمن را در يك چارچوب مختصات عام در را گسترش داد تا بتوان آاكنون بايد اين تعريف 

يك  مجاورت هر نقطه ازدر . توان بدين صورت انجام دادمي اين مطلب را .مورد استفاده قرار داد

اين  متناظر با ،توان براي مدت كوتاهي يك چارچوب لخت دكارتي قائم برقرار كردميميدان گرانشي 

 اي محيطرا در ناحيه �1�2�3	�� توان محورهاي دكارتي قائممي آن هاي همراهساعت چارچوب و

  .برقرار كرداز فضا زمان   Pبر نقطه متناظر 

آن  
�يك رويداد را به مختصات �� توان معادلات تبديلي را به دست آورد كه مختصاتاكنون مي

 هاي تانسورمولفه  (0)���در اين صورت اگر . سازندنسبت به يك چارچوب مختصات ديگر مربوط مي

 اندازهتوان مي مناسب براي تبديل تانسورها باشند از معادلات � در نقطه �در چارچوب  انرژيتكانه 

حركت  انرژيي بدين ترتيب تانسور هموردا. ن كرددر اين نقطه تعيي � را در چارچوبهاي آن مولفه

    .به صورت زير است خواهد بود كه �  در چارچوب ��� هايداراي مولفه

��� = ������ ������ ���(٠) 
از يكديگر غير قابل تميز نسبت به محورهاي دكارتي قائم چون تانسورهاي هموردا و ناهموردا 

 بنابراين. نيز فرض كرد �  در چارچوبهاي يك تانسور پادوردا را مولفه (0)���توان يپس م. هستند

  .شودتوسطه معادله زير مشخص مي � همين تانسور در چارچوب ايهمولفه

��� = ������ ������ ���(٠) 
2 



 

 

دانمي يك   �    چارچوب ترتيب برايبدين  توان در هر نقطه از فضا زمان انجام داد واين تبديل را مي

  معادله تانسوري زير را در نظر بگيريد. انرژي به وجود آورد تكانه تانسور

  

�,��� = ٠ 

  شودرابطه به شكل زير ساده مي اين ،در هر نقطه  �� پس از نوشتن برحسب مختصات

���,�(٠) = ٠
 

    انرژي برابر صفر تكانهصادق است از اين رو واگرايي تانسور ها معادله بالا براي تمام چارچوب

مربوط شود بايد رابطه به  ���به اين ترتيب اگر قرار باشد اين تانسور به تانسور سنجه . شودمي

    ].1[را ايجاب كند  ���,� اشد كه معادلهصورتي ب

  اكنون با استفاده از معادله

�,��� = 0 

توان نوشتمي  

��� = ���� 
                                                                                    انرژي وجود نداشته باشد اي ماده واما اگر در ناحيه .يك ثابت جهاني است �كه 

                                                                                                  .��� = 0  

  و اين متضمن آن است كه 

��� = 0 

  كه مسلما درست نيست 

در  كه  �يك تابع پتانسيل  توان ازمي ميدان گرانشي را ،ماده باشدچگالي  �  نظريه نيوتن اگر بر طبق

.                                                                                                                            عادله زير صدق مي كند بدست آورد
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�2� = 4��� 

  ].2[استثابت گرانش  �  در اين رابطه

با واگرايي  ���هاي مرتبه دوم ما به يك تانسور پادورداي متقارن رتبه دوم نياز داريم كه شامل مشتق

 انيشتين داراي همه اين خصوصياتتانسور  .با آن متناسب است ���توان فرض كردصفر باشد كه مي

  توان نوشتنتيجه مي و در. است

��� − 1
2

���� = −!��� 
 گرانش انيشتين بستگي داشته باشد معادله بالا معادله �ضريب تناسبي است كه بايد با  !  كه در آن

  .توان رابطه مذكور را به دو صورت نوشتهاي به طور متوالي ميبا پايين آوردن شاخصاست 

��� − 1
2

���� = −!���
 

��� − 1
2

"��� = −!��� 

  .آيدود حاصل عبارت به صورت زير در مياگر معادله بالا تنجانده ش

� = !� 

�  كه در آن =    .گرانش انيشتين به صورت زير است معادلهاكنون  ،است ���

��� = !(1
2

���� − ���) 
 براي اينكه با تغيير شودزمان به عنوان يك رويه چهار بعدي در نظر گرفته مي فضا در نسبيت عام

 و. كه شكل معادلات فيزيك تغيير نكندهاي فيزيكي به نحوي تبديل شوند دستگاه مختصات كميت

  ها از مولفهتبديل  .نويسندرا به صورت تانسوري مي نسبيت عام در هاي فيزيكيكميت ،هموردا باشد

  .  باشديك سيستم مختصات به سيستم مختصات ديگر به صورت زير مي

4  



 

 

��∕� = ��/���% ��&��/� �&% 

 3ريچي، تانسور  2تانسور خمش ريمان ، 1از متريك به ترتيب نمادهاي كريستوفلهمچنين با استفاده 

  .را به صورت زير به دست آورد  4و تانسور اسكالر ريچي

'�(� = ��)(��),( + �(),� − ��(,)) 

��)(� = '�(,)� − '�),(� − '%)� '�(% + '%(� '�)%  

��( = ���(�  

� = ��(��( = ��� 

 فيزيكي ، براي هموردايي معادلاتتانسوري يك تانسور نيست هايكميتمعمولي از آنجا كه مشتق 

شود مي مشتق همورداي يك تانسور لورنتسي كه حاصلش يك تانسور ديگر با مرتبه همورداي بالاتر

  .شودبه صورت زير تعريف مي

��,(+� = ��,(� + ')(� ��) − '�() �)� 

�),�� كه در آن =   است  01,/.-,

  .شودمعادلات انيشتين در نسبيت عام به صورت زير نوشته مي

��� = ��� − 1
2

���� = −!��� 

! ،  آنكه در  = را به  توانيم آنمي باشد كه براي يك شار كاملانرژي مي تانسور تكانه ���و 82344

  .زير بنويسيمصورت رابطه 

��� = (�52 + �)6�6� + ���� 

                                                           
١
 Christoffel symbols 

٢
 Curving Riemann tensor 

٣
  Richie tensor 

٤
 Scalar Richie tensor                                                                 5    



 

 

,� نكه در آ �,   .]3[، فشار و چگالي شاره هستندبه ترتيب چهار بردار سرعت 6

شناسي ثابت كيهان معادلاتش بهانيشتين اينكه علت  1920/1299هاي شناسي در سالبا رشد كيهان

 هاييجواب به1922/1301درسال  ،دان روسيرياضي الكساندرفريدمان .از بين رفت، اضافه كرد

جهان  هاي فريدمان رفتارجواب. هاي عمومي معادلات ميدان انيشتين شدنددست يافت كه جواب

فريدماني  هايمدل. بيان مي كردند شناسي و چه بدون آنچه با ثابت كيهان ،همسانگرد را همگن و

  ]1[.رودمي به شمارشناسي امروزه پايه كيهان

اين معادله چه . كندشناسي است كه انبساط عالم را توصيف ميمعادله فريدمان مهمترين معادله كيهان

. داراي نتيجه يكسان خواهد بود، گرانشي نيوتوني و چه از طريق نسبيت عام استخراج شود طريقز ا

  .يمكنسادگي در روابط از نظريه گرانش نيوتن استفاده ميبراي  ما

ازآن جايي كه جهان همه جا يكسان به ، اگر يك جهان يكنواخت در حال انبساط را در نظر بگيريم

 جرمبه  ايمطابق گرانش نيوتني اگر ذره. اي را مركز آن در نظر بگيريمتوانيم هر نقطهرسد ميمي نظر

كند كه ازرابطه احساس ميپتانسيلي ، فته باشدرگر مركز توزيع جرم يكنواختي قرا از � در فاصله  7

 .دشوميير محاسبه ز

� = − �87� = − 4����27
3

 

  .حول مركز قرار دارد �  به شعاع جرمي است كه در كره اي 7كه در آن 

 انرژي جنبشي ذره برابر است با

� = 1
2

7�+ 2 
 .بنابراين براي انرژي كل آن داريم
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9 = � + � = 1
2

7�+ 2 − 4����27
3

 

  .]4[كندتحول فاصله بين دو ذره را بيان مياين معادله 

توان دستگاه مختصاتي را تعريف كرد كه به دستگاه نجا كه انبساط عالم يكنواخت است ميآاز 

شود به در اين دستگاه مختصات مقياس دستگاه با انبساط بزرگ مي .همراه معروف است مختصاط

و  �بين فاصله واقعي مي توان رابطه .شودميدرون اين دستگاه متوجه انبساط عالم ن طوري كه ناظر

   اين گونه بيان كرد را� فاصله همراه 

�: = ;(<)�: 
  .زمان است به دليل همگني عالم فقط تابعي از است و 5ضريب انبساط(>);   كه در آن

  .با تركيب كردن دو معادله اخير خواهيم

9 = 1
2

7;+ 2�2 − 4���;2�27
3

 

 .رسيمرابطه به فرم استاندارد معادله فريدمان ميبا تغيير آرايش اين 

(;+;)2 = 8���
3

− !52;2  

! = −29752�2 

    .زمان است وا مستقل از فض و ثابت ! ،معياري از انرژي بر واحد ذره است   ! كه در آن

 و) صفر  =تغيير آنتروپي(پذير بودن انبساط عالم و فرض برگشت 6با توجه به قانون اول ترموديناميك

  .آيديدمان معادله شتاب به دست ميكمك معادله فر با

                                                           
٥
 Scale expansion                                                                         7  



 

 

;=; = − 4��
3

(� + 3�52 ) 
 از اين معادله كاملا مشخص است كه شتاب انبساط عالم .فشار ماده موجود در عالم است �كه در آن 

 يگرهمكنش گرانشي بين اجسام است كه بر اساس آن تمايل به جذب يكد اين نتيجه بر است و منفي

  .دارند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                                                                                                                                          

٦
 First law thermodynamic                                                                       8 

 



 

 

  

  فصل دوم

  شيلدمتريك شوارتس

دست آوردن جواب ه ب پيچيده است و موارد بيشتر در خطي وغير ،معادلات انيشتين براي فضاي تهي

با وجود اين حالت خاصي كه مي توان آن را بدون درد سر زياد حل كرد . آنها مشكل است صحيح

رن كروي ايجاد شده ساكن با تقاكه توسط يك جسم  باشد حالتي است كه ميدان ايستا با تقارن كروي

شود و فضا زمان اطراف يك جرم كروي منجر مي 7شيلدكه جواب آن به متريك شوارتس .باشد

  ].2و1[كندمتقارن را توصيف مي

. باشندها از زمان مستقل  ���، اين است كه در يك دستگاه مختصات ايستامعني شرط ايستايي 

  ].5[برابر صفر باشد 
�0 بايد همچنين

  شيلدمتريك شوارتس - 1-  2

توان مختصات مختصات فضايي را ميشيلد براي محاسبه و به دست آوردن متريك شوارتس

١�قطبي = � , �٢ = >, �٣ = سازگار  كه با تقارن كرويA2@ ترين شكلعمومي. در نظر گرفت ?

  است ازعبارت . است

@B٢ = 9@<٢ − �@�٢ − C٢<@)�٢ + BDE٢>@F٢) 
                                                           
٧
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,C  كه در آن 9,   ما از اين آزادي تا آنجا كه امكان دارد براي ساده كردن كار باشند ومي �  تابعي از �

G  ترين تركيب اين است كه داشته باشيممناسب .كنيممي استفاده =   نوشت تواندر اين صورت مي1

 )2 -1(                                             @B2 = H2�@<2 − H2I@�2 − �2@>2 + �2BDE2>@F2           

,J  كه در آن ، بايد طوري انتخاب شوند كه در معادلات انيشتين صدق كنند و .مي باشند �تنها تابع  �

 استخراج كرد به عبارت ديگر  )1-2(را مي توان فورا از   ��� مقادير

�		 = H2� 

�11 = −H2I 

�22 = −�2 

�33 = −�2BDE2> 

  و با داشتن رابطه

��� = �        K ≠ J 

  .بنابراين خواهيم داشت

�		 = H�2� 

�11 = −H�2I 

�22 = −��2 

�33 = −��2BDE�2> 

اكنون لازم است كه تمام نمادهاي كريستوفل را محاسبه كنيم خيلي از آنها صفر هستند آنهايي كه 

    .)است � علامت پريم براي مشتق گيري نسبت به(نيستند عبارتند از  صفر

'		1 = J/H2��2I 

Γ11
1 = �/ 
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'22
1 = −�H�2I    

'33
1 = −�BDE2>H�2I 

Γ	1
	 = �/ 

'12
2 = Γ13

3 = ��1 

Γ23
3 = 5�<> 

'33
2 = −BDE> 5�B> 

 

  با داشتن معادله تانسور ريچي

��� = '�%,�% − '��,%% − '��% '%&& + '�&% '�%&  

  .خواهيم داشت

                                                    (2-2) �00 = (−J// − J/2 + �/J/ − 2�/� )H2��2I 
                                                               (3-2) �11 = (J// + J/2 − �/J/ − 2I/� ) 

                                                              (4-2) �22 = N1 + �J/ − ��/OH�2I − 1

    

  

�33 = �22BDE2> 

 .باشدهاي ديگر تانسور ريچي صفر ميمولفه

) 3-2(و ) 2-2( صفر شدناز  .كند كه اين عبارات صفر گردندگرانش انيشتين ايجاب مي معادله 

  ].2و1[شودمينتيجه 

�/ + J/ = 0 

  

�  نزديك شود به طوري كه وقتي "تخت بودن"بايد فضا به  �  براي مقادير بزرگ → ,J كميات ∞ � 

  .گيريملذا نتيجه مي .ميل كنند صفر هر دو به سمت
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� + J = 0 

   گيريمنتيجه مي) 4-2( حال از صفر شدن

N1 + 2�/JOH2� = 1 

 يا داريم

(�H2�)/ = 1 

�H2� = � − 27 

اكنون . شوندنيز صفرمي )3-2(و ) 2-2(روابط بدين ترتيب  ،گيري استثابت انتگرال 7  آنه در ك

  .                                                                                                                    داشت خواهيم

) 2-5                                                                                       (�		 = 1 − 2��            

دقيقا همان جرم جسم  7  گيريثابت انتگرال. صادق باشد �  تقريب نيوتني بايد براي مقادير بزرگ

  .مركزي است كه ميدان گرانشي را ايجاد كرده است

  ن نوبت آن است كه جواب كامل را نشان دهيماكنو

  )2 -6                          ( @B2 = (1 − 2�� )@<2 − (1 − 2�� )�1@�2 − �2@>2 + �2BDE2>@F2                      

 كرده ايجاددر خارج از سطح جسمي كه ميدان را  و شيلد معروف استجواب به جواب شوارتساين 

  ستارگان سطح ازدقيق در خارج نسبتا به طور  لذا .تصادق اس ،اي وجود نداردآنجا ماده در و .است

  .صدق مي كند
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  حل فضا زمان يك پوسته كروي با چگالي يكنواخت - 2-  2

وسته كروي با چگالي يكنواخت ارائه    اين بخش جواب عمومي نسبيتي براي فضا زمان يك پ در 

 و ; ماده به صورت پوسته كروي با شعاع داخلي از يانيشتين براي توزيعمعادله هاي ميداني دهيم مي

  .شودحل مي � ثابت چگالي يكنواخت و R شعاع خارجي

;  اي از ماده كه شاملدر ابتدا ناحيهما  < � < R باشد چنانچه متريك متقارن كروي گيريمدر نظر مي  

  .زير است متريك به صورتاين صورت  در

  @B2 = H2�@<2 − H2I@�2 − �2@>2 + �2BDE2>@F2 

,Jكه     .باشندمي �تابع  �

 .آيدبا حل معادلات ميدان روابط زير بدست مي

HI = 1(1 − �2�2 + T� ) 

H� = U1 − �2�2 + T� V (W + X
2

Y �@�(1 − �2�2 + T�))2

 

2� كه  = 342

82Z) 5و, ,W  سرعت نور مي باشند به ترتيب ثابت گرانشي و ! X, T  ثابت هستند كه

�براي نواحي  .شوندمشخص مي > R  0  و < � <   به صورت  HI و �H باحل معادلات ميداني ;

  .آيددر ميزير 

HI = 1(1 + �� )
 H� = \ ]1 + �� ^ 
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