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o G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �����
����� �������
 ����������� \GA
p G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G ���0�����6�������< ����2��S���" oGA

O �L 0���!������
 � �������/ P��3���; Q N��>���

q G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G GΓ(G) ���0���� F��
���� AGZ
A[ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G r���������0 ���2��0�����< )��#��9 ZGZ
AB G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G η(I(G)) ���2��0�����< \GZ
ZA G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G ����D���
 ������/��3��"4��<D (Y���>��������K��0 AG\GZ
ZB G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G ����� ��S�� �����
 ���0���� F��
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\\ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G H��3�����% ��������������� �������
 ����������� sGZ
\q G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �������
 ����������� )�����
 pGZ

RS ���!�.����/ 0�� T���5��-� � �������/ P��3���; U N��>���

op G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G J��3��K��2��	��0 F�����8 AG\
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sA G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �'��� ��������.� t���%�M������� \G\
sZ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G ��������.� t���%�M������� oG\
s\ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �����:u� ���3��v��*��� sG\
pA G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �����>� �����
 ���0���� F��
���� ������"���7��0 pG\

SV �������/ P��3���; ���;��� ��W�� ��
���; 0���!����3����
 R N��>���

pC G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �����
��������
� �� ����3��� ��'��0 J��3������-��0 AGo
pB G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G �����
��������
� �����
 =���� ���3��w��� J��3��������� ZGo
CZ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G 6Q ���
 r���������0 ������:)��� > �]����� :)��� \Go
Cq G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G sG\Go :)��� �� X���S  ������� )��#��9 oGo
CB G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G w ≡ �  ������� AGoGo
qZ G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G |X| = �  ������� ZGoGo
qo G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G 6Q ����	��.  ������� _������x� > �]����� :)��� ������'���  ������� sGo
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A O���-��#��0���� ���3��7��� ��)��!� ���!'�����W��0 Z+

A O�, ..., k ���!'�����W��0 [k]

A OV ���!'�����W��0 ���������!'�����W��0����� &������� (��'������S �V

A On ='��� ���
 � &������� ������
 1n

A Ox ������
 ���-���y��0 /��3��0�i xi

A Ox ������
 &���� ‖x‖

A Oy > x ������
 >� ������S�� t���% x · y
oB Oy > x ������
 >� ��'��	��#��� t���% x ◦ y
A Oy > x ������
 >� ������S�� t���% 〈x, y〉

\ OG 
����� ���8�� J�����3��	��. ���0 Δ(G)

pC OH 
��������
� ���8�� J�����3��	��. ���0 Δ(H)

Z OG 
����� M�����*��0 G

Z OG 
����� /��3��"4��<D ,����������0 LG

Z OLG (Y���>��)��K��0 /��������z�]��
 λmax(G)

op OG� > G� ������
����� J��3��K��2��	��0 F�����8 G�⊕G�

sZ OG� > G� ������
����� ��������.� t���%�M������� G��G�

oq OG� > G� ������
����� H��3�����% ��������.� t���%�M������� G�×G�

sA OG� > G� ������
����� �'��� ��������.� t���%�M������� G��G�

OZC Oav (��)���� �� M��K��2��	��0 ���!'�����W��0 E��� ���
 G �� :u� ���� ���#���]��N������8 ���
 G �� ()��0Q  ��"�����
 
����� Gas\
s\ Oav (��)���� �� ���$'��S E��� ���
 G �� :u� ���� ���#���]��N������8 ���
 G �� ()��0Q  ��"�����
 
����� Ga

AA OG 
����� �������������� �)��! γ(G)

����



AA OG 
����� ����	��. �������������� �)��! γ∗(G)

AZ OG 
����� ����������	������ �)��#��
����2��	��
 �)��! ρ(G)

AZ OG 
����� ����	��. ����������	������ �)��#��
����2��	��
 �)��! ρ∗(G)

AZ OG 
����� �� ������. �������������� �)��! γ̃(G)

A\ OG 
����� ������. �������������� �)��! ���R��S �]��������0�������
 ����	��. ���#��3��1��
 t�'��8 γ̃∗(G)

A\ OG 
����� ������. �������������� �)��! ���R��S �]��������0�������
 6����>� ���3��7��� t�'��8 ρ̃(G)

Ao OG 
����� M��K��2��	��0 �������������� �)��! iγ(G)

As OG 
����� ����	��. M��K��2��	��0 �������������� �)��! iγ∗(G)

AC OG 
����� �'��� ����	��. �������������� �)��! γ∗
s (G)

\[ OG 
����� ����	��. ���+��I��
>� �������������� �)��! γ∗
b (G)

pC OH 
��������
� ���R��S 
����� L(H)

pC OH 
��������
� T��
���R��� �)��! ν(H)

pq OH 
��������
� ����	��. T��
���R��� �)��! ν∗(H)

pB OH 
��������
� �����> T��
���R��� �)��! νw(H)

pq OH 
��������
� ���$'��< �)��! τ(H)

pq OH 
��������
� ����	��. ���$'��< �)��! τ ∗(H)

pB OH 
��������
� �������� ���N���� �)��! χe(H)

pB OH 
��������
� ����	��. �������� ���N���� �)��! χ∗
e(H)

Cs OF ������=���� ���!'�����W��0 ����#��1��< w(F )

Cs OH 
��������
� T��
���R��� ����#��1��< mw(H)

Cs OH 
��������
� �� X ���!'�����W��0����� �� ���3��7��� 6��'��2��0���� ���$'��< �)��! τub(H,X)

C\ OH 
��������
� �� X ���!'�����W��0����� �� 6��'��2��0���� ����	��. �����> ���$'��< �)��! τ ∗ub,w(H,X)

qo OH ���+��I��
−r  ��S�'��#��*���−r 
��������
� 6��'��2��0���� ���$'��< �)��! τub(H)

qs OH ���+��I��
−r  ��S�'��#��*���−r 
��������
� ����	��. 6��'��2��0���� ���$'��< �)��! τ ∗ub(H)

Cp OA ������
��������
� (��'������S V��K��� def(A)

pB OM��K��2��	��0 ����)��#���������� J��2��	��3��" ISR

C[ O]���������2��0 ����)��#���������� J��2��	��3��" SDR



B OP �������
 ����������� ���
 r���������0 ,����������0 MP

B OP �������
 ����������� ��)��K��0 |P |
\C OP �������
 ����������� )�����
 dim(P)

A[ O���0���� F��
���� Γ(G)

\o OH��3�����% ����0���� F��
���� Γ̂(G)

o OG 
����� M��K��2��	��0 F�����2��W��0 I(G)

o OG 
����� ������9���< F�����2��W��0 flag(G)

Z[ OΔ ���.����" F�����2��W��0 ���*���n'���'������ �)��#��������� η(Δ)

Z[ O���K��3��K��� L�������% ���
 Δ ���.����" F�����2��W��0 �� ���2��?������������. �n'���'������'��. (>���� /��3��0�i H̃ i(Δ,R)

ZA Oσ {����" )���'��3��< lk(σ)

o\ OX ���!'�����W��0 t)��7��0 ����)��
 conv(X)
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�� �� >� �� �2� �"�� /���� �� G��� �. (��� �-� �2� �"�
 ��K� �3� �K� �� �� G�'���� �� �� ����� F��
�� �� /���� �����
 ������ ���6����. > H���� �2� �I��0 =������ �0 ������H�������� �� ��'��� /��3� �#� �9�J� �� G)��������0  ��"��
G ��"� 
����� M���� �*��0 ���N���� �)��! �����
 /��3� ���� �< 6����. E��� > 
����� =4��K� �2� �"� �)��! �����
 D���
 6����. E��� �� �2� �0�����< /����
M� �0�� �.−NP M� ���� �	� �0 �� �N� ��� �)� �! > =4� �K� �2� �"� �)� �! �� ��� �"�� �7� �0 �� �. /� ��� �'� �8> �� �
 �� �.  � �"� /� ��� �� �8'� �� L� ���� �8 �� �2� �*� ��
(�'��I���� (��)���� ���
 ����R��S ���
 �����T��3���� �'��� ���
U  ��"� ������"���7��0 M��
���� ������������8)��#��9 6���0� �� ��'��� ����2��� F��
���� O)��#��2��	���
�)� �! �� ��� �"�� �7� �0 V��K� ����� �
 ��� ���
��� �� ���� �
 �� �. �'� �$��� �0 �� �W� �3� �2� �� X�� �S �'� �� �� �
 GP�� L����� �K� �� �� 6Q 6�'� ����� �0 E��9'� �.
���
����
 V��K�������
 ������
����� �� ���2��0�����< >� /���� ������ O(�'��
 ������������8)��#��9 
����� M�����*��0 ���N���� �)��! > 
����� =4��K��2��"�

G ��"�  ��3������� M��
���� ����3��	��
 ��'��� ����2��� F��
���� O���N���� ���8'��� M��
���� ����������Y���> > M��3���� /���� ���
 G)��#��2��	���
���?�� ��� �0 �� ���
��� �� �� ����� ���� ��� ������ �
 ������ ��� �� :���"��� �
 �� �� �0�� �� F� �
�� �� O�������� �*� ��� �� > ����>��� ��Q Z[[\ =���" ��
�)� �! �� �
 ��'� �� ��� �2� �� F� �
�� �� �� �. �� ��'� ���6�� ��� �� OF� ���> �� > ���� ��'� �� ��� �2� �� F� �
�� �� �� �
 �� �
�� �+� �0 �� �2� �3� ���� �0 F� �
�� �� /� ��� G)� ���'� ��� ��

G ��"� ����������
 �� (����-��2��"� ���
 �������������� �)��! ����������R��0 �����
 ���]��
� ���0���� F��
���� O ��$�� ^��������� 
����� =4��K��2��"�



A M��`��?
���� ��
 ��,��� 8�� ��!���#��� � �������I���
(����-��2��"� ��'��0 _���0)��K��0 > H����������� O����������R��0 ��'��0 |'��%'��0 �� ����`��2��I��0 ���}��I�������� ���
 (����$� /�����% M��`��? /���� ��

G ��$�� J��3����'��S ���0�����6�������< ������M��`��? L������R��0 ���
 ��>���0 6�������< �� > J��3��#��.����0 6���3��
 �� )�����
 ������M��`��? ��
�����
 ���1��#� �� G)��#� �2� �	��� ���#� �$Q 
����� �������~��� ���3� ��>� J��3� �����-��0 ���
 &���2� �7��0 6����)��#����'��S J��3� �#� �.����0 ����? ���0�����6�������< /���� ��
|���8�� �p� ���
 �� ()��#� ���'��S ��������3� �
 _���3� ��]� �8 �����
 > J��3� �#� �.����0 ��>Q����� �� J��3� ���� �-� �0 �� ���S���
 �� �������� �� 6)��$ 6���	��*���

GJ��3��������0
> �� ���:u� &�� �� �� �
 �� �1� ���� �� �� �!'� ��� �W� �0 E� �� V (G) 6Q �� �� �. G = (V (G), E(G), IG) L� ���� �0 �� ���� �� �� �" �� �

E��� E(G) �� '��w��! ���� ���
 ���.  ��"� |'���>  ��$���N��� IG > �����=���� &���� ���
 V (G) �� �]��W��0 ���!'�����W��0 E��� E(G)

O�'��$����0 (��� ������ ��� �� IG(e) = uv M��*��$ ���
 �� �. )��#� �.����0 ���3� �~��� �� V (G) �� _>���-� �2� �0 ��� �0>]��� �� �� > L����� �0�� �� �>�
G�'��$����0 (��� ����������� G = (V,E) M��*��$ ���
 :'���� > �����=���� ���!'�����W��0 ���
 G 
����� �D'��������0 G�'��$����0 ���2��-��� 
�����
�����=���� �������#��! ���
 > �'��$����0 ()��3��0���� =���� ���.  ��"� V ���!'�����W��0 ���������!'�����W��0����� �� ������!'�����W��0 H 
��������
� E���
G�'� �$��� �0 (��� �� ���� ��� �� H = (V,E) M� �*� �$ �� �
 �� ���:u� > �� ���=�� �� �� �!'� ��� �W� �0 �� �
 H 
��� ���� �
� G)� �#� ��'� ����� �0 :u�
����������� N [u] ���
 ]��3��� u �'��S > u �������������	������ M��0���$ :'���� ���!'�����W��0 > N(u) ���
 u:u� �������������	������ ���!'�����W��0
�V ��� ��� �� �� �
 > J� �3� �0�� ����� �0 ���x�� ����� �!'� ��� �W� �0 J� �2� �	� �3� �" �� V �� �!'� ��� �W� �0 ��� ����� �!'� ��� �W� �0�� ��� &�� ��� �� (��'� ���� �S G�'� �$��� �0 (���
������
 ���-���y��0 /��3��0�i O[k] �������� ���
 �, ..., k ���!'�����W��0 OZ+ �������� ���
 ���-��#��0���� ���3��7��� ��)��!� ���!'�����W��0 GJ��3��������0 �����������
������
 >� ������S�� t���% 
������0 ]��3��� x · y ���� > 〈x, y〉 �������� G)���'��$����0 (��� ����������� ‖x‖ ���
 ]��3��� 6Q &���� > xi ���
 x

G�'��$����0 ���2��?���� ���~��� �� 1n _�'��� ���
 n ='��� �� A &������� ������
 /��3��#��9�J��� G ��"� y > x



����3��� ��'��0 J��3������-��0 > ���0)��K��0 GA M��`��?Z

0���W��� A�������I��� � J�� ���Z���[ \������;���� M<M
����3��� ��'��0 ���0��� �� ���. ���R��S������8 T������K��� �� ���S���
 > J���������<����0 
����� E��� /��3��"4��<D ,����������0 ���?������0 ���
 ���0��� ��

G)��3��#��. ������8����0 �A[� ���
 ��������3��
 ����������R��0 �����
 GJ��3��#��.����0 6���3��
 �� )��#��2��	���
���������� ]��3��� > )��$���
 ���-��#��0���� 6Q (Y���>��������K��0 ������� (�������� �'��$����0 ()��3��0���� ������	��� �����������
��������� A 6����K��2��0 ,����������0

G)��#��$���
  �����v��0 6Q (Y���>��������K��0 ������� (��������  ��"� ������	���
���.  ��"� |V | × |V |,����������0 E��� OJ��3��������0 ����������� LG ���
 ���. G 
����� ������
����� ������������ M<M<M ]������&��;

G�'��$����0 H���������� ����� _�'��� ���


LG(u, v) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

deg(u) u = v;

−� (u, v) ∈ E;

� _�'���� /���� ���3��5 ��G
�

,� ���� ���� �0 E� �� LG ,����� ���� �0 O � �"� G ���� � �1� �8 
��� �� |'� ��> ,� ���� ���� �0 D �� �. LG = DDT �� �. �� �8�6Q ��
G�'��$����0 (��� ����������� λmax(G) ���
 LG ,����������0 (Y���>��)��K��0 /��������z�]��
 G ��"�  �����v��0 /��3�����0�������3���
G����. J��3����'��S �>���0 �� 6Q (Y���>��������K��0 > /��3��"4��<D ,����������0 ����������Y���> �� ���S���
 ���0��� ��

�� G�'��$����0 (��� ����������� G ���
 G 
����� M�����*��0 G)��$���
 :u� n ���
 ���?����� G )��3��#��. ����? �A[� Q<M<M '��^��/
G)������������
 ����� T������K��� _�'���� /����

Grank(LG) = n− c (�����6Q O)��$���
 �)��#��������� ���-���y��0 c ����� G ���� � GA
Oi �� �� ���� �
 (�� ���6Q O)� �#� �$�� �
 G /� �3� �"4� �<D ,� ���� ���� �0 (Y� ��>�� ����� �K� �0 λ� ≤ λ� ≤ · · · ≤ λn = λmax �� �� � GZ

Gλi(G) = n− λn−i+�(G) O� ≤ i ≤ n

6�'� �#� �! �� �
 n ��� �*� �� (�� ���6Q O)� �$�� �
 �)� �#� ��� ��� �� �� �-� ��y� �0 c̄ ����� G �� �� � Gλmax(G) ≤ n OG 
��� �� �� �� ���� �
 G\
G ��"� c̄− � ���
 ���
����
 LG (Y���>��)��K��0

G)���Q����0  ��"� ���
 ]��3��� G (Y���>��)��K��0 /��������E��9'��. /��3��0>� Oλmax(G) /��2��$�� ���
 �'��? (��]��� &>�  �����	��� ���
 ���#��

G�'��$����0 ()���� ���2����� ���
 ����� (��]��� �'��? H���������� ���
 ���8'��� ���
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�������� x ���	��
 	��� ��	��
 U<M<M '��^��/

xTLGx =
∑

(u,v)∈E
(xu − xv)

�.

_�'� ��� /� ��� �� GP�� ���� �K� ��� ��� �0>]� �� �� ��U )� �$�� �
 G �� �� �?��� ���� ��� H )� �3� �#� �. ��� �? �A[� R<M<M '��^��/
Gλmax(H) ≤ λmax(G)

G�'��$����0 (��� ����������� Δ(G) ���
 G 
����� ���8�� J������]��. ���0 ����2��$'��� /���� ��
> )� �$�� �
 )� �#� ��� ��� �� G �� �� � (>4� �!� �� �
 Gλmax(G) ≥ Δ(G) + � OG 
��� �� �� �� ���� �
 �ZA� _<M<M '��^��/

Gλmax(G) > Δ(G) + � (�����6Q O|V (G)| > Δ(G) + �

�������Y,��C,���,��; A�������I��� Q<M
����3��$� 6�'��#��! ���
 �� �����6Q 6�'�������0 ���.  ��"� ���.����" ������F�����2��W��0 &'��1��-��0 �n'���'��<'��� > _���3�����3��.���� /��3��
 ^��������� M��0���!
���3��~��� �������3�����3��.���� ����3��$� �� ������� |�'���� G ��?���� ���~��� �� ���x�� ������!'�����W��0 J��2��	��3��" 6������� ���#������ �������3�����3��.���� ���7��0
���~��� �� ���
 ���. )��#� �$���
 ^����� ���� �� ���x�� ������!'�����W��0 ������J��2� �	��3� �" ���
 )��#� ���'�������0 GGG > ���������?� O�����
��������
� O�����
�����
��� �3� �$� �� �
 �� �� �*� ��n'� ��'� �<'� �� ��� ���� �w� �? 6�'� ����� �0 �� �.��� �" ��� ���F� ��� �2� �W� �0 6�'� �#� �! �� �
 �� �x�� ��� ���J� �2� �	� �3� �" /� ��� /� �2� �?�� ��
> )������3� ������0 ������ ����������R��0 ��'��0 ������ �8 �n'���'��<'��� �������>� ���
 �������w��? /���� G����. ���@���#� �2� �0 ���"����
 ��'��0 �������3� ��� �3� �.����
J��3������-��0 �� ���S���
 ���I��
 /���� �� G ��"� �������� ����3��$� �������3�����3��.���� X�'��S ���
 r���������0 �����6Q ���.n'���'��<'��� X�'��S L�����5�

G�'������ ������8����0 �As� ���
 6�'�������0 ��������3��
 _���7��3��%'��� �����
 G�'��$����0 (��>Q ���*���n'���'��<'���
�� �� �1� ���� �� (��'� ���� �S E� �� OV �� ���� �#� �2� �0 �� �!'� ��� �W� �0 �>� Δ ��� ��� �� �� ����� �
 �� ��� ��� ��� �� E��� �As� M<Q<M ]������&��;

G)��$���
 ���������
 ����� ^���$ >� ���.� ��'���� ���
  ��"� V ���������!'�����W��0�����
O{v} ∈ Δ Ov ∈ V ���� �����
 �

G)��$���
 Δ '��w��! ]��3��� F (�����6Q F ⊆ K > K ∈ Δ ���� � �
����� _�'��� ���
 ���. (��� ����������� d ���
 �� F {����" )�����
 G�'��$����0 ()��3��0���� ������
 ���� > 
���� Δ ����w��!�

d := dimF = |F | − �,

�� ��� _�'� �� �� �
 ]� �3� �� Δ �� ��� � /� �3� �#� �9�J� �� G�'� �$��� �0 �� �2� �-� �� ]� �3� �� `��� ��−d �)� ��� �
 d ��� ���{��� �" �� �
 > ()� �$ H� ���� ��� ��



����3��� ��'��0 J��3������-��0 > ���0)��K��0 GA M��`��?o

G�'��$����0 H����������

dimΔ := max{|F | − � : F ∈ Δ}.

��� �
 O)� �$�� �
 �� �2� �$�� ���x��  ��3� ���� �S (�� ���� �� O�'� �$��� �0 ()� �3� �0�� �� ������� �
 �� ��� ��� ��� �� E��� H 
������� �
� =�� �v� �0 6�'� �#� �! �� �

6Q ������`����� �� H ������=���� G)��$���
 H �� �������� ]��3��� τ (�����6Q Oτ ⊆ σ ���� � H �� σ =���� ���� �����
 ���. ���#�����0 /����
�� ���(��'����� �S ���.����" F�����2� �W��0 E��� �� ���N���� ����'������ E��� G�'��$����0 ���2� �-� �� 
��!� ��� ��" 
��#$��������� 6Q :'���� ���!'�����W��0 ���
 >
�� ��������$'��S ������� (��'������S /��3��#��9�J��� G�'��$����0 (��� ����������� I(G) ���
 ���.  ��"� G 
����� �� M��K��2��	��0 ���������!'�����W��0

Gflag(G) = I(G) ���N���� 6���3��
 ���
 G)��#��0��������0 ������%���� ������������� O(��� ����������� flag(G) ���
 ���. �� G
�� �. ��'� �� �� �
  � �"� Δ �� �� �!'� ��� �W� �0�� ��� E� �� Δ �� �.��� �" F� ��� �2� �W� �0 �� �� ��� ��� ��� ���� ��" E��� �As� Q<Q<M ]������&��;

� G)��$���
 ���2��	��
 ��������8> /��2��$�� ���
  �����	��� �����������! ���
 ���� > )��$���
 ���.����" F�����2��W��0 E��� ��'��S
������{����" ������� M��0���$ ���.  ��"� Δ ���.����" F�����2��W��0 E��� �� ���&��'��
(−k OF�����2��W��0����� E��� �� J��1��0 =���v��0 E���

G ��"� k ���v��. �)��� )�����
 �� Δ
)(�����*��� �����
 6Q ���
 O�'��$ ���2��?���� ���~��� �� ������3������� O{����" E��� :'���� ���!'�����W��0 �����
 (�������� U<Q<M ]������&��;

� G�'��$����0 ���2��-���
(��'� ���� �S E� �� (�� ���� �� O()� �3� �0�� �� +���� ��$� ��$� ��$� �, �� f, g : X → Y �� �2� �"'� �3� �<  � �$�� �N� �� >� �As� R<Q<M ]������&��;
> f� = f �� �.� ��'� ��� �� �
 )� �$�� �
 �'� �8'� �0 t �� �
 �� �2� �	� �
�> �� �2� �"'� �3� �< �'� ��� �� �
 ft : X → Y ������ ��$�� �N� �� �� {ft}t∈[�,�]

� G�'��$����0 (��� ����������� f ∼ g �������� ���
 E��3��<'���'��0'���  ��$���N��� >� Gf� = g

���2��"'��3��< ������ ��$���N��� (�������� O()��3��0���� ����$���$���$��, ")(�-��, �� Y > X �n'���'��<'��� ����w��? >� �As� _<Q<M ]������&��;
 ��$�� �N� �� �� �
 �'� ��'� �0'� �� f ◦ g : Y → Y L��3� �.�� �� �� �.� ��'� ��� �� �
 )� �#� �$�� �
 �'� �8'� �0 g : Y → X > f : X → Y

� Gg ◦ f ∼ idX > )��$���
 idY �����������

���!�.����/ 0������3 4������5��
 U<M
��>Q��� �� �� �� �R� �S�� ��� �8 �� �� ��� �3� ���� �-� �0 �)� �2� �
� G)� �$ J� �3� ���'� �S �� �#� �$Q 
��� �� ������ �
 �� ���� ��� �� H� ���� ��� �� �� �
 �� �I� �
 /� ��� ��

GJ��3��#��.����0
W �>� ���.��/�� 0���1 E��� G)��$���
 F 6�)��3��0 �>� �������
 ����w��? E��� W )��3��#��. ����? �AA� M<U<M ]������&��;
V��3��`��I��� F �� �� b(x, y) �������*��"� E��� W �� y > x �����������
 �� L������0  ��-��8 ���� ���
 ���.  ��"� b )��#������0 ������
����



����3��� ��'��0 J��3������-��0 > ���0)��K��0 GA M��`��?s

G)��#��. �)��� ����� r�������$ �� > )����

b(cx� + x�, y) = cb(x�, y) + b(x�, y),

b(x, cy� + y�) = cb(x, y�) + b(x, y�).

�(�������� O�'��$����0 ()��3��0���� 2$��3��*���������� W �������
 ����w��? E��� �>� b 6'��9 ���R��S>� ���0���? �AA� Q<U<M ]������&��;
G)��#��. �)��� ����� r�������$ ��

Ob(x, y) 
= � ���. ��'��� ���
 ���� �'��8> W �� ��y OW �� x ���-������� ������
 ���� ���� ���
 GA
Gb(x, y) 
= � ���. ��'��� ���
 ���� �'��8> W �� ��x OW �� y ���-������� ������
 ���� ���� ���
 GZ

�GJ���������<����0 G 
����� �������
 ����������� H���������� ���
 �'��? H���������� >� �� (����-��2��"� ���
 =����
�� �3� �7� �� �)� �! E��� d )� �3� �#� �. ��� �? G)� ���� �3� �N� �
 �� �~� �� �� �� 6Q �� C > B OA OS ��� ����� �!'� ��� �W� �0�� ��� > F 6�)� �3� �0
:'� ��� �� �
 G (��� �" 
��� �� 4)(��� � 5� ���� ��� �� G)� �$�� �
 6'� �N� �1� ��� ���� �� �� �R� �S>� &�� �? E� �� Fd �>� b(x, y) >  � ��� �v� �0
)������ ������ S �� ����−→vi ���������-���y�����0 ���.� ��'���� ���
  ��"� Fd �>� −→v� , ...,−→vn �����������
 ��  ��	��3��� E��� v�, ..., vn
> b(−→vi ,−→vj ) ∈ B (�����6Q O)��#��$���
 �>���W��0 G �� vj > vi ���� � /���� ���
� (>4��! Ob(−→vi ,−→vi ) ∈ A Oj > i ���� �����
 >
���
 Fd ����w��? �����������
 X���`��2��S� O
����� �������
 ����������� ���N���� 6���3��
 ���
 Gb(−→vi ,−→vj ) ∈ C _�'��� �/���� ���3��5 ��
:u� >� _�>���W��0 &)��! > _�>���W��0 O������
 >� /��3��
 V��I��+��0 ������R��
�� T������ ���
 ���.� ��'���� ���
  ��"� 
����� :'����
�������
 ����������������� �� ���-�����2��I��0 |�'���� C > B > A H�����2��I��0 ���������!'�����W��0 /��2��?���� ���~��� �� ���
 G�'��$����0 V��I��+��0
G ��"� ()��$ &���W���� �A� 6���3������)��0 J������S ���0�����6�������< �� �����
����� �������
 ����������������� ���
 ��>���0 G ��"� ()��$ H����������
����� �
 >� ����� �S�� t���% M���� �! > A = C = [�,+∞) OB = [�,+∞) OS = F = R /��2� �?�� �� �� �~� �� �� �� �


G ��"� ()��$ H���������� �������������� �������
 ����������� &���� ���
 
����� �������
 ����������� �� �������S |'��� b F��
���� 6�'��#��! ���

�� �
  ��
�� �x d �����
 P (v) ∈ Rd ������
 E��� �� P V��3� �`��I��� E��� G 
����� �� �� ����� ���� ��� �������
 ������ ��� �� E���
�������" �����
 > P (u) ·P (v) ≥ � )��#��$���
 �>���W��0 G �� v > u:u� >� (�������� ���.� ��'���� ���
 O ��"� 
����� :u� ����
(�������� O�'��$����0 ���2��-��� P �����
 �������������� E��� V �>� α ���-��#��0���� ������
 E��� GP (u) · P (v) ≥ � Ov > u:'����
��α ��� ������� �
 �� ��� �� �>�∑

v∈V
α(v) /� ���� ���J� �. |P | ��)� �K� �0 G∑

v∈V
α(v)P (v) · P (u) ≥ � Ou :u� �� �� ���� �


Γ(G) ���
 G �������
 ����������������� ������� �>� |P | J���������<'��" G)��#��2� �	��� �������������� P �������
 ����������� �����
 ���.  ��"�



����3��� ��'��0 J��3������-��0 > ���0)��K��0 GA M��`��?p

���N���� _�������! ���
 G�'��$����0 ()��3��0���� ���0���� F��
���� > �'��$����0 (��� 6���+���

Γ(G) := sup
P

min
α

∑
v∈V

α(v),

G ��"� P �������
 ����������� �����
 �������������� ������
 α ���.
���'��0 L�����5� �� ����`��2��S� �����
 /�������
���#��
 G�'��$����0 (����-��2��"� �������������� �������
 ����������� �� ���1��#��� ���0�����6�������< /���� ��

GJ��3��#��.����0 (����-��2��"� �������
 ����������� _�������! �� ���1��#���
�� ��� �"�� �7� �0 �� ��� �.  � ���� �� �� G)� �$ �� �?�� ��� �0 �\� �� &D'� �+� �0 > �� ���� �
 O�� ��>��� ��Q r� �"'� �� Z[[\ =�� �" �� �� �0�� �� F� �
�� ��
()� �$ (��� �� �2� �0���� �< /� ��� ���� �
 /� �3� ���� �< > D�� �
 ��� ���6��� �. G � �	� �3� �� ���(��� �" ��� �. H� ��� �2� �I� �0 ��� ���
��� �� ���� �
 �� �0�� �� F� �
�� ��

G ��"� ()��$ ������"���7��0 �����>� > �������3��	��0 O����� ��S�� �����
 Γ(G) T��3���� ��)��K��0 �����6Q �� (����-��2��"� ���
 ���.  ��"�
/� ����� �
�� �#� �
 >  ��"� 
��� �� M� �K� �2� �	� �0 F� ��� �2� �W� �0 �� �*� ��n'� ��'� ��� �� �)� �#� ��� ��� �� ���� �
 /� �3� ���� �< 6��� �. E��� F� �
�� �� /� ��� /� �3� �#� �9�J� ��

G ��"� ���*���n'���'��<'��� �������>� T������� �� T��
���R��� �������	��0 ����������R��0 �����
 ���)��K��0
����2� �� F��
�� �� �>� ���
 �� �
�� �+��0 �� ��������
 �� (����-� �2� �"� �� �
 &'��1� �-� �0 /���� �� G���� ���2� �� F��
�� �� �� �
 �� �
�� �+��0 ���2� �3� ���� �0 F��
�� �� /����

G�'��$����0 (��� ����������� �������
 �'��� ���
 
����� �������������� �)��! )��������0 ����������� �� 
����� =4��K��2��"� �)��! ���. ��'���
/���� H���������� �� ���. )��$ ���?������0 �A\� �� ��'��� r��"'��� ABCB =���" ��  ��"� 
>������0 ��'��� �)��! ���
 ���. ���2��� F��
����
G��� �. �� ��� �8��� �0 �A� �� �
 6�'� ����� �0 _�� �3� ��]� �8 �� �
 �� ���� �#� �$Q ���� �
 >  ��"� ()� �$ (��� �-� �2� �"� )� �0�� ��� �2� �0 ������ �
 ������ ��� �� �� F� �
�� ��
���8�6Q �� /��3��#��9�J��� G ��"� ������������8)��#��9 6���0� �� 6Q 6�'��
 ������"���7��0 M��
���� ���2��� F��
���� ��'��0 �� ���8'��� M��
���� > J��1��0 ���2��*���
�� �2� �0���� �< >� /� ��� �� ��� �"�� �7� �0 > ��� �3� ����� �0 ���� �� ����� �$'� �S �)� �! > �� ���
��� �� �� �N� ��� �)� �! �� �2� �0���� �< >� /� �3� �
 F� �
�� �� /� ��� �� �.
 ��"� �� �
��� �
 J� �� �� �
 �� �2� �0���� �< >� /���� �� ���6Q �� �� �. V��K� ����� �
 ��� ���
��� �� )� �#� ���� �0 �� ���� ���
��� �� ���� �
 O ��"� M��0�� �.−NP

GP�AZ� U )���Q����0  ��"�� ���
 ������������8)��#��9 6���0� �� ���2��0�����< >� /���� ���2��� F��
���� ������"���7��0 T������� ��  ��-��� 6�'�������0
G ��"� ���R��
�� /���� �� ()��0Q  ��"� ���
 ;������2��� ���3�����. > ���0���� F��
���� ����������R��0 > �������#��$Q ���0�����6�������< /���� 
)���

�������
���������� ����%��9���� R<M
���� �� �� ��� ���� �R� �0 ��'� �0 ��� �3� �� )� �� �� �\� F� �8�� �0 > M� �0�� �. �'� �� �� �
 �ZA� F� �8�� �0 L����� �R� �0 ()� �$ �� ��� �" �� �0�� ���6�� ���� �< �/� ��� ��

GJ��3��2��S�����< ����3��� ��'��0 _���0)��K��0 6���3��
 ���
 �)��2��
�  ��$���� ���. ������`��? �� G)������3���
��������������� H�����2��I��0 ��������2��0�����< �� ���S���
 /��3��#��9�J��� GJ���������<����0 ���0���� F��
���� T��3���� H���������� ���
 �)��2��
� Z M��`��? ��
F��
���� �� ����N���� |'��� ,�����" GJ��3��������0 ������ ����������R��0 ��'��0 �� )��#��������0  ��"� ���
 ���0���� F��
���� �����
 ���
'��S ������6����. ���.
���"����
 ]� �3� �� 6Q �����
 �� �� �0�� �� F� �
�� �� ���� �
 ()� �$ �� �2� �-� �� L����� �R� �0 > ���?�� ��� �0 �� H��3� ��� �% ����0�� �� F� �
�� �� 6�'� �#� �!  ��7��� �� �0�� ��

GJ���>�����0 ���0���� F��
���� ���
 6Q ^��������� > �������
 ����������� )�����
 �����" ���
  ������1��� �� GJ��3��#��.����0



����3��� ��'��0 J��3������-��0 > ���0)��K��0 GA M��`��?C

�� �~� �� �� �� 
��� �� �� �� ���:u� �� �3� �v� �*� �� ]� �3� �� > �� ���
��� �� t�� �% > F� ��� �8 �� �3� �~� �� �� �-� ��� �2� �I� �0 ��� ���M� ��� �! \ M� �`� �? ��
J��3��������0 6���+��� /��3��#��9�J��� GJ��3��#��.����0 ���"����
 =������!� /���� �>� �� H��3�����% ����0���� F��
���� > ���0���� F��
���� ����2��?� > J������3�������0

G ��"� ���������
 H��3�����% ����0���� F��
���� �����
  ��"� �������������� �)��! ���
 ^��������� �� ���. ���#���]���> :)���
�������0)��K��0 J��3������-��0 �)��2��
� �'��~��#��0 /���)��
 GJ��3��#��. (����$� ���0���� F��
���� �������3�����3��.���� ���������
 ����. ���
 J��� ��� )��`��� o M��`��? ��
> J��3��#��.����0 6���3��
 �� ���0���� F��
���� ���
 6Q ^��������� > �����
��������
� �����
 =���� ���3��w��� J��3��������� ,�����" (����. 6���3��
 �� �����
��������
�

GJ���������<����0 �]����� :)��� ���
 r���������0 ���������:)��� 6���3��
 ���
  ������1��� ��



Z M��`��?
�L 0���!������
 � �������/ P��3���;
H� ��� �2� �I� �0 ��� ���� �2� �0���� �< �� |'� �� )� �#� �9 ,� ��� �" O�� �2� �S���� �< �� �0�� �� F� �
�� �� &'� �1� �-� �0 T� �3� ��� H� ���� ��� �� �� �
 �)� �2� �
� M� �`� �? /� ��� ��
�� ��� ���� �R� �0 �� �
 6Q �� ,��< GJ� �3� ������ �0 ���� �� �� ��� ���� �R� �0 ��'� �0 �� �� �0�� �� F� �
�� �� �� �
 �� ���6Q �� �R� �
�� > (��� �. �� �?�� ��� �0 �� ��� ����� ���� ���
�� �?�� ��� �0 �� �
  � ���� �1� �� �� GJ� �3� �#� �.��� �0 �� �"��� �
 �� �� �0�� �� F� �
�� �� �� �
 6Q ^�� ��� ���� > J� ������� �<��� �0 �� �*� ��n'� ��'� ��� �� �)� �#� ��� ��� �� �� �2� �0���� �<
>  ��S�����< J��3����'��S H��3�����% ��������������� �������
 ����������� 6�'��#��!  ��7��� ��������������� �������
 ����������� �� ���N���� �������'���
J� �1� �0 :)� �� > J� �3� ������ �0 ���� �� T� �3� ��� �R� �� ��'� �0 )� ��)� �8 H����� ��� �� /� ��� �� �
 �� �� �0�� �� F� �
�� �� �>� ()� �$ &�� �W� ��� _�� ��� ���� �R� �0 &�� ��� ��
������ �
 ������ ��� �� )� ��� �
 ��'� �0 �� ����� ���� �R� �0 6�� �3� �
 �� �
 6�� ���� �< �� GJ� �3� �#� �.��� �0 ��� �R� �0 �� H����� ��� �� >� /���� ^�� ��� ���� �� �
 ^'� �
�� �0

G ��"� �ZA� F��8���0 �� ���2��?�������
 M��`��? /���� L������R��0 GJ���������<����0

Γ(G) �������/ P��3���; M<Q
GJ���������<����0 G 
����� �����
 �������������� �������
 ����������� ���?������0 ���
 �)��2��
� ��

�� ���`��3��`��I��� ���� > ��������L��	��9���
 E��� G 
����� �����
 ���6�
��7���8( 4)(���� 5����������E��� �ZA� M<M<Q ]������&��;
O)� �#� �$�� �
 �>�� �W� �0 G �� v > u �� �� � �� �.� ��'� ��� �� �
  � �"� 
��� �� ��� ���:u� �� �
  � �
�� �x d ���� �
 P ∈ Rd ��� ��������� �


GP (u) · P (v) ≥ � _�'��� �/���� ���3��5 �� > P (u) · P (v) ≥ �

����� /���� �����
 �� ������� ���� ��� �������
 ������ ��� �� E��� �� ��� 
����� �� ()��$ (��� 6���+��� �����������
 =���v� �0 6�'��#� �! �� �


G)��#��.����0 V��I��+��0



6Q ������6����. > ���0���� F��
���� GZ M��`��?B

( �� , �, �)

(�,�,−�) (− �
� , �, �)

(�, �, �)(�, �,−�)

:u� �� �� �� �
 �� �. ����� ��'� �� �� �
 P : V → R �� �1� ��)� �
 �� ����� ���� ��� ������ �
 �� ���� ��� �� 
��� �� �� �� ���� �
 (��� �" �'� �� �� �

G���� �'��8> OJ��3���� X���`��2��S� � ��)��K��0

/� ����� �
�� �#� �
 G�'� �$��� �0 (��� �-� �2� �"� �� ����� ���� ��� ������ �
 ������ ��� �� �� �� �1� �#� �� �� �0�� ���6�� ���� �< /� ��� �� J� ����� �. (��� �$� �� �. �� ��'� ���6�� ��� ��
� GJ��3��#��.����0 (����-��2��"� �������
 ����������� _�������! �� ���1��#��� ���'��0 L�����5� �� ����`��2��S� �����


�� �.� ��'� ��� �� �
 J� ���� �3� ����� �0 �� �~� �� �� |V | × |V | �� ��� ���� �0 �� MP ,����� ���� �0 E��� P ������ �
 ������ ��� �� �� �� �� �
 �� �@�� �#� �2� �0
�� �
 �� �
��� �
 �� ����� �� �� ��� ���  � �"�  � ��� �v� �0 /� �3� ��� �0��� ��� �3� �� ,� ���� ���� �0 E� �� MP /� ����� �
�� �#� �
 G(MP )u,v = P (u) · P (v)

MP ,����������0 X�'��S ���. ���	����������0 ���� ���
 ���@���#��2��0 ���. )��������0 6���+��� ����� J��� G ��"� ������
 >� ������S�� t���%�M�������
G���� �'��8> �������������� �������
 ����������� E��� ���� ��

�� �
 ���� �'� �8> G �� P ������ �
 ������ ��� �� G)� �$�� �
 |V | × |V |,����� ���� �0 E��� M )� �3� �#� �. ��� �? �ZA� Q<M<Q 8��C
���� �����
 > )��$���
 ���-��#��0���� ������������� ���
  �����v��0 /��3�����0�������3��� ,����������0 E��� M ���� � ���1��#��� > ���� � M = MP ���.� ��'����

GMu,v ≥ � O)����>���W��0 G �� ���. v > u:u� >�
M ,����������0 �>� ��  ��	��3� �?���.  ��+������
 _����� �x� �����
 G ��"� ���%�> MP H���������� ���
 ���#� �
 J��� =>� 
���� 
 2���,��� 
,����� ���� �0 ,� �<  � �"�  � ��� �v� �0 /� �3� ��� �0��� ��� �3� �� ,� ���� ���� �0 M �� �. �� �8�6Q �� GJ� �3� ��� �� ����� �� ����� ���� ��� ������ �
 �� ���� ��� �� E� ��
������ U ������6'��2��" �� v :u� ���� ���3��~��� P (v) ������
  ��"� ���?���. /�������
���#��
 GM = U tU ���. ���� �'��8> Ud×|V |

> u ���. Mu,v ������� ���� >  ��"� U ������6'��2��" ������S�� t���%�M������� ���
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