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 هـــمقدم

 

سیخ زطَل فىشی تطش سشضاس اص یىی اص ٍیژگی ّای تاسص سیاؾیاذ، لذسذ هذل ساصی آى اسر. زا

هی زَاى ّایی دس زأییذ ایي هكلة اسر. دس دًیای اقشاف ها، ٍؾؼیر ّای فشاٍاًی ٍخَد داسًذ وِ  هثال

زَسف ًوَداسی هسطىل اص یه هدوَػِ ی ًماـ، تِ ػلاٍُ ی خكَقی وِ تشخی اص ایي ًماـ سا تِ یه دیگش 

 ٍغل هی وٌٌذ، تِ زَغیف آى ّا خشداخر. زدشد سیاؾی ایي ٍؾؼیر ّا تِ هفَْم گشاف هٌسْی هی ضَد.

زطمیمی خزاب ٍ سَدهٌذ  هكالؼِ ساخساسّای خثشی تا اسسفادُ اص ٍیژگی ّای گشاف، زثذیل تِ یه هَؾَع

دس دِّ ّای اخیش ضذُ اسر وِ ایي اهش هٌسْی تِ ًسایح ٍ سَالاذ هسٌَع دس صهیٌِ ًظشیِ خثشی گشاف ّا 

، تِ ػٌَاى هثال خل اسدٍس ّا هكالؼاذ صیادی اًدام گشفسِ اسر گشٍُ ّای ساخسِ ضذُ اص گشاف سٍیضذ. 

ولاسٍ ٍ وَئیي گشاف ّای زَاًی سا . [66] داٍلیي وسی تَد وِ گشاف ّای غیشخاتِ خایی سا هكشش وش

دوسش ػثذالْی گشاف ّای غیش دٍسی سا سٍی گشٍُ [ 6دس ]. ّوسٌیي [66]سٍی ًین گشٍُ ّا زؼشیف وشدًذ

 ّا هؼشفی ٍ تشسسی وشدًذ. 

دس ایي خایاى ًاهِ سؼی ضذُ تشخی خَاظ هْن اص گشاف ّای غیش دٍسی ٍ گشاف ّای زَاًی اص یه گشٍُ 

 ضَد.روش ٍ تشسسی 

دس فػل اٍل، تِ زؼاسیف ٍ هفاّین همذهازی اص ًظشیِ گشٍُ ّا ٍ گشاف ّا وِ دس فػَل تؼذ تِ آى ّا ًیاص 

 [ گشفسِ ضذُ اسر.38[ ٍ ]19[، ]11داسین، هی خشداصین. تیطسش ایي زؼاسیف ٍ لؿایا اص هشخغ ّای ]



 

. ّوسٌیي تشخی خَاظ ولی دس فػل دٍم، تشخی ًسایح تِ دسر اهذُ تشای دٍسی ساصّا سا اسائِ هی دّین

تشای گشاف ّای غیشدٍسی اص یه گشٍُ هاًٌذ ّوثٌذی گشاف غیشدٍسی اص گشٍُ هَؾؼاً دٍسی سا اثثاذ 

 .هی وٌین

دس فػل سَم، گشٍُ ّایی سا هطخع هی وٌین وِ گشاف غیشدٍسی آى ّا خَضِ ًاهسٌاّی ًذاسد ٍ ًیض گشٍُ 

شدٍسی آى ّا هٌسظن اسر. دس اًسْای فػل، گشٍُ ّای غیشدٍسی هسٌاّی سا هطخع هی وٌین وِ گشاف غی

 ّایی تا گشاف غیشدٍسی یىسا اسائِ هی دّین. 

دس فػل زْاسم، تشخی اص لؿایای تِ دسر آهذُ تشای گشاف ّای زَاًی سا تیاى وشدُ ٍ تشای دٍ گشٍُ 

 گشاف زَاًی آى ّا سا تِ دسر هی آٍسین ٍ زؼذادی اص خَاظ آى سا اثثاذ هی وٌین.     ٍ        

 



 

 

 

 

 

 

 فصل اول

 تعاریف مقدماتی و پیش نیازها

دس ایي فػل زؼاسف اٍلیِ ٍ خایِ ای هَسد ًیاص اص گشٍُ 

ٍ گشاف سا ػٌَاى وشدُ ٍ هثال ّایی تشای دسن تْسش 

 .اسائِ هی دّین آى ّا
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 هاای تز گزوهمقدمه 1-1

ای هَخَد تاضذ تِ قَسی وِ     یه گشٍُ دٍسی اسر، ّشگاُ   گشٍُ تعزیف:  1-1-1

  〈 〉. 

〈 〉ضَین وِ  یادآٍس هی  {  |   } . 

 

آى  ،| || ،  یه گشٍُ دٍسی هسٌاّی تاضذ تِ قَسی وِ تِ اصای ػذد اٍل   اگش  [19] قضیه: 1-1-2

 داسد.  صیش گشٍّی اص هشزثِ   گاُ 

 

تِ ای هَخَد تاضذ     سا هسٌاّیاً زَلیذ ضذُ ًاهٌذ، ّشگاُ هدوَػِ ی هسٌاّی   گشٍُ  تعزیف: 1-1-3

 هی ًاهین.   سا یه هدوَػِ هَلذ تشای   . دس ایي ضالر 〈 〉  وِ قَسی 

 

یه ّن سیخسی تاضذ، دس ایي       دٍ گشٍُ تاضٌذ  ٍ   ٍ   : فشؼ وٌیذ تعزیف 1-1-4

 غَسذ،

 هی ًاهین.« زىشیخسی»سا   گاُ آى  یه تِ یه تاضذ،  )الف( اگش 

 هی ًاهین.« تشٍسیخسی»سا   گاُ آى  خَضا تاضذ،  )ب( اگش 

 هی ًاهین.« یىشیخسی»سا   گاُ آى  یه تِ یه ٍ خَضا تاضذ،  )ج( اگش 

 

 {     |   }ی ، دس ایي غَسذ هدوَػِ   یه گشٍُ ٍ   فشؼ وٌیذ  تعزیف: 1-1-5
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(     )یا هخسػشاً       سا تا آى  ٍ گَیٌذ  دس   اسر، ایي صیشگشٍُ سا هشوضساص   یه صیشگشٍُ 

⋂     ًوایص هی دٌّذ. ٍاؾص اسر وِ          . 

 

 ی هدوَػِ    گشٍُ تاضذ. تشای ػٌػش  یه  فشؼ وٌیذ  تعزیف: 1-1-6

 {〈   〉دٍسی اسر|   }        

 هی ًاهٌذ. تِ ٍیژُ   سا دٍسی ساص 

 {     ؛  〈   〉 دٍسی اسر|   }       

 ًاهٌذ.   سا دٍسی ساص گشٍُ 

 

«  دس   ًشهال ساص »تاضذ، دس ایي غَسذ   صیش هدوَػِ غیشزْی گشٍُ   ّشگاُ  تعزیف: 1-1-7

 هدوَػِ ی 

      {   |       } 

 ًاهیذُ هی ضَد.  دس   هضدٍج  {   |     }      آى  اسر. وِ دس

 

 صیشگشٍُ ًشهال غیشتذیْی ًذاضسِ تاضذ.   یه گشٍُ سادُ اسر اگش   گشٍُ  تعزیف: 1-1-8

 

 ّا تا ًواد   گشٍُ تاضٌذ، دس ایي غَسذ ضاغل ؾشب دواسزی         فشؼ وٌیذ  تعزیف: 1-1-9
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  ∏   

 

   

         

 ّوشاُ تا ػول ؾشب هَلفِ ای صیش، یه گشٍُ اسر: 

         (  
      

 )       
        

   

  ٍ    ،       وِ  تِ اصای ّش  آى وِ دس
 -هسسمین گشٍُاًذ. ایي گشٍُ سا ضاغل ؾشب  دس   

 هی ًاهین.        ّای 

 

ّا آتلی تاضٌذ، ضاغل ؾشب هسسمین    ّا خوؼی تاضذ، تِ ٍیژُ اگش   : اگش ػول دٍزائی تذکز 1-1-11

    ّا سا تِ غَسذ   
 ّا هی ًاهین.   سا هدوَع هسسمین آى  هی ًَیسین ٍ            

 

گشٍُ هی ًاهین - سا یه   یه ػذد اٍل تاضذ. گشٍُ   یه گشٍُ ٍ   فشؼ وٌیذ تعزیف:  1-1-11

صیشگشٍُ هی - سا یه   اص   تاضذ. صیشگشٍُ   زَاى هثثسی اص   دس غَسزی وِ هشزثِ ی ّش ػؿَ 

 گشٍُ تاضذ.- یه   گَیین دس غَسزی وِ 

 

گشٍُ هسٌاّی -  یه   گشٍّی غیشتذیْی تاضذ. دس ایي غَسذ   فشؼ وٌیذ [ 19] قضیه: 1-1-13

| |،  اسر اگش ٍ زٌْا اگش تِ اصای ػذد غطیص ٍ هثثر      . 

 

گشٍُ تِ قَس هَؾؼی هسٌاّی گشٍّی اسر وِ ّش صیشگشٍُ هسٌاّیاً زَلیذ ضذُ آى،  تعزیف: 1-1-14

 هسٌاّی اسر.
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آى  ذ،ّش دٍ تِ قَس هَؾؼی هسٌاّی تاضٌ    ٍ   ٍ گشٍُ ّای     اگش  [37] قضیه: 1-1-15

 تِ قَس هَؾؼی هسٌاّی اسر.   گاُ 

  

سا آتلی همذهازی گَئین، دس غَسزی وِ هشزثِ ی ّش ػؿَ غیش   گشٍُ آتلی هسٌاّی -  تعزیف: 1-1-16

 تاضذ.    ػذد اٍل   تذیْی 

 

 گشٍُ آتلی همذهازی اسر.-  یه               مثال: 1-1-17

 

یه ػذد   آى  تاضذ، وِ دس    یه گشٍُ هسٌاّی اص هشزثِ ی   فشؼ وٌیذ  تعزیف: 1-1-18

سا یه    اص هشزثِ   ّش صیشگشٍُ  َسذ. دس ایي غ   وِ  رػذد اٍلی اس  غطیص ًاهٌفی اسر ٍ 

ًوایص         سا تا ًواد   صیشگشٍُ ّای سیلَی  - ی زوام  هی ًاهٌذ. هدوَػِ  صیشگشٍُ سیلَی - 

 هی دّین. 

 

هسٌاّی تاضذ. تِ قَس هطاتِ آى  سا زاب داس گَیٌذ، ّشگاُ هشزثِ ی ّش ػؿَ  گشٍُ  تعزیف: 1-1-19

 ًاهسٌاّی تاضذ. آى  سا تی زاب گَیٌذ، ّشگاُ هشزثِ ی ّش ػؿَ غیشتذیْی  گشٍُ 

ٍ تٌاتشایي ّش گشٍُ هسٌاّی یه گشٍُ هشزثِ ّوِ اػؿا هسٌاّی اسر  یه گشٍُ هسٌاّیدس تذیْی اسر وِ 

زاب داس اسر. اص قشف دیگش، هثال ّایی اص گشٍُ ّای ًاهسٌاّی هَخَدًذ وِ زاب داسًذ. تِ ػٌَاى هثال 

ّایی اص گشٍُ ّای تی زاب ػثاسزٌذ اص گشٍُ  زٌیي اسر. هثال 〈                〉  گشٍُ 

 ( .اسرداس ٍ ّن تی زاب  ّن زاب  وِ گشٍُ تذیْی . )زَؾیص ایي ٍ   ٍ   ّای خوؼی 
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تِ غَسذ صیش  سزیٌی زؼوین یافسِ گَیٌذ وِگشٍُ وَا ،   تِ اصای  سا   Qگشٍُ  تعزیف: 1-1-21

 اسائِ هی ضَد:

    ⟨   |     
            

           ⟩ 

 دٍسی اسر. آى  اسر ٍ داسای ایي خاغیر اسر وِ ّش صیشگشٍُ آتلی   ایي گشٍُ اص هشزثِ 

 

گَیٌذ وِ تِ غَسذ    سا گشٍُ دٍٍخْی اص هشزثِ ،    وِ دس آى     گشٍُ تعزیف:  1-1-21

 صیش اسائِ هی ضَد:

    ⟨   |                   ⟩ 

  

 .هی خشداصین   ٍ گشٍُ دٍ ٍخْی   Qگشٍُ وَاسزیٌی تِ همایسِ ایٌه 

 داسای ًوایطی تِ غَسذ صیش اسر:  Qگشٍُ وَاسزیٌی 

Q  ⟨   |                    ⟩  {                      }  

                                 

                       
 

⇒           

                                   

 
⇒           

                                
 

⇒           

    Q   {  Q | 〈   〉   تِ اصای ّش   اص   دٍسی اسر}  {    } 

      {    } 
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 ػثاسزٌذ اص:  Qصیشگشٍُ ّای 

    { } 

   {    } 

   {         } 

   {           } 

   {          } 

   Q  

 

 

 داسای ًوایطی تِ غَسذ صیش اسر.   گشٍُ دٍٍخْی

   ⟨   |             ⟩  {                      } 

                                 

                   

 
⇒          

                                   

 
⇒           

                                
 

⇒           

        {    }       {    }  

 ػثاسزٌذ اص:    صیشگشٍُ ّای 

   {         }     { }  
   {          }     {    }  
   {           }     {   }  
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    {    }  

    {     }  

    {     }  

 

سیخر  هی تاضٌذ وِ تا یىذیگش یه 8دٍ گشٍُ اص هشزثِ    ٍ   Qّواى قَس وِ هلاضظِ هی ضَد. 

 . ًیسسٌذ

دٍسی اسر وِ تا ایي گشٍُ دس فػل تؼذ آضٌا هی  وِ گشٍُ دٍٍخْی، گشٍّی غیش هَؾؼاًلاتل روش اسر 

 ضَین.

 

 هی تاضذ.  تِ   اص  دٍسَئی، یه زاتغ  یه خایگطر سٍی هدوَػِ ی ًازْی  تعزیف:1-1-22

 -ًوایص هی   سا تا  {       }  ػؿَی - هدوَػِ زوام خایگطر ّای سٍی یه هدوَػِ 

 هی ًاهین.  یا گشٍُ هسماسى اص هشزثِ   سا گشٍُ خایگطسی اص هشزثِ آى  دّین ٍ

 

 تذکز: 1-1-23

 . { }      غیشآتلی اسر  ٍ    ، گشٍُ    )الف( تشای ّش 
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اسر اگش ٍ زٌْا   دٍسی تِ قَل   یه دٍس تاضذ، دس ایي غَسذ      ٍ     )ب( فشؼ وٌیذ 

 .      اگش 

   |گاُ آى  تاضذ،   دس   دٍسی تِ قَل   )ج( اگش 
   |          . 

 

 {                                   }    مثال: 1-1-24

{
   

        {         }

   
        {         }

 {

   
      {       }

   
      {       }

   
      {       }

 

      ⋂    
   

    

 { }  

 

هسٌاّی اص اسر ، صًدیشی   یه گشٍُ تاضذ، یه سشی صیشًشهال   فشؼ وٌیذ  تعزیف: 1-1-25

 هاًٌذ   ّای  صیشگشٍُ

                

صیشًشهال فَق سا . دس ایي غَسذ، گاّی سشی        ،      وِ   اصای ّش  تِ قَسی وِ تِ

 تِ غَسذ صیش ًطاى هی دٌّذ:

                

 

  ، صًدیشی اسر هسٌاّی اص صیشگشٍُ یه گشٍُ تاضذ، یه سشی ًشهال   فشؼ وٌیذ تعزیف: 1-1-26

 هاًٌذ  ّای ًشهال 
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سا قَل سشی هی ًاهٌذ. ٍاؾص اسر وِ ّش سشی   سا یه خولِ ی سشی، ٍ    دس ّش دٍ زؼشیف فَق، ّش 

 ًشهال یه سشی صیشًشهال اسر.

 

 یه گشٍُ تاضذ، سشی ًشهال  فشؼ وٌین تعزیف:  1-1-27

               

 ،      وِ   سا یه سشی هشوضی گَیین دس غَسزی وِ تِ اصای ّش 

  

    
  (

 

    
)  

 

سا یه گشٍُ خَذ زَاى هی ًاهٌذ دس غَسزی وِ یه سشی هشوضی داضسِ تاضذ.   گشٍُ  تعزیف: 1-1-28

 ًطاى هی دٌّذ.      سا تا آى  گَیٌذ ٍ  سا سدُ خَذ زَاًی   قَل وَزاّسشیي سشی هشوضی 

 

 مثال ها: 1-1-29

        زَاًی یه اسر. صیشا  ی خَذ َاى اص سدُز گشٍُ خَذ یه  آتلی هاًٌذ  )الف( ّش گشٍُ

 یه سشی هشوضی اسر.   

 اسر. 6ٍُ خَذ زَاى اص سدُ ی خَذ زَاًی شیه گ   )ب( گشٍُ دٍ ٍخْی 

〈  〉  صیشا سشی   غیشآتلی اسر،   اسر. تِ ػلاٍُ زَى   یه سشی هشوضی تشای       

 .        ًایه اسر.دس ًسیدِ آى  سدُ ی خَذ زَاًی
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 گشٍُ هسٌاّی خَذ زَاى اسر. - ّش قضیه:  1-1-31

، گشٍّی  تشّاى: تِ اسسمشا ًسثر تِ هشزثِ ی گشٍُ ثاتر هی وٌین. ٍاؾص اسر وِ ّش گشٍُ اص هشزثِ 

گشٍُ هسٌاّی )غیشتذیْی( تاضذ. اگش - یه   آتلی اسر لزا خَذ زَاى هی تاضذ. ضال فشؼ وٌین 

گشٍُ هسٌاّی )غیشتذیْی( اسر - یه        ، ضىن ٍاؾص اسر. دس غیش ایي غَسذ       

 وَزىسش اسر، تٌاتشایي داسای یه سشی هشوضی هاًٌذ  اص هشزثِ ی آى  وِ هشزثِ ی

  
  

    
 

  

    
   

  

    
 

 اسر. دس ایي غَسذ سشی 

               

 اسر.   یه سشی هشوضی تشای 

 

  ّشگاُ ّش صیشگشٍُ هسٌاّیاً زَلیذ ضذُ دس  تِ قَس هَؾؼی خَذ زَاى اسر،  گشٍُ  تعزیف: 1-1-31

 خَذ زَاى تاضذ.

 

یه گشٍُ خَذ زَاى هسٌاّی هَلذ تاضذ. دس ایي غَسذ اگش هشزثِ ی   فشؼ وٌین  [37] قضیه: 1-1-32

 هسٌاّی اسر.  گاُآى  هسٌاّی تاضذ  ّش هَلذ 

 

. هدوَػِ ی    تاضذ ٍ   صیشگشٍّی اص  H یه گشٍُ ٍ   فشؼ وٌیذ تعزیف: 1-1-33

ًاهیذُ   دس  Hتِ زشزیة ّن سدُ ّای زح ٍ ساسر ، {   |  }   ٍ  {   |  }   
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 هی ًاهٌذ.   ٍ    سا ًوایٌذُ ی   هی ضًَذ. ػٌػش 

 

ًاهیذُ هی ضَد ّشگاُ تِ اصای ّش ػذد   خص خزیش دس ، ت اص گشٍُ آتلی   ػٌػش تعزیف:  1-1-34

اسر اگش ّش  1تخص خزیش  . تِ ّویي زشزیة گشٍُ آتلی      ،     ٍ   غطیص هثثر 

 تخص خزیش تاضذ. آى  ػٌػش

 

تاضذ، دس ایي غَسذ   صیشگشٍّی تخص خزیش دس گشٍُ آتلی   [ فشؼ وٌیذ 69] قضیه: 1-1-35

 اسر.  یه صیشگشٍُ دلخَاُ اص   وِ دس آى       

 

 ایٌه گشٍُ ّای خكی خاظ سا زؼشیف هی وٌین.

    ػذدی قثیؼی تاضذ. هدوَػِ ی ّوِ هازشیس ّای هؼىَس خزیش   یه هیذاى ٍ  𝔽فشؼ هی وٌین 

  𝔽     ًطاى هی دّین. ّش ػؿَ   𝔽     سا تا  لشاس داسًذ 𝔽یه اص آى ّا دس  سا وِ دسایِ ّای ّش

ام هازشیس  ام ٍ سسَى  دسایِ ٍالغ دس سكش     هی ًَیسین وِ دس آى         ذ  تِ غَسسا هؼوَلاً

ًاغفش اسر. تِ آساًی هلاضظِ هی ضَد وِ   𝔽     ػؿَ  هؼلَم اسر وِ دزشهیٌاى ّش اسر.  

     𝔽   .تا ػول ؾشب هازشیس ّا زطىیل یه گشٍُ هی دّذ 

 

 ( هی ًاهٌذ. 𝔽تش   سا گشٍُ خكی ػام )اص دسخِ   𝔽     گشٍُ  تعزیف: 1-1-36

( اسر، 𝔽)ػؿَ ٍاضذ هیذاى  1وِ دزشهیٌاى ّش یه اص آى ّا تشاتش   𝔽     هدوَػِ ی ّوِ اػؿایی اص 

                                                           
0- Divisible  
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 ًطاى هی دٌّذ.   𝔽     اسر. ایي صیشگشٍُ سا تا   𝔽     صیشگشٍّی اص 

 

 ( هی ًاهٌذ. 𝔽تش   سا گشٍُ خكی خاظ )اص دسخِ ی   𝔽     گشٍُ  تعزیف: 1-1-37

 

|𝔽|یه هیذاى تاضذ ٍ  𝔽فشؼ وٌین  قزارداد: 1-1-38 تِ غَسذ زَاى هثثسی اص   )هی داًین وِ    

سا تِ زشزیة تا ػلاهاذ   𝔽   ٍ     𝔽     یه ػذد اٍل اسر(. دس ایي غَسذ گشٍُ ّای 

یؼٌی گشٍُ ّوِ ی هازشیس ّای         ًطاى خَاّین داد. تِ ػٌَاى هثال         ٍ         

 اسر.  1اسر ٍ دزشهیٌاى ّشیه اص آى ّا تشاتش    ی آى ّا دس هیذاى  وِ دسایِ    

 

 یه هیذاى دلخَاُ تاضذ. 𝔽فشؼ وٌین  تعزیف: 1-1-39

( هی ًاهٌذ ٍ آى 𝔽تش   سا گشٍُ خكی خاظ زػَیشی )اص دسخِ   𝔽        𝔽     )الف( گشٍُ 

 ًطاى هی دٌّذ.  𝔽      سا تا 

( هی ًاهٌذ ٍ آى سا تا 𝔽تش   سا گشٍُ خكی ػام زػَیشی )اص دسخِ   𝔽        𝔽     )ب( گشٍُ 

      𝔽   .ًطاى هی دٌّذ 

 

زَاى هثثسی اص یه ػذد اٍل تاضذ. دس   یه ػذد قثیؼی هفشٍؼ، ٍ   فشؼ وٌین  [37] :قضیه 1-1-41

 ایي غَسذ،

|       |)الف(                          


