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پيشگفتار

اي  شيوه هاي گوناگون شبيه سـازي فراينـدهاي نقطـه          يهدف ما در اين پايان نامه ارائه      

.است  ) MCMC(فضايي بر اساس روشهاي مونت كارلوي زنجير ماركوفي 

اي فـضايي را تعريـف كـرده و مفـاهيم           نظور در فصل يك ، فراينـدهاي نقطـه        براي اين م  

.قرار مي دهيم وقضاياي مربوط به آن را مورد بررسي 

اي كه فرايند نقطه اي مار كـوف اسـت را            فصل دوم يكي از مهم ترين فرايندهاي نقطه        در

.زيرا در عمل اغلب با فرايندهاي نقطه اي ماركوف سروكار داريم .بيان مي كنيم 

اي بايد زنجير ماركوفي توليد كنيم كه توزيع آن در بي           براي شبيه سازي فرايندهاي نقطه    

براي ايـن منظـور در فـصل سـوم ابتـدا زنجيرهـاي       . سمت توزيع هدف ميل كند     نهايت به 

گيرنـد و سـپس     ماركوف ،ويژگي ها ومباحث حدي مربوط به آنها مورد مطالعه قرار مي           

را كـه بـراي   ....)  هستينگس،نمونه گيـري گيـبس ،  -متروپوليس( MCMC الگوريتم هاي 

را  همگرايـي آنهـا   يهمچنين مسئله. يمكنتوليد زنجير ماركوف به كار مي روند ،بيان مي         

.دهيم ميمورد بررسي قرار

هايي كه به دست آوردن برآورد ماكـسيمم   را براي مدلMCMCدر فصل چهارم روش     

بريم و بـرآورد ماكـسيمم   پذير نيست، به كار ميدرستنمايي آنها به روش كلاسيك امكان 

يـت يـك مثـال كـاربردي        در نها . آوريـم  بـه دسـت مـي      MCMCدرستنمايي را به روش     

.آوريممي
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مقدمه

، حوزه اصلي تحقيقات در آمار 1اي فضايي سال است كه فرايندهاي نقطه30بيش از 

شناسي، هاي علمي نظير نجوم، زيستآيند و در بسياري از زمينهفضايي به حساب مي

.ندشناسي كاربرد دار علوم زمين و زمين2گير شناسي،شناسي، جغرافيا، همهجنگل

اي پواسون اي مباحث مربوط به آن و همچنين فرايند نقطهاين فصل به مفهوم فرايند نقطه

. پردازدمي

.يافت] 14[و] 2[توان در جزئيات بيشتر را مي

تاريخچه

 براي اولين بار يك الگوريتم مونت كارلوي زنجير         1953 وهمكاران در سال     3متروپوليس

ي بـا تعـدادي متنـاهي     يك فرايند نقطه اي گيبـس شبيه سازي براي  4(MCMC)ماركوفي

MCMCيـك رده عمـومي از الگـوريتم         1970 در سـال     5هـستينگس .نقطه معرفي كردند    

.معرفي نمود كه تقريبا كليه الگوريتم هاي ارائه شده تا آن موقع را شامل مي شد 

آمـار،  در . بيشتر كارهاي اوليه در حوزه فيزيك آماري مورد اسـتفاده قـرار مـي گرفـت          

 در  6 در آمـار فـضايي توسـط بيـساگ         MCMCبسياري از اولين ومهمترين كاربردهاي      

. ارائه گرديد1974سال 

1- Spatial point processes
2- epidemiology
3- Metropolis
4- Markov Chain Monte Carlo
5- Hastings
6- Besag



4

 اسـت معرفـي كـرد    MCMC را كه يك الگوريتم 2 نمونه گير گيبس 1979 درسال   1كروتز

ايـن روش را در  ) 1984 (3گمان وگمان.وآن را در فيزيك آماري مورد استفاده قرار دارد   

.آن را گسترش دادند) 1990 (4ار گرفتند و گلفاند و اسميتآمار به ك

اي متنـاهي  براي شبيه سازي فرايندهاي نقطـه     ) 1977 (5تكنيكهاي زادـ مرگ توسط ريپلي    

.با تعداد متناهي يا تعداد تصادفي از نقاط ارائه گرديد

7؛ مــولر)1993 (6الگــوريتم هــاي بــه روز كننــده نقطــه چندگانــه توســط بيــساگ وگــرين

؛ طرحهـاي  )1996( و مـولر  9؛ هاگستروم،ليـشاوت  )1993 (8؛ هرن و ينيسن   )1993و1992(

11يـر و تامپـسون    ؛ گـه  )1992 ( 10ينـاري و پاريـسي    شبيه سازي توسـط مار    تعديل كننده   

بـه دليـل   ) 1991(يـر   متروپـوليس توسـط گـه     ـو زنجيرهاي ماركوف جفت شده) 1995(

اي مـاركوفي معرفـي شـده و توسـعه     قطـه سازي فرايندهاي نر براي شبيهكارآرايي بيشت 

.يافتند

 نرمـال   هـاي ثابـت  بـراي بـرآورد نـسبت        MCMCيك الگوريتم   )  1998 ( 12گلمان ومنگ 

 كـاراتري بـراي   ش رو2004مولر وهمكاران در سـال  .كننده توابع چگالي پيشنهاد كردند  

.اين منظور معرفي نمودند

1- Creutz
2- Gibbs sampler
3- Geman & Geman
4- Gelfand & Smith
5- Ripley
6- Green
7- Moller
8- Hurn & Jennison
9- Haggstrom, Lieshout
10- Marinari & Parisi
11- Geyer & Thompson
12- Gelman & Meng
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ازي فرايندهاي هاوس ارائه كردنـد       الگوريتمي براي شبيه س    1 )2006(مولر و راسموسن    

بـسيار  ) 2005مـولر و راسموسـن،    (كه از الگوريتم كامل كـه توسـط آنهـا معرفـي شـده               

. سريعتر است 

. در ايران تاكنون كاري در اين زمينه انجام نشده است 

اي  الگوهاي نقطه1ـ1

ز نقاط است كه    اي ا ، مجموعه )ايبه اختصار، يك الگوي نقطه    (2اي فضايي يك الگوي نقطه  

اين . اند معيني از فضا توزيع و به طور تصادفي توليد شدهيبه طور نامنظم در يك ناحيه  

ي يك، دو يا سه بعدي هستند، در يك ناحيهي مكان و موقعيت اشياء كه نشان دهندهنقاط

اي از درختان در يك جنگل، مكانهاي وقوع زلزلـه،         موقعيت گونه . شوندپيشامد ناميده مي  

هـاي  ي ميكروسـكوپي از يـك بافـت و مكـان آشـيانه            موقعيت مراكز سلولها در يك قطعه     

. اي هستندنوعي از پرندگان مثالهايي از الگوهاي نقطه

فـضايي  . اي و يك مدل احتمالاتي براي آنها هـستند مولد الگوهاي نقطه اي  هاي نقطه فرايند

. داده وبه آن فضاي وضعيت گوييم نشان Sدهند را با اي در آن رخ ميكه الگوهاي نقطه

هاي فراينـد و  شـود    در نظـر گرفتـه مـي       3 يك فضاي متريك تفكيك پـذير      Sدر حالت كلي    

اي فضايي را مـورد     هاي نقطه فرايندگيرد ولي ما تنها     برمياي زماني و فضايي را در     نقطه

ي بـورل آن  ، يا يك زير مجموعـه dR ،2≥dدهيم و فضاي وضعيت را   بررسي قرار مي  

. گيريمدر نظر مي

1- Rossmosen
2 - Spatial point pattern 
3 - Seperable 
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dSدر اين حالت     ⊆ R  ي بـورل بـا متريـك اقليدسـي        يك مجموعـه||||),(d η−ξ=ηξ

,Sاست كه در آن  ∈ηξ .

ي ب يـك پنجـره     قابل بررسي نيـست، اغلـب بخـشي از آن در قال ـ            Sي  در عمل چون همه   

Sي كرانـدار     يـك زيرمجموعـه    W. گيرد مورد بررسي قرار مي    Wمشاهده شده كراندار    

. شـود در نظر گرفته مـي    ) فضاي دوبعدي (است كه در بيشتر كاربردها بخشي از صفحه         

. شونديره مشاهده ميا ، پيشامدها در يك مستطيل يا دn=2در اكثر مواردي كه 

شـود و تنهـا زيـر       اي محـسوب نمـي    ، يك الگوي نقطـه    Sي  هر زيرمجموعه 1ـ1ـ1تذكر  

 بـه همـين دليـل مـا توجـه      . استSاي در ، يك الگوي نقطه  1هاي متناهي موضعي  مجموعه

الگوهـاي   (2هـاي كنـيم كـه تحقـق     اي معطـوف مـي    هاي نقطه فرايندخود را به آن دسته از       

).]9[(ند  باشSهاي متناهي موضعي در آنها زير مجموعه) اينقطه

اي فضايي هاي نقطهفرايند2ـ1

∋Bشود هرگاه بـراي هـر    متناهي موضعي ناميده ميxيمجموعه: 1 ـ  2ـ1تعريف
o
B

:داشته باشيم

∞<∩= )Bx(n)x(n B

هـاي  ي زيرمجموعـه  ي همـه  عـه  است و مجمو   Sميدان بورل روي    ـ  σ يك   Bكه در آن    

را با Bبورل كراندار واقع در 
o
Bدهيم كه به صورت زير استنشان مي :

. }Bكراندار  :B∈B{ =
o
B

1- Locally Finite
2 - Realization
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اه تعـداد نقــاط آن در هــر   متنـاهي موضــعي اسـت هرگ ــ xي بـه عبــارت ديگـر مجموعــه  

. ي بورل كراندار، متناهي باشدعهومجم

 متنـاهي  x اسـت كـه اگـر    xي ي تعداد اعضاي مجموعه    نشان دهنده  n(x)در تعريف بالا    

. x(n(=∞نباشد آنگاه 

:  باشد يعنيxهاي  فضاي تحققfN1فرض كنيم 

f BN {x S: n(x ) , B }.= ⊆ < ∞ ∀ ∈1 o
B

σـ ميدان
f1N را رويfN1كنيم به صورت زير تعريف مي:

f f B({{x N : n(x ) m}: m I , B } )= σ ∈ = ∈ ∈1 1 o o
N B

∋Bبراي هر   
o
B  نگاشت)x(nx:f BB  به fN1 از   →

o
N       اندازه پذير است يعنـي بـراي

IMهر   ي اعداد صحيح نامنفي است، داريم      مجموعه I كه در آن     ⊇
f1NBf (M)− در . 1∋

واقع 
f1N كوچكترينσ9([كند پذير ميزهرا انداها ـ ميداني است كه اين نگاشت.([

 اسـت و بـا      Sاي متنـاهي موضـعي در       نقطـه 1اي يـا پيكربنـدي    ، الگوي نقطه  fN1اعضاي  

…y,x  درحالي كه براي نـشان دادن اعـضاي         . دهيم نمايش ميS   از ξ   و ηاسـتفاده  ... و

. كنيممي

fNxر  براي ه  , و   ∋1 Sξ η∈  ،}{x ξ∪      را به صـورت ξ∪x      نمـايش داده و از نمـاد 

η\x براي نشان دادن }{\x η9 ([كنيم استفاده مي.([

. دهيم نشان ميφ=x را با φاي الگوي نقطه

Bxxدر نظر بگيريم، آن را با  B∈B را تنها بر     xاي  اگر الگوي نقطه   B نـشان داده  =∩

1 -configuration 



8

.  گوييمB به 1xايو به آن تحديد الگوي نقطه

تابع. احتمال پايه باشدفضاي ) P,F,Ω(م ــگيري :2 ـ2ـ1تعريف 

)
f1NوfN1(→),Ω F : (X    اي   تصادفي نقطـه   فرايند را يك)       فراينـد بـه اختـصار، يـك

XPو اندازه احتمال    Sروي  ) اينقطه PoX−= ( روي   1
f1NوfN1 (   ناميمرا توزيع آن مي

]9 .[

 ـ2ـ1تعريف   ساده است اگر در هر تحقق آن، نقاط بيش از يك بار Xاي  نقطهفرايند : 3 

fNx و هـر     S∈ξبه عبـارت ديگـر بـراي هـر          . مشاهده نشده باشد    داشـته باشـيم     ∋1

n(x ) { , }∩ ξ ∈ 1o) ]3[( .

sn(Xاي متناهي است هرگاه  نقطهفرايندگوييم يك : 4 ـ2ـ1تعريف  ) < ∞)]3.([

ميدان ـ 1σـ2ـ1لم 
f1N كوچكترينσيهيـ ميدان شامل گردا

f B{{x N : n(x ) }| B }= ∈ = ∈1 o
oA Bيعني . است 

f1N=( )σ A .

. مراجعه شود] 9[ به :برهان

 ـ2ـ1لم  ) سيستم باشد و -πيك Aگيريم 2  )σ A= 
f1N.احتمال ياگر دو اندازه P و 

Q روي Aبا هم برابر باشد آنگاه روي 
f1Nنيز برابرند .

. مراجعه شود] 3[ به :برهان

 ـ2ـ1تعريف  ، تعـداد تـصادفي   N(B) ، تابع شـماراي  S روي Xاي  نقطهفرايندبراي  : 5 

B ،SBنقاط واقع در  :شودست كه به صورت زير تعريف مي، ا⊇

1- restriction of a point configuration
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 .BN(B) n(X ) n(X B)= = ∩

اي  نقطـه فراينـد توان مشخص كرد كه آيـا تـابع،    ي زير به سادگي مي    با استفاده از قضيه   

است؟ 

 ـ2ـ1قضيه  (يك تابع 1 
f1NfX : ( , ) (N ,Ω → 1Fپذير است اگر فقـط اگـر بـراي    اندازه

∋Bهر  
o
B   تابع ،N(B)    يعني براي هر    .  يك متغير تصادفي باشدn ∈

o
N     داشـته باشـيم 

N(B) (n)− ∈1 F .

. مراجعه شود] 3[به : برهان

اي اي در تحليل آمـاري الگوهـاي نقطـه        هاي نقطه فرايندهاي مانايي و همسانگردي     ويژگي

.نقش بسزايي دارد

 ـ2ـ1تعريف  سـت هرگـاه توزيـع آن تحـت      ا1مانـا nR روي xاي  نقطهفرايندگوييم  : 6 

ــا  ــال نــ ــر   ردوانتقــ ــراي هــ ــي بــ ــد يعنــ ds∈R ،  XsXا باشــ
d

ــه در آن +=  كــ

}X:s{sX ∈ξ+ξ=+.

 است اگر توزيع آن تحت هر دوران حـول          2نگرد همسا Xاي   نقطه فرايند: 7ـ2ـ1تعريف  

 ناوردا باشد يعني Oمبداء مانند
d

OX X= كه در آن }X:o{OX ∈ξξ=.

اي هاي نقطهفرايند مشخص سازي 3ـ1

همانطور كه براي تشخيص توزيع يك متغير تصادفي از توابعي چون تـابع توزيـع، تـابع               

 [اي يعني  نقطه فرايندكنيم، توزيع يك     مي مولد گشتاور استفاده  
f1NP(X F),F∈  نيز  ]∋

1 - Stationary 
2 - Istropic 
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. شودمشخص مي2و تابعك مولد احتمال1ي تابع احتمال پوچيبه طور يكتا به وسيله

اي به وسيله تابع احتمال پوچي نقطهينداسازي فر مشخص1 ـ 3 ـ 1

Bرتهايي به صـو   مجموعه f BF {x N : n(x ) }= ∈ =1 o      كـه در آن B∈
o
B   پيـشامدهاي ،

. شوندپوچ ناميده مي

. شود به صورت زير تعريف ميXاي  نقطهفرايندتابع احتمال پوچي يك : 1 ـ3ـ1تعريف 

X (B) P(N(B) ).ν = = o

ع احتمـال پـوچي     استفاده از تـاب    Xاي نقطه فرايندترين روش براي تشخيص توزيع      ساده

. پردازيمآن است كه در قضيه زير به آن مي

ي تابع احتمـال پـوچي آن، بـه     به وسيلهXاي  نقطهفرايندتوزيع ) 3شوكه (1 ـ  3ـ1قضيه

).]9[ (شودور يكتا مشخص ميط

اي باشند كه تابع احتمال پوچي آنهـا بـا هـم             نقطه فرايند دو   2X و   1Xفرض كنيد  : برهان

چـون تـابع    . اي نيز بـا هـم برابـر اسـت          نقطه فرايندبايد ثابت كنيم توزيع دو      . برابر باشد 

اي با هم برابر است پس داريم  نقطهفراينداحتمال پوچي دو 

X X(B) (B) .ν = ν1 2

X داريم 1  ـ2ـ1در لم A از تعريفF∈Aبراي هر XP (F) P (F)=
1 2

، 2-2-1 بنابر لـم  

A  يكπ−ي  سيستم توليد كننده
f1Nاست يعني

f1Nچكترين  كوσ  ميـدان شـامل   ــ

Aاست لذا براي هر
f1NF∈داريم  :

1 - Void probability function 
2 -Probability generating functional 
3 -Choquet
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� .X XP (F) P (F)=
1 2

Kبراي هـر    ) 1Xو.... و   Xk(به همين ترتيب توزيع چند متغيره        ∈N   و KB ∈
o
B1و...وB

هاي پوچي زيـر مـشخص   تمالي اح  به طور يكتا به وسيله     1N   ، ....،NKو توابع شمارشي    

. شودمي

.K K K(B ,...,B ) P(N (B ) ,..., N (B ) )υ = = =1 1 1 o o

بـراي هـر    ) 1B(N(و... و N)BK(( با داشتن توزيـع      Xاي نقطه فرايندتوزيع  2ـ3ـ1قضيه  

K ∈N و هر KB ∈
o
B1و...وBشود، به طور يكتا مشخص مي .

. مراجعه شود] 9[ به :برهان

ي تابعك مولد احتمال سازي به وسيلهمشخص2ـ3ـ1

. شود مولد احتمال به صورت زير تعريف مي، تابعكS روي Xاي  نقطهفرايندبراي 

X
X

G (u) E u( )
ξ∈

 = ξ  
∏

uي توابـع   به مجموعـه uكه در آن   :S [ , ]→ 1o  كـه })(u:S{ 1<ξ∈ξ   ،كرانـدار اسـت 

. تعلق دارد

∋Bاگر براي   
o
B   قرار دهـيم :t≤ ≤1o,1[ B]u( ) t ξ∈ξ  آنگـاه تابعـك مولـد احتمـال را          ،=

:توان به صورت زير نوشتمي

 .N(B)
xG (u) E t=   

.  استN(B) تابع مولد احتمال متغير تصادفي GX(u)به عبارتي 

د احتمال ابزار ديگري براي مشخص كردن توزيـع  دهد كه تابع مول    زير نشان مي   يقضيه
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. اي است نقطهفرايند

 ـ3ـ1قضيه  شـود آن به طور يكتا تعيين ميمولد توسط تابعXاي نقطهفرايندتوزيع 3 

]2[.

m∈N ،mi براي :برهان ≤≤1 ،iB ∈
o
B وit≤ ≤o . دهيمقرار مي1

m
1[ B ]i

i
i

u( ) t ξ∈

=
ξ = ∏

1

Nدر ايــــــن صــــــورت    ( B )i

1 m

m

X i N(B ),....N(B ) 1 m
x i 1

G (u) E [ u ( ) ] E [ t ] G (t ,...t )
ξ∈ =

= ξ = =∏ ∏

كه
1 mN(B ),....N(B )G      تابع مولد احتمال متغيرهاي تصادفي)B(N),...,B(N m است در نتيجه   1

B(N),...,B(N(توزيــع m ي بــه طــور يكتــا بــه وســيله    1
1 mN(B ),....N(B )G مــشخص

B(N),...,B(N( با داشتن توزيع 2  ـ3ـ1شود و طبق قضيه مي m  بـه  X، توزيـع  1

�.شودطور يكتا تعيين مي

اي  هاي نقطهفرايند2 و تنك سازي1 برهم نهي4ـ1

. كنيماي تعريف ميهاي نقطهفرايندسازي را براي ل دو عمل مهم برهم نهي و تنكحا

اي طههاي نقفرايندنهي برهم1ـ4ـ1

 ـ4ـ1تعريف   باشـند در ايـن صـورت    Sاي روي هاي نقطـه فراينـد 1X، ...،XKگيريم  : 1 

Uاي  نقطهفرايند
K

i
iXX

1=
. ناميممي1X، ...،XKاي هاي نقطهفرايند را برهم نهي =

كنـيم يعنـي   اي دو به دو مجزا را بررسي مـي هاي نقطهفراينددر اين پايان نامه برهم نهي  

1 -Superposition
2 - Thining 
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jiراي هر ب ∩=φ، داشته باشيم≠ ji XX .

اي  نقطهفرايندسازي  تنك2ـ4ـ1

اي  نقطـه فراينـد  اسـت و  Xاي نقطهفرايندسازي روشي براي حذف تصادفي نقاط از   تنك

. سازد را ميXthinيتنك شده

 ـ4ـ1تعريف  p به صورت pگيريم تابع  : 2  :S [ , ]→ 1o و X اي روي  نقطهفرايند يكS

XXthinاگر  . است p)(با احتمال ⊇ ξ شامل X∈ξ به طوري كه شمول مستقل از باشد

ــديگر و از  ــاه  Xيكـ ــد آنگـ ــستقل باشـ ــك تنـــكXthin مـ ــستقل  را يـ ــازي مـ ــا Xسـ  بـ

p)(هاي نگهداري احتمال ξ ،S∈ξنامند، مي .

R:X{Xthin)(p){( قـرار دهيـد  تـر به طور دقيق   ξ≤ξ∈ξ=      بـه طـوري كـه بـراي هـر

R( ) ~ unif [ , ] , Sξ ξ∈1o   و )(R ξ   ها دو به دو از هم مستقل و مستقل ازXدر . باشند

.نامند ميXمستقل سازي را يك تنكXthinاين صورت

هـاي آن   اي پواسون، و مشخصه    نقطه فراينداي و سپس    اي دو جمله   نقطه فرايندحال ابتدا   

. دهيمرا مورد بررسي قرار مي

اي اي دو جمله نقطهفرايند5ـ1

شـود هرگـاه   ي ناميده م1منتشراتمي يا  ناB∈B روي   µي  يك اندازه : 1ـ5ـ1تعريف  

})داشته باشيم ξ∈Bبراي هر  })µ ξ = oنامند، در غير اين صورت اندازه را اتمي مي.

 ـ5ـ1تعريف  B∈B ، n فرض كنيم :2  ∈Nو f روي ري احتمـال منتـش   يك انـدازه B

1- diffuse
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اي دو   نقطـه  فراينـد  را يـك     f با تابع چگالي     i.i.dي   نقطه nمل  ، شا Xاي   نقطه فرايند. باشد

. X ~ binomial (B,n,f)نويسيم گوييم و مي ميf با چگالي Bاي روي ـ نقطهnاي جمله

: مثبت استBي لبگتوجه داشته باشيد كه در تعريف قبل اندازه1 ـ5ـ1تذكر 

, ( B )> oB f ( )dξ ξ =∫ 1

 داراي توزيـع يكنواخـت      i.i.dي   نقطـه  n–و  B>∞ترين حالـت وقتـي اسـت كـه          ساده

باشند، يعني 
B

)(f 1
=ξ.

هاي مفيـد ديگـر     فراينـد اي كه نقش اساسـي در سـاختن         هاي نقطه فراينديكي از مهمترين    

. اي پواسون است نقطهفراينددارد، 

پواسون اي  نقطهفرايند6ـ1

dSاي پواسون روي فضاي هاي نقطه فرايند ⊆ Rي تـابع شـدت    تعريف شده و به وسيله

:S [ , )ρ → ∞o                ي كرانـدار    كه انتگرال پـذير موضـعي اسـت، يعنـي بـراي هـر مجموعـه

SB ⊆ ،B ( )dρ ξ ξ∫شوند متناهي است، مشخص مي .

 ـ6ـ1عريف ت ∋B متناهي موضـعي اسـت اگـر بـراي هـر      µي يك اندازه: 1 
o
B  داشـته 

µ>∞باشيم  )B(.

 ـ6ـ1تعريف   كه به صورت دهندنشان ميµ(B) با پواسون رافرايندي شدت اندازه : 2 

. دشوزير تعريف مي

B ( ) d , B Sρ ξ ξ ⊆∫ =(B)µ

.  متناهي موضعي استµ(B)ي  كراندار و اندازهBكه در آن 
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 ـ6ـ1تعريف  .  باشـد Sروي فـضاي  منتـشر ي متناهي موضعي و  يك اندازهµگيريم :3 

ه در دو   ا گـوييم هرگ ـ   ρ پواسـون بـا تـابع شـدت          فرايند را يك    S روي   Xاي   نقطه فرايند

. شرط زير صدق كند

B(µ( داراي توزيع پواسون بـا ميـانگين   N(B)، متغير تصادفي B∈Bالف ـ براي هر  

 در N(B) ، يعنـي متغيـر تـصادفي        o =N(B) در ايـن صـورت       o =(B)µهرگاه  .  (است

). صفر تباهيده شده است

nب ـ براي هر   ∈N و هرSB >(B) كه ⊇ µ < ∞o به شرط ،}n)B(N{ = ،XB  يـك 

B(/)()(f( با چگالي Bاي روي  نقطهn–اي ملهاي دو ج نقطهفرايند µξρ=ξ است كه به 

:نويسيمصورت زير مي

.))B(/)( µξρB,n, (Binomial~n)B(NXB =

]).S,ρX~Poisson ()]9(گوييم در اين صورت مي

SBي كرانـدار   براي هـر مجموعـه     ⊆،µ     تعـداد نقـاط مـورد انتظـار در B  اسـت، يعنـي 

(B) µ =E[N(B)] .

 ـ6ـ1تعريف  هرگـاه  . نـاميم  ميρ) نرخ( را همگن با شدت Xاي پواسون  نقطهفرايند : 4 

ρگوييماي پواسون را ناهمگن مي نقطهفرايندغير اين صورت در .  ثابت باشد .

 ـ1تعريف    ـ6ـ اي  نقطـه  فراينـد  را   Xدر ايـن صـورت      . )S,1X~Poisson( هرگـاه     : 5ـ

. نامند پواسون با شدت واحد ميفرايندپواسون استاندارد يا 

. باشدنا و همسانگرد نيز مياي پواسون همگن، ما نقطهفراينديك 1 ـ6ـ1تذكر 
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، شرط زير را جايگزين 3ـ6 ـ  1در تعريف ـ ها به جاي شرط ب  در بعضي كتابها و مقاله

. كنندمي

1B(N(هـاي مجـزا باشـند، متغيرهـاي تـصادفي            مجموعه n  ،1B  ،...،Bn≤2هرگاه براي   

،...،N(Bn)از يكديگر مستقل هستند  .

ي فراينـد  پواسون تنها فرايند.  پواسون است فرايندهاي  بيانگر يكي از ويژگي    زير   يقضيه

.  است1 تصادفي بودن كامل فضايياست كه داراي ويژگي

 ـ6ـ1قضيه  2B و 1B باشـد و  Sاي پواسـون روي   نقطـه فراينـد  يـك  Xفـرض كنـيم   1 

BXدر اين صورت.  باشندSهاي مجزا در مجموعه...و
1

،BX
2

. از يكديگر مستقل هستند...،

. مراجعه شود] 9[ به :برهان

اي پواسون  نقطهفرايندسازي  مشخص1ـ6ـ1

 احتمـال    تـابع   پواسون، تابع پوچي آن است چون      فرايندترين ابزار مشخص سازي     ساده

. اي داردپوچي آن فرم بسته

ــك  ــدي ــا نقطــهفراين ــون ب ــدازهاي پواس ــرم  µي شــدت  ان ــه ف ــوچي ب ــال پ ، داراي احتم

(B)P{N(B) } e−µ= =oاست  .

1µهاي شدت به ترتيب     با اندازه  S پواسون روي    فرايند دو   2X و   1Xبه طور مشابه، اگر     

 تـابع احتمـال   يبه طور يكتا به وسيله    ) 1Xو  2X(و از يكديگر مستقل باشند، توزيع       2µو

. شودپوچي زير مشخص مي

P(x A , x B ) exp( (A) (B))∩ = φ ∩ = φ = −µ − µ1 2 1 2

1 -Completely spatial randomness 
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. )]9[( هستند Sي  كراندار و زير مجموعهB و Aهاي كه در آن مجموعه

µ(B) داراي توزيـع پواسـون بـا ميـانگين     N(B)، 3  ـ6ـ ـ1بنابر شرط الف ـ در تعريف  

P(N(B)در نتيجه.است ) exp( (B))= = −µo تابع احتمال پوچي 1  ـ3ـ1طبق قضيه و ،

. كند را مشخص ميفرايندبه طور يكتا توزيع 

سـازي   پواسـون را مـشخص  فراينـد ، به تنهـايي  3  ـ6ـ1بنابراين شرط الف ـ در تعريف  

. پردازيمكند كه در قضيه زير به آن ميمي

اي پواسون اسـت اگـر و تنهـا          نقطه فرايند ، يك    S روي   Xاي   نقطه فرايند2ـ6ـ1قضيه  

∋B وجود داشته باشد به طوري كه بـراي هـر            µي  اگر يك اندازه  
o
B   متغيـر تـصادفي ،

N(B) داراي توزيع پواسون با پارامتر (B)µباشد  .

. دمراجعه شو] 2[ به :برهان 

. كنداي پواسون را بيان مي نقطهفرايندي زير وجود ويكتايي قضيه

 ـ6ـ1قضيه   صدق 3  ـ6ـ1اي يكتا وجود دارد كه در دو شرط تعريف  نقطهفراينديك 3 

B(e(اي پواسون با احتمال پوچي  نقطهفرايندكند و بنابراين يك مي µ−است .

. دمراجعه شو] 3[ به :برهان

يآوريـم كـه طبـق قـضيه        پواسون به دسـت مـي      فرايندحال تابعك مولد احتمال را براي       

. كند را مشخص ميفرايند ، توزيع 3ـ3ـ1

Xاگر4 ـ6ـ1قضيه  ~ Poisson(S, )ρ آن گاه براي هر ، u :S [ , ]→ 1oمداري:

.( )x SG (u) exp ( u( )) (d )= − − ξ ρ ξ∫ 1
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: را در نظر مي گيريم كه به صورت زير استu(ξ) حالت خاصي از :برهان 

i i
i

u( ) ( a )1[ C ]
∞

=
ξ = − − ξ∈∑

1
1 1

≥iaكه  ≤1o و Ci ⊆ Sحالـت كلـي بـه    . (هاي كراندار و دو به دو مجزا هستند مجموعه

 ثابـت  2ي همگرايـي يكنـوا   و قـضيه 1ي انتگـرال لبـگ  ي برهان استاندارد در نظريـه  وسيله

).شودمي

u(ξ)شبيه تابع زير دارد رفتاري :

1[ C ]i
ii

u( ) a
∞

ξ∈

=
ξ = Π

1
.

:توان به صورت زير تعريف كردهر دو تابع را مي





∉ξ
∈ξ

=ξ
i

ii
C
Ca

)(u
1

ξاز آنجا كه هر دو تابع دامنه و برد يكسان دارند و مقادير هر دو تابع به ازاي يك

.ي شده را به كار بردتوان تابع معرفمشخص مساوي است بنابراين مي

1[ C ]i
x ix x i

N(C )i
ii

N(C )i
ii

i i i i
i

i i
i

G (u) E[ u( )] E[ a ]

E[ a ]

E[a ]

exp[ ( a ) (C )] LMNOOOOOOOOOOOPQN(C ), N(C ) ~ Poisson( (Ci))

exp[ ( a ) (C )]

exp [ ( u( )) ( )d ]

∞
ξ∈

ξ∈ ξ∈ =

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

= Π ξ = Π Π

= Π

= Π

= − − µ µ

= − − µ

= − − ξ ρ ξ ξ

∏

∑

∫

1

1

1

1

1

1

1

1

1- Lebesgue integral
2- Monotone convergence theorem

قضيه همگرايي يكنوا

))Ci((Poisson~)C(N,)C(N ii µمستقل 

�
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. كند پواسون ارائه ميفرايندي زير توزيع قضيه

 ـ6ـ1قضيه  .  باشـد منتشري  يك اندازهµ و Sاي روي  نقطهفرايند يك Xفرض كنيم 5 

Xدر ايــــن صــــورت  ~ Poisson(S, )ρ اگــــر و تنهــــا اگــــر بــــرايSB  كــــه ⊇

S(B) ( ) dµ = ρ ξ ξ < fNF و هر ∫∞  : داشته باشيم⊇1

ــف ـ     ال
n

n i nB B
n i

exp( (B) )P(X F) ... 1[{x ,..., x } F] (x ) dx ...dx
n!

∞

= =

−µ
∈ = ∈ ρ∑ ∏∫ ∫ 1 1

1o

)1 .6 .1(

ــر    Xب ـ اگ ~ Poisson(S, )ρــع   آن ــراي تواب ــاه ب ]گ )fB S , h : N ,⊆ → ∞1 o ــه  ك

∞<µ )B(داريم  :

.[ ] { }
n

B n i nB B
n i

exp ( (B))E h(X ) ... h( x ,..., x ) ( x ) dx ... dx
n!

∞

= =

−µ
= ρ∑ ∏∫ ∫

o
1 1

1

: برهان

Xالف ـ فـرض كنـيم     ~ Poisson (S, )ρ .  اگـرB∈B و ∞<µ )B(   از آنجـا كـه ،N(B) 

fNF است، براي هر B(µ(داراي توزيع پواسون با ميانگين  :  داريم⊇1

{ } { }

{ }

B B
n

(B)
n

B
n

P(X F) P X F | N(B) n P N(B) n

e ( (B) ) P X F | N(B) n
n!

∞

=

−µ∞

=

∈ = ∈ = =

= µ ∈ =

∑

∑

o

o

:  داريم3ـ6 ـ 1ط ب ـ قضيه بنابر شر

)
)B(
)x(,n,B(Binomial~n)B(N|XB µ

ρ
=
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{ } n
B n nB B

(x ) (x )P( X F | N(B) n ) ... 1 x ,..., x F dx ...dx
(B) (B)

ρ ρ
∈ = = ∈   µ µ∫ ∫ L1

1 1

{ }n n nB Bn ... 1 x ,..., x F (x )... (x ) dx ... dx
( (B))

= ∈ ρ ρ  µ ∫ ∫ 1 1 1

1

{ }
n

B n i nB B
n i

exp ( (B))P( X F ) ... 1 x ,..., x F ( x ) dx ... dx
n!

∞

= =

−µ
∈ = ∈ ρ  ∑ ∏∫ ∫

o
1 1

1

ــر      ــراي ه ــيم ب ــرض كن ــس ف ــه عك ــه B∈Bب µ(B)ك < ــر ∞ ∋fF و ه 1Nــساوي ت

µ(B) كه B∈Bبراي  . برقرار باشد) 1. 6. 1( < ∋m و ∞
o
N

{ N(B)=m} = [XB ∈ Fm]

f1NFmكه در آن : به صورت∋

Fm = { x∈ N1f : n(x) = m}

:بنابراين. تعريف مي شود 

P [N(B) = m } = P (XB ∈ Fm)

(B)

n n m nB
n

(B) (B)
m

m nB

e 1[{x ,...,x } F ] (dx )... (dx )
n!

e e(dx )... (dx ) ( (B)) .
m! m!

−µ∞

=

−µ −µ

= ∈ µ µ

= µ µ = µ

∑ ∫

∫

o
1 1

1

ــورد       ــف ـ  در مـ ــرط الـ ــذا شـ ــضيه ي  Xلـ ــابر قـ ــت و بنـ ــرار اسـ ــ1 برقـ ــ 6ــ 2ــ

X ~ Poisson (S, )ρ.

. از برهان استاندارد استفاده مي كنيم ) ب

:يعني.  تابع نشانگر باشد hفرض كنيم ) 1

h(XB) = 1[XB ∈ F].

:در اين صورت


