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قدردانͬ و تشͺر

داد. بیان توانایی و تصمیم�گیری تفکر، قدرت او به و داد قرار مخلوقات اشرف را او و آفرید را انسان آنکه به�نام

اینجانب به را علمͬ مدارج کردن سپری توانایی و فرمود یاری علم تحصیل در را حقیر بنده این که شاکرم را خدای

پیموده را ترقͬ و موفقیت پله�های گاهͬ�هایم آ سطح بردن بالا و بیشتر مطالعه با بتوانم نیز آینده در است امید داد.

برسم. دارم نظر در که اهدافͬ همه به و

و تشویق�ها با که همسرم و بوده�اند یاورم و یار همیشه که فداکارم مادر و پدر از مͬ�دانم لازم خود بر پایان در

دکتر آقای جناب راهنمایم استاد و کشیدند برایم فراوانͬ زحمات تحصیلم سال دو این طول در پشتیبانیهایش

گرامͬ اساتید و ساعدپناه دکتر آقای جناب مشاورم استاد و دلسوزانه و ارزشمند راهنمایهای بخاطر احمدنسب

عطایی عارف آقای عزیزم دوست همدلͬ و همیاری از نیز و قاسمͬ دکتر آقای جناب و شانظری دکتر آقای جناب

این موفقیت منان خداوند از و باشم داشته را قدردانͬ و تشͺر نهایت کردستان دانشͽاه کارکنان و اساتید همه و

خواستارم. زندگͬ مراحل تمامͬ در را عزیزان



چͺیده

ST مثلثͬ و متقارن تجزیه اساس بر نقطه�زینͬ مسائل برای جدید مثلثͬ پیش�بهبوددهنده تعدادی پایان�نامه این در

پیش�بهبودشده دستگاه�های شرطͬ اعداد برای تخمین�هایی این، بر علاوه مͬ�دهیم. قرار بررسͬ و مطالعه مورد را

را پیش�بهبوددهنده��ها ویژگͬ�های عددی آزمایش�های مͬ�کنیم. ارائه را شبه�بهینه پارامترهای و آمد خواهد به�دست

مͬ�کنند. تائید را پیش�بهبودشده دستگاه�های حل در مزدوج گرادیان روش همͽرایی بر آن�ها تأثیر و نمایان

گرادیان روش شرطͬ، عدد نقطه�زینͬ، مسائل مثلثͬ، پیش�بهبوددهنده��های مثلثͬ، و متقارن تجزیه کلیدی: کلمات

مزدوج.
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مقدمه

مͬ�گیریم درنظر را زیر متقارن نامعین نقطه�زینͬ دستگاه

 A B

BT o


x

y

 =

p

q


ویا

Ru = b (١)

مسائل در نقطه�زینͬ مسائل چنین این .n 6 m ،q ∈ Rn ،p ∈ Rm ،B ∈ Rm×n ،A ∈ Rm×m درآن که

بنزی دارند. وجود (١) دستگاه حل برای زیادی تکراری روش�های .[٢٧ ،٢۶ ،٧] مͬ�دهد رخ مختلفͬ کاربردی

اعتبار برای روش�هایی ٢ همͺاران و چن داده�اند. انجام روش�ها این روی خوبی مرور و بررسͬ [۴] ١ همͺاران و

پیش�بهبودشده نسخه یا (CG) مزدوج گرادیان روش .[١٨ ،١١] کردند پیشنهاد روش�ها این جواب�های سنجͬ

[٢۵ ،٢٣ ،١٣ ،۶ ،١] مراجع در معین�مثبت و متقارن دستگاه ͷی به اصلͬ دستگاه تبدیل توسط (PCG) آن

[٢١ ،١۴ ،١٢] مراجع در آن�ها کاربردهای برخͬ و ماتریس�ها مثلثͬ و متقارن تجزیه گرفته�اند. قرار بحث مورد

عمومͬ روش پایان�نامه این در گردید. معرفͬ ST پیش�بهبوددهنده سه [٢۵] مرجع در گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را (١) در R بلوکͬ ماتریس از ST تجزیه اساس بر مثلثͬ پیش�بهبوددهند�ه�های ساختن

به ST پیش�بهبوددهند�ه�های از تعدادی برای را شبه�بهینه پارامترهای ،CG روش همͽرایی نرخ افزایش منظور به

مͬ�باشد. زیر شرح به پایان�نامه این موضوعات چیدمان و ترتیب مͬ�کنیم. مطالعه تفصیل

نیاز مورد پایان�نامه قسمت�های سایر در که پرداخت خواهیم مقدماتͬ و پیش�نیازها یادآوری و معرفͬ به فصل١، در

ST پیش�بهبوددهنده�های ساخت روش ،٣ فصل در مͬ�پردازد. ماتریس�ها ST تجزیه معرفͬ به ،٢ فصل هستند.

مورد PCG روش�هایCGو ادامه در مͬ�گردند. معرفͬ جدید ST پیش�بهبوددهنده�های سپس و شد خواهد مطرح

١Benzi et al
٢Chen et al

ث



روش�های که مͬ�دهند نشان عددی نتایج ،۴ فصل در شد. خواهند مطرح شبه�بهینه پارامترهای و گرفته قرار مطالعه

مͬ�کنند. عمل خوب خیلͬ شبه�بهینه پارامتر با PCG یا CG

ج



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

این در شده استفاده نمادهای نیازمندیم. آن�ها به بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم مطالبی بررسͬ به فصل این در

خواهیم ارائه را پایان�نامه این در شده استفاده اساسͬ و تعاریفمهم و قضایا از بعضͬ و شد خواهند معرفͬ پایان�نامه

کرد.

ماتریس�ها ١.١

طور آنکه مͽر مͬ�کنیم، فرض مختلط را پایان�نامه این در بحث مورد فضاهای تمامͬ عمومیت، حفظ منظور به

مختلط عضو m × n با آرایه�ای A مختلط ماتریس ͷی گردند. معرفͬ دیͽری

aij, i = ۱, · · · ,m, j = ۱, · · · , n,

داده نمایش Cm×n با که مͬ�دهد تشͺیل را مختلط برداری فضای ͷیm×n ماتریسهای همه مجموعه مͬباشد.

A ∈ C۱×n ماتریس آنگاه m = ۱ هرگاه و مͬ�باشد ستونͬ بردار ͷی A ∈ Cm×۱ آنگاه ،n = ۱ هرگاه مͬ�شود.

مͬ�شود. نامیده سطری بردار ͷی

هستند: شرح بدین مͬ�شوند، تعریف ماتریسها روی که اصلͬ عملͽرهای

نشان C = A + B به�صورت که مͬ�باشد C مانند ماتریسͬ B و A ماتریس دو جمع ماتریس: دو جمع •

و هستند m × n اندازه با ماتریس�هایی C = (cij) و B = (bij) ،A = (aij) آن در و مͬ�شود داده

cij = aij + bij, i = ۱, ۲, · · · ,m, j = ۱, ۲, · · · , n.

C = αA به�صورت که مͬ�باشد C مانند ماتریسͬ A ماتریس در α عدد ضرب ماتریس: در عدد ضرب •

١



درآن که مͬ�شود داده نشان

cij = αaij, i = ۱, ۲, · · · ,m, j = ۱, ۲, · · · , n.

C = AB به�صورت که مͬ�باشد C مانند ماتریسͬ B ماتریس در A ماتریس ضرب ماتریس: دو ضرب •

و C ∈ Cm×p ،B ∈ Cn×p ،A ∈ Cm×n درآن که مͬ�شود داده نشان

cij =
n∑

k=۱

aikbkj, i = ۱, · · · ,m, j = ۱, · · · , p.

ماتریس دو کرونکر ضرب باشد، p × q ماتریس ͷی B و m × n ماتریس ͷی A = (aij) اگر .١.١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت مͬ�شود داده نشان A ⊗ B به�صورت که B و A

A ⊗ B =



a۱۱B a۱۲B · · · a۱nB

a۲۱B a۲۲B · · · a۲nB

... ... . . . ...

am۱B am۲B · · · amnB


.

که طوری به مͬ�باشد C ∈ Cn×m مانند ماتریسͬ A ∈ Cm×n ماتریس ترانهاده١ .٢.١.١ تعریف

cij = aji, i = ۱, · · · , n, j = ۱, · · · ,m.

داده نشان AH یا A∗با که A ∈ Cm×n ماتریس مزدوج ترانهاده مͬ�دهیم. نمایش AT با را A ماتریس ترانهاده

است: زیر تعریف دارای نیز مͬ�شود

A∗ = AH = A
T

= AT .

ماتریس�ها انواع ١.١.١

ساختارهای از برخͬ زیر در است. وابسته ماتریس ساختار به اغلب جبرخطͬ مسائل عددی حل برای روشͬ انتخاب

است: برخوردار بیشتری معروفیت از تقارن خاصیت میان آن در که است آمده ماتریس�ها ویژه�ی

.AT = A هرگاه گوییم متقارن را A ∈ Rn×n ماتریس متقارن٢: ماتریس •

.AH = A هرگاه گوییم هرمیتͬ را A ∈ Cn×n ماتریس هرمیت٣ͬ: ماتریس •

١Transpose
٢Symmetric
٣Hermitian

٢



.AT = −A هرگاه گوییم پادمتقارن را A ∈ Rn×n ماتریس پاد۴متقارن: ماتریس •

.AH = −A هرگاه گوییم متقارن را A ∈ Cn×n ماتریس پادهرمیتͬ: ماتریس •

و مناسب�اند محاسباتͬ اهداف بعضͬ برای که گونه�ای به دارند وجود خاص ساختار با ماتریس�های از دیͽر برخͬ

موارد به مͬ�توان ماتریس�ها این جمله از مͬ�کنند. بازی محاسباتͬ کاربردهای و عددی تحلیل�های در مهˁمͬ نقش

کرد: اشاره زیر

باشند. برابر هم با آن ستونهای و سطرها تعداد اگر است مربعͬ ماتریس ͷی : ۵ مربعͬ ماتریس� •

ماتریس .aij = ۰ ،i < j ازای به هرگاه گویند پایین�مثلثͬ را A مربعͬ ماتریس :۶ پایین�مثلثͬ ماتریس •

مͬ�دهند. نمایش L با را پایین�مثلثͬ

بالامثلثͬ ماتریس .aij = ۰ ،i > j ازای به هرگاه گویند بالامثلثͬ Aرا مربعͬ ماتریس :٧ بالامثلثͬ ماتریس •

مͬ�دهند. نمایش U با را

واضح .dij = ۰ باشیم داشته ،i ̸= j ازای به هرگاه گویند قطری را D مربعͬ ماتریس : ٨ قطری ماتریس •

است. پایین�مثلثͬ هم و بالامثلثͬ هم قطری ماتریس که است

: هرگاه گویند همانͬ را A = (aij) قطری مربعͬ ماتریس : ٩ همانͬ ماتریس •

aij =

 ۰ if i ̸= j

۱ if i = j

قطر روی درایه�های بجز آن درایه�های تمام هرگاه است -دوری p ،A مربعͬ ماتریس :١٠ -دوری p ماتریس •

باشند. صفر a۱p درایه و اصلͬ قطر زیر درایه�های و اصلͬ

که j و i هر ازای به هرگاه گویند سه�قطری١١ را A مربعͬ ماتریس سه�قطری: ماتریس •

.aij = ۰ باشیم داشته |i − j| > ۱

۴Skew
۵Square matrix
۶Lower triangular matrix
٧Upper triangular matrix
٨Diagonal matrix
٩Identity matrix
١٠p-cyclic matrix
١١Tridiagonal matrix

٣



مͬ�شود. نامیده بلوکͬ ماتریس شود جایͽزین ماتریس ͷی با آن عنصر هر که ماتریسͬ بلوکͬ: ماتریس •

قطری ماتریس شود جایͽزین ماتریس ͷی با آن قطری عنصر هر که قطری ماتریسͬ بلوکͬ: قطری ماتریس •

مͬ�شود داده نشان زیر به�صورت که مͬ�شود نامیده بلوکͬ

A = diag(A۱۱, A۲۲, · · · , Ann).

باشند. صفر آن درایه�های اکثر هرگاه گویند تُنک را A ماتریس تُنک١٢: ماتریس •

باشند. ناصفر آن درایه�های اکثر هرگاه گویند چͽال را A ماتریس چͽال١٣: ماتریس •

هرگاه گویند متعامد را A ∈ Rn×n مربعͬ ماتریس متعامد١۴: ماتریس •

AT = A−۱ یا AAT = AT A = I.

.A−۱ = AH هرگاه نامند یͺانͬ را مختلط درایه�های با A مربعͬ ماتریس یͺان١۵ͬ: ماتریس •

باشیم: داشته o ̸= x ∈ Cm هر ازای به هرگاه گویند ١۶ معین�مثبت را A ∈ Cm×m مربعͬ ماتریس •

xT Ax > ۰

گویند. معین�مثبت١٧ نیمه را A آنگاه xT Ax ≥ ۰ اگر و

باشیم: داشته o ̸= x ∈ Cm هر ازای به هرگاه گویند منف١٨ͬ معین را A ∈ Cm×m مربعͬ ماتریس •

xT Ax < ۰

گویند. منف١٩ͬ معین نیمه را A آنگاه xT Ax ≤ ۰ اگر و

١٢Sparse
١٣Dense
١۴Orthogonal
١۵Unitary
١۶Positive definite matrix
١٧Positive semi-definite matrix
١٨Negative definite matrix
١٩Negative semi-definite matrix

۴



معین�مثبت ماتریس�های مشخصه�های و ویژگͬ�ها برخͬ

باشند. مثبت آن ویژه�ی مقادیر همه�ی اگر تنها و اگر است معین�مثبت A ماتریس .١

است. معین�مثبت معین�مثبت، ماتریس دو مجموع .٢

.aii > ۰ ،i هر برای آنگاه باشد، معین�مثبت A = (aij) اگر .٣

است. واقع اصلͬ قطر روی ماتریس کل در عضو بزرگترین ،A = (aij) معین�مثبت ماتریس برای .۴

ماتریس ͷی معکوس

که شود یافت چنان B مانند ماتریسͬ هرگاه گویند، پذیر وارون را n مرتبه�ی از A مربعͬ ماتریس

AB = BA = In.

مͬ�دهند. نشان A−۱ با و نامیده A وارون را B صورت این در

ماتریس ͷی دترمینان

a عدد برابر A = (a) ، ۱ × ۱ ماتریس ͷی دترمینان است، تعریف قابل روش چندین به ماتریس ͷی دترمینان

مͬ�باشد زیر به�صورت n × n ماتریس ͷی دترمینان تعیین راههای از ͬͺی است.

det(A) =
n∑

j=۱

(−۱)i+jaij det(Aij).

روش این مͬ��آید. Aبه�دست jام وستون iام حذفسطر با استکه (n − ۱)×(n − Aijیͷماتریس(۱ آن در که

مشابه طور به مͬ�تواند A دترمینان مͬ�باشد. A ماتریس iام سطر از استفاده با A ماتریس دترمینان محاسبه�ی برای

در ،det(A) = ۰ وقتͬ گوییم منفرد را ماتریس ͷی گردد. محاسبه A دلخواه ستون�های یا و سطرها از استفاده با

گوییم. نامنفرد را آن اینصورت غیر

ماتریسͬ نرم و برداری نرم ٢.١

برداری نرم ١.٢.١

را تقریبی جواب که است این هدف تقریبی روش�های در گرفت. نظر در طول مفهوم از تعمیمͬ مͬ�توان را نرم

ͷی در فاصله و اندازه مفهوم آوریم. به�دست را تقریبی جواب و واقعͬ جواب بین تفاوت همزمان و نموده محاسبه

۵



∥ · ∥ : Cn −→ R به�صورت مقدار حقیقͬ تابعͬ نرم، است. تعریف قابل نرم ایده از استفاده با برداری فضای

کند: صدق زیر شرایط در باید برداری نرم ͷی مͬ�کند. تعیین را بردار ͷی طول حقیقͬ مقدار که مͬ�باشد

،∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ C بردار هر ازای به .١

،x = o اگر فقط و اگر ∥x∥ = ۰ .٢

،∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ،x, y ∈ Cn هر ازای به .٣

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،x ∈ Cn و α ∈ C هر ازای به .۴

مͬ�گردند: معرفͬ دارند فراوانͬ استفاده�ی موارد که برداری نرم�های برخͬ زیر در

مͬ�نامند. ͷنرم-ی را آن که ،∥x∥۱ =
∑n

j=۱ |xj| .١

از مختلط بردار ͷی اقلیدسͬ نرم مͬ�نامند. اقلیدسͬ) نرم (یا نرم-دو را آن که ،∥x∥۲ =
(∑n

j=۱ xj
۲
) ۱

۲ .٢

.∥x∥۲ = ⟨x, x⟩ ۱
۲ مͬ�آید: به�دست زیر داخلͬ ضرب

مͬ�نامند. بی�نهایت نرم یا ماکزیمم نرم آنرا که ،∥x∥∞ = max۱≤j≤n |xj| .٣

برداری نرم�های در ارزی هم ویژگͬ

که دارند وجود β و α مثبت� ثابت�های ارزند،یعنͬ هم متناهͬ بعد با فضاهای برداری نرم�های همه

α∥x∥µ ≤ ∥x∥ν ≤ β∥x∥µ.

:[١۶] مͬ�باشند زیر به�صورت β و α ثابت�های ، ۱, ۲,∞ نرم�های برای

∥x∥۲ ≤ ∥x∥۱ ≤
√

n∥x∥۲,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥۲ ≤
√

n∥x∥∞,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥۱ ≤ n∥x∥∞.

ماتریسͬ نرم ٢.٢.١

تابع ͷی مͬ�شود، تعریف مختلط n × n ماتریس�های تمام مجموعه�ی بر که ماتریسͬ نرم ͷی .١.٢.١ تعریف

در α مانند حقیقͬ اعداد تمام و B و A مانند n× n ماتریس�های تمام ازای به که است ∥ · ∥ مانند مقدار حقیقͬ

مͬ�کند: صدق زیر شرایط

۶



،∥A∥ ≥ ۰ .١

،A = o اگر وفقط اگر ∥A∥ = ۰ .٢

،∥αA∥ = |α|∥A∥ .٣

.∥A + B∥ ≤ ∥A∥ + ∥B∥ .۴

بر برداری نرم ͷی ∥ · ∥n ،Cm بر برداری نرم ͷی ∥ · ∥m ،m × n ماتریس ͷی A کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�آید: به�دست زیر تعریف با Cn و Cm برداری نرم�های از Cm×n در شده٢٠ القا نرم باشد. Cn

∥A∥(m,n) = max
۰ ̸=x∈Cn

∥Ax∥m

∥x∥n

.

،[١۶] که داد نشان مͬ�توان آنگاه x ∈ Cn و B ∈ Cn×p ،A ∈ Cm×n کنید فرض

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥,

∥ABx∥ ≤ ∥A∥∥Bx∥ ≤ ∥A∥∥B∥∥x∥.

مͬ�کنند: صدق زیر ویژگͬ در شده القا نرم�های که گرفت نتیجه مͬ�توان بالا ویژگͬ دو از

∥AB∥p ≤ ∥A∥p∥B∥p, p = ۱, ۲,∞.

آورد: به�دست زیر روابط ͷکم به به�ترتیب مͬ�توان را ∞ماتریسͬ و ٢ و ١ نرم�های

∥A∥۱ = max
j

∑
i

|aij|, ستون) مجموع ماکزیمم نرم )

∥A∥∞ = max
i

∑
j

|aij|, ( سطر مجموع ماکزیمم نرم )

∥A∥۲ = max
x ̸=۰

∥Ax∥۲

∥x∥۲
=
√

ρ (AT A),

است. آمده ۴.١ بخش در که مͬ�باشد AT A ماتریس طیفͬ شعاع آن در ρ که

A ∈ Cm×n برای که است، فروبنیوس٢١ نرم نمͬ�شود، استنتاج برداری نرم از که ماتریسͬ نرم مهم موارد از ͬͺی

مͬ�باشد: زیر تعریف دارای

∥A∥F =

(
m∑
i

n∑
j

|aij|۲
) ۱

۲

.

٢٠Induced
٢١Frobenius

٧



متقارن و بلوکͬ ماتریس برای .٣.٢.١ تعریف

X =

 A B

BT C

 .

برای A بودن نامنفرد شرط مͬ�شود. تعریف S = C − BT A−۱B به�صورت X در A ماتریس شور٢٢ مͺمل

است. الزامͬ S وجود

گرفت. نتیجه را S و A بودن معین�مثبت مͬ�توان X بودن معین�مثبت از

است. نامنفرد C آن در که ،A − BC−۱BT از است عبارت X در C بلوک شور مͺمل مشابه بطور

مسئله شرطͬ عدد ٣.١

از X دار نرم برداری فضای ͷی از f : X −→ Y مانند تابعͬ عنوان به را مسئله ͷی مͬ�توان کلͬ نگاه ͷی در

( عددی جبرخطͬ در (حتͬ معمولا˟ f تابع این کرد. معرفͬ جواب�ها از Y دار نرم برداری فضای ͷی به داده�ها

از منظور آن�ها از ͷی هر در که مͬ�گردد ارائه تعریف چند زیر در است. پیوسته اوقات اکثر در اما است، غیرخطͬ

مͬ�باشد. بالا در شده اشاره تابع f

به منجر x ∈ X در موجود ͷکوچ اغتشاش هر هرگاه گوییم، وضع خوش را f مسئله�ی ͷی .١.٣.١ تعریف

گوییم. بدوضع را f مسئله�ی صورت این غیر در گردد، f(x) در ͷکوچ تغییر�ی

است. آن کاربرد نوع به وابسته ١.٣.١ تعریف در بودن بزرگ و ͷکوچ مفاهیم

فرض با باشد. x از ͷکوچ اغتشاشͬ نمایانگر δx که کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

مͬ�گردد: تعریف زیر به�صورت x در f مسئله�ی برای k̂ = k̂(x) مطلق شرطͬ عدد δf = f(x + δx) − f(x)

k̂ = lim
δ→۰

sup
δx≤δ

∥δf∥
∥δx∥

.

گرفته نادیده اخیر فرمول در سوپریمم حد کوچ�ͷاند، بسیار ها δx فرضکه این دلیل به مسائل، از بسیاری در

f مسئله�ی شرطͬ عدد مͬ�توان زیر شرح به باشد، پذیر مشتق f اگر طرفͬ از . k̂ = supδx
∥δf∥
∥δx∥ داریم و مͬ�شود

کرد: ارزیابی را

x در f ژاکوبین ماتریس J(x) دیͽر عبارت به باشد. J(i, j) = ∂fi

∂xj
درایه�های با ماتریس J(x) مͬ��کنیم فرض

٢٢schur complement

٨



به مطلق شرطͬ عدد صورت این در شود، δf ≈ J(x)δx تقریبی فرمول به منجر اول مرتبه�ی تا مشتق اگر باشد،

است. نمایش قابل k̂ ≈ ∥J(x)∥ شͺل

معرفͬ زیر به�صورت k = k(x) نسبی شرطͬ ٢.٣.١عدد تعریف در شده بیان مفروضات طبق .٣.٣.١ تعریف

مͬ�گردد.

k = lim
δ→۰

sup
δx≤δ

(
∥δf∥
∥f(x)∥

/
∥δx∥
∥x∥

)
,

است: نمایش قابل زیر به�صورت δf و δx بودن ͷکوچ بسیار مفروضات تحت که

k = sup
δx

(
∥δf∥
∥f(x)∥

/
∥δx∥
∥x∥

)
.

نوشت: مͬ�توان آنگاه باشد، پذیر مشتق f چنان�چه

k =
∥J(x)∥

∥f(x)∥/∥x∥
.

با است برابر ∥ · ∥ نرم به نسبت A نامنفرد ماتریس برای k(A) شرطͬ عدد .۴.٣.١ تعریف

k(A) = ∥A∥∥A−۱∥.

ماتریس�ها ویژه�ی مقدار ��مسائل ۴.١

استاندارد ویژه�ی مقدار مسئله ١.۴.١

و λ ∈ C اسͺالرهای یافتن از است عبارت ،A ∈ Cn×n مفروض ماتریس برای استاندارد ویژه مقدار مسئله

بردار و است A مربعͬ ماتریس ٢٣ ویژه مقدار λ مختلط عدد .Ax = λx که طوری به x ∈ Cn ناصفر بردارهای

گوییم. λ ویژه مقدار با متناظر راست ویژه٢۴ بردار را Cn در x صفر غیر

مشخصه چندجمله�ای ریشه�ی اگر فقط و اگر است A ماتریس ویژه مقدار ͷی λ مختلط عدد .١.۴.١ تعریف

باشد: زیر تعریف با P (z)

P (z) = det (zI − A) .

٢٣Eigenvalue
٢۴Eigenvector

٩



با و نامیده A طیف را صفرها این تمام مجموعه است. C در متمایز لزوماً نه صفر n دارای P (z) چندجمله�ای

که شͺل بدین مͬ�شود داده نمایش Λ (A)

Λ (A) = {λ ∈ C : P (λ) = ۰} .

ویژه مقدار با متناظر A
H از y �ویژه بردار است. AH از ویژه مقدار ͷی λ آنگاه A ∈ Cn×n ویژه مقدار λ اگر

مͬ�کنند صدق زیر روابط در x, y ̸= ۰ چپ، و راست ویژه بردارهای و λ ویژه مقدار دارد. چپAنام ویژه بردار λ

Ax = λx,

yHA = λyH .

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که است نامنفͬ و حقیقͬ عددی A ماتریس طیفͬ شعاع

ρ (A) = max {|λ|; λ ∈ Λ (A)} .

زیر به�صورت tr نماد با و دارد نام ماتریس اثر٢۵ یا تریس A ∈ Cn×n ماتریس قطر روی عناصر همه مجموع

tr (A) =
n∑

i=۱

aii

مͬ�شود. داده نمایش

آنگاه باشند، متمایز) لزوماً (نه A ∈ Cn×n ماتریس مقادیرویژه λ۱, · · · , λn اگر

tr (A) =
n∑

i=۱

λi,

و

det (A) =
n∏

i=۱

λi.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را اصطلاحاتͬ ادامه در

جمله�ای چند در ویژه مقدار آن تکرار مرتبه�ی با است برابر A ماتریس λی ویژه�ی مقدار ٢۶ جبری چندگانگͬ .١

.A ماتریس با متناظر مشخصه�ی

به�صورت A ماتریس با متناظر مشخصه�ی جمله�ای چند اگر دیͽر عبارت به

P (z) = (z − λ)mP۱(z), P۱(λ) ̸= ۰,

است. λ ویژه�ی مقدار برای جبری چندگانگͬ m صورت این در باشد.

٢۵Trace
٢۶Algebric multiplicity

١٠


