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චاری ণپاس໋�

آغاز در آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

آقازاده، ناصر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�

به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید. انجام

تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که ستاری محمدحسن دکتر آقای جناب از

دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند

دارم. را امتنان کمال
زحمات اینجانب تحصیلات مدت در که تحصیلم، دوران گرامͬ استادهای کلیه از
خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ
مͬ�کنم تشͺر و را مقدسش وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر
من پشتیبان بهترین وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به همسرعزیزم از

بود.



چͺیده

با سپس و مͬ�کنیم استفاده مͬ�باشد دوگان نمایی توابع اساس بر که متغیر تغییر ͷی از پایان�نامه این در

و مͬ�کنیم حل عددی صورت به را نامعین و معین انتگرال�های سینک تابع اساس بر تابع ͷی بسط نوشتن

دوم نوع و ولترا دوم و اول نوع انتگرالͬ معادلات انتگرالͬ قسمت مورد در روش همین بͺاربردن با ادامه در

اول فصل در که هم�محلͬ روش بͺاربردن با سپس نوشت ساده�تری صورت به مͬ�توان را معادله فردهلم،

تابع تقریبی میزان روش این در مͬ�پردازیم. معادلات عددی حل به است شده پرداخته آن به پایان�نامه همین

زد. تقریب تابعͬ دقیق، جواب برای مͬ�توان درونیابی از استفاده با که مͬ�آید بدست هم�محلͬ نقاط در

روش انتگرال، معادله�ی معین، انتگرال�گیری نامعین، انتگرال�گیری دوگان، نمایی تبدیل واژه�ها: کلید

سینک
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١ فصل

مقدمات

تصویری روش�های ١.١

کنیم پیدا زیر انتگرالͬ معادله�ی برای تقریبی جواب ͷی مͬ�خواهیم

λu(x)−
∫
D

K(x, t)u(t)dt = g(x), x ∈ D (١.١)

انتخاب با شود. تعیین باید که است معادله جواب u(t) و هستند موجود توابع K(x, t) و g(x) آن در که

یعنͬ مساله واقعͬ جواب به ͷنزدی ũ(t) تابع شامل هستیم مطمئن که متناهͬ، بعد با توابع از خانواده�ی

کند. صدق (١.١) معادله�ی در تقریبی طور به که مͬ�شود انتخاب طوری ũ(t) تقریبی جواب هست، u(t)

که مͬ�کند صدق (١.١) درمعادله�ی تقریبی طور به ũ(t) گفت مͬ�شود که دارد وجود متفاوتͬ دیدگاه�های

مͬ�شود. منجر متفاوتͬ روش�های به دیدگاه�ها این

مͬ�پردازیم. روش دو این بررسͬ به که هستند، ٢ گالرکین و ١ هم�محلͬ روش دو روش�ها این مهمترین

عمومͬ نظریه�ی ٢.١

فشرده را K عملͽر و مͬ�نویسیم (λ − K)u = g صورت به عملͽری شͺل به را (١.١) انتگرال معادله�ی

بعد که n ≥ ١ برای Xn ⊂ X متناهͬ بعد با دنباله ͷی عمل در مͬ�کنیم. فرض X به X باناخ فضای روی

سادگͬ برای باشد. {ϕ١, ..., ϕd} پایه�ی دارای Xn مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. انتخاب را است dn برابر Xn

Collocation١

Galerkin٢

١



٢ مقدمات .١ فصل

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به {ϕ١, ..., ϕd} پایه�های به توجه با un ∈ Xn .d = dn مͬ�دهیم قرار

un(x) =
d∑

j=d

cjϕj(x), x ∈ D (٢.١)

تعیین نقاط بعضͬ در معادله بودن دقیق شرط با {c١, c٢, ..., cd} ضرایب (٢.١) و (١.١) جایͽذاری با

مͬ�کنیم: معرفͬ مͬ�شود.

rn(x) =
d∑

j=١
cj

{
λϕj(x)−

∫
D

K(x, t)ϕj(t)dt

}
− g(x), x ∈ D (٣.١)

نمادین به�طور مͬ�شود. نامیده تقریب باقیمانده�ی rn(x) مͬ�کنیم استفاده u ≈ un تقریب از که وقتͬ

rn = (λ−K)un − g

داریم انتظار مͬ�شوند. تعیین جاها بعضͬ در rn(x) بودن صفر شرط اعمال با {c١, c٢, ..., cd} ضرایب

باشد. u(x) واقعͬ جواب برای خوب تقریب ͷی un(x)

هم�محلͬ روش ٣.١

باشیم: داشته نقاط این در که مͬ�گیریم نظر در را {x١, x٢, ..., xd} ∈ D گره�ای نقاط نخست روش این در

rn(xi) = ٠, i = ١, ..., dn

: را زیر خطͬ دستگاه جواب نهایت در و {c١, c٢, ..., cd} مͬ�توان معادلات این با حال

d∑
j=١

cj{λϕj(xi)−
∫
D

K(xi, t)ϕj(t)dt} = g(xi), i = ١,٢, ..., dn (۴.١)

آورد. بدست

جواب این آیا دارد جواب اگر و دارد، جواب دستگاه این آیا که است این مͬ�رسد ذهن به که سوالͬ

همͽراست؟ u به un آیا است طور این اگر و است، منحصربفرد

با شود. محاسبه عددی صورت به معمولا باید است انتگرال دارای که خطͬ دستگاه که مͬ�کنیم یادآوری

برای مͬ�گیریم، نظر در Xnمͬ�نگارد روی به Xرا = C(D) که Pnرا تصویری عملͽر (۴.١) رابطه�ی به توجه

متعلق u هر برای مͬ�نگارد. Xn به را X = C(D) که Pn تصویری عملͽر مͬ�کنیم تعریف x ∈ C(D) هر



٣ مقدمات .١ فصل

{x١, x٢, ..., xd} ∈ D گره�ای نقاط برای درونیابی u که Xn عناصر برای را Pnu مͬ�کنیم تعریف C(D) به

: که است معنͬ بدین است،

Pnu(x) =
d∑

j=١
αjϕj(x) (۵.١)

آید: مͬ بدست خطͬ دستگاه حل در زیر صورت به αj ضرایب که

d∑
j=١

αjϕj(xi) = u(xi), i = ١, ..., dn (۶.١)

: باشیم داشته اگر است منحصربفرد جواب دارای دستگاه

det[ϕj(xi)] ̸= ٠

باید را توابع از جدیدی پایه�ی ما واضح، روابط آوردن بدست برای و است خطͬ Pn بفهمیم بهتر آنکه برای

بدست زیر درونیابی شرایط از آن عناصر که ℓ ∈ Xn بͽیرید نظر در ١ ≤ i ≤ dn که i هر برای کنیم. معرفͬ

مͬ�آید:

ℓ(xj) = δij , j = ١, ..., dn

جدید پایه ͷی {ℓ١, ..., ℓd} مجموعه�ی و دارد وجود بفرد منحصر ℓi ͷی ،det[ϕj(xi)] ̸= ٠ به توجه با

زیرفضاهای انواع تمامͬ با همراه توابع این از و مͬ�نامیم لاگرانژ پایه�ای توابع را ها ℓi این که است. Xn برای

بنویسیم: مͬ�توانیم جدید پایه�ی این با و کرد خواهیم استفاده Xn تقریب

Pnu(x) =

d∑
j=١

u(xj)ℓj(x), x ∈ D (٧.١)

دلیل:

درونیابی، شرط پس است u(x)درونیاب Pnu(x) چون

Pnu(xi) = u(xi), i = ١,٢, ..., dn

داریم: لذا مͬ�باشد Xn پایه�ی ℓj(x) طرفͬ از برقراراست.

Pnu(x) =

d∑
j=١

αjℓj(x)



۴ مقدمات .١ فصل

Pnu(xi) = u(xi) چون و ℓj(xi) = ١ یعنͬ مͬ�باشد ͷی برابر است i = j �که وقتͬ ℓj(xi) مقدار چون و

نتیجه، در αj = u(xj)پس

Pnu(x) =
d∑

j=١
u(xj)ℓj(x)

است، متناهͬ رتبه�ی دارای و خطͬ Pn داریم همچنین

Pn(αu(x) + βg(x)) =
d∑

j=١
(αu(xj) + βg(xj)) ℓj(x)

= α
d∑

j=١
u(xj)ℓj(x) + β

d∑
j=١

g(xj)ℓj(x)

= αPnu(x) + βPng(x)

و C(D) به C(D) از است عملͽر ͷی این بر علاوه

∥Pn∥ = max
d∑

j=١
|ℓj(x)|

دلیل:

∥Pnu(x)∥ = ∥
d∑

j=١
u(xj)ℓj(x)∥

≤
d∑

j=١
∥u(xj)∥∥ℓj(x)∥

≤
d∑

j=١
∥u(x)∥∥ℓj(x)∥

= ∥u(x)∥
d∑

j=١
∥ℓj(x)∥

= ∥u(x)∥
d∑

j=١
max
x∈D

|ℓj(x)|

= max
x∈D

d∑
j=١

|ℓj(x)|∥u(x)∥ (٨.١)

داریم: ∥u٠(x)∥ = ١ برای و

∥Pnu٠(x)∥ = ∥
d∑

j=١
١ × ℓj(x)∥



۵ مقدمات .١ فصل

= ١ ×max
x∈D

d∑
j=١

|ℓj(x)| = k. ∥u٠(x)∥︸ ︷︷ ︸
١

(٩.١)

داریم: (٩.١) و (٨.١) به توجه با

∥Pn∥ = max

d∑
j=١

|ℓj(x)|

عددی مثال�های ١.٣.١

کنید. حل را زیر معادله�ی .١.١ مثال

u(x)−
∫ ١

−١
(xt+ x٢t٢)u(t)dt = (x+ ٢(١

حل:

باشد: زیر فرم به بایستͬ جواب بͽیریم، نظر در
{

١, x, xصورت{٢ به را پایه اگر

u٣(x) = c١ + c٢x+ c٣x
٢

: داریم کنیم جایͽذاری معادله در را u٣(t) اگر آوریم، بدست را {c١, c٢, cضرایب{٣ باید که

c١ + c٢x+ c٣x
٢ −

[ ٢
١۵x(۵xc١ + ۵c٢ + ٣xc٣)

]
= x٢ + ٢x+ ١

داریم: کردن ساده از پس

x٢ (١۵ + ١٠c١ − ٩c٣)− ۵x (c٢ − ۶)− ١۵ (c١ − ١) = ٠,

داریم: x = −١ و x = ١ و x = ٠ دادن قرار با

c١ = ١, c٢ = ۶, c٣ =
٢۵
٩

است: زیر صورت به معادله جواب پس

u(x) =
٢۵
٩ x٢ + ۶x+ ١

است. برابر دقیق جواب با تقریبی جواب مثال این در
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کنید. حل هم�محلͬ روش با را زیر معادله�ی .٢.١ مثال

u(x)− ۶٠
∫ ١

٠
xt٢ + x٢tu(t)dt =

√
١ − x− ۶

١٧x(۴ + x)

مساله این دقیق جواب

u(x) =
√

١ − x

است: صورت این به معادله جواب کلͬ شͺل بͽیریم، نظر در
{

١, x, x٢} را پایه اگر اکنون است.

u٣(x) = c٠ + c١x+ c٢x
٢

داشت: خواهیم ͷی و صفر بین x مقدار انتخاب با و بالا معادله در باجایͽذاری است.

x = ٠ =⇒ c٠ − ١ = ٠ ⇒ c٠ = ١,

x =
٣
۴ =⇒ ١

۵۶ {−٨۶٩ − ١٢١٨c١ − ٩۴۵c٢} = ٠, (١٠.١)

x =
١۶
٢۵ =⇒ − ٢

۴٣٧۵ {٢۶٨۶٩ + ٣٧۵٢٠c١ + ٢٩٣۴۴c٢} = ٠, (١١.١)

داشت: خواهیم دستگاه، صورت به (١١.١) و (١٠.١) حل با

c١ = −٢٢١٩
۵٨٠٨ c٢ = − ٨۶٨٣

٢٠٣٢٨

است: زیر صورت به تقریبی جواب پس

u(x) ≈ u٣(x) = ١ − ٢٢١٩
۵٨٠٨x− ٨۶٨٣

٢٠٣٢٨x
٢

{
١, x, x٢, x٣, x۴, x۵} را پایه اگر حال است. آمده ١.١ شͺل در ٣ پایه�ی برای مسئله این خطای نمودار

داشت: خواهیم را زیر تقریبی جواب کنیم انتخاب

u۶(x) = ٠٫−١ ۴٩۵١٣٧x−٠٫ ١٠٧٣۶x٠٫−٢ ٢٨١٨٧۴x٠٫+٣ ٣٨٧۴٢٧x۴−٠٫ ٣۵١٢٩٧x۵

در مثال این در u۶ خطای میزان نمودار و است آمده ١.١ جدول در پایه دو هر در خطا این میزان همچنین

است. آمده ٢.١ شͺل
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n = ٣ بعد با انتخاب با خطای نمودار :١.١ شͺل

u۶ خطای میزان u٣ خطای میزان x مقدار
٢/۴۶۴٢١ × ١٠−۴ ٠/٠١١٧۶٣٢ ٠/٢۵
٣/۵١٣٣ × ٣−١٠ ۴/٩٢٢۶ × ٣−١٠ ٠/۵
٩/۶٢٨٨٢ × ٣−١٠ ٠/٠٢۴۴۶۵ ٠/٧
٠/٠١٢٧٧۵٩ ٠/٠٢۶٢٣٣٧ ٠/٨
٧/۵۴۵٣ × ٣−١٠ ۶/٠۶٨٣٨ × ٣−١٠ ٠/٩

۶ و ٣ بعدهای با تقریب دو خطای میزان :١.١ جدول

n = ۶ بعد با انتخاب با خطای نمودار :٢.١ شͺل
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گالرکین روش ۴.١

این با است، X در داخلͬ ضرب کننده�ی بیان که (., .) بͽیرید نظر در را هیلبرت فضای هر یا X = L٢(D)

داریم: rn برای تفاصیل

(rn, ϕi) = ٠, i = ١, ..., dn (١٢.١)

یͺه متعامد خانواده�ی اعضای {ϕ١, ..., ϕd} اگر داریم. ϕi براساس را rn فوریه ضرایب چپ سمت در که

که است نیاز مورد (١٢.١) به توجه با آنگاه است. کامل X در پایه این که باشند Φ = {ϕ١, ..., ϕd, ...}

و (١٢.١) اعمال با ،un یافتن برای شود. صفر برابر باید rn بسط مقدار

rn(x) =
d∑

j=١
cj{λϕj(x)−

∫
D

K(x, t)ϕj(t)dt} − g(x), x ∈ D

آید: مͬ بدست زیر خطͬ دستگاه

d∑
j=١

cj {λ(ϕj , ϕi)− (Kϕj , ϕi)} = (g, ϕi), i = ١, ..., dn (١٣.١)

معادله تقریبی جواب یافتن برای مͬ�گوییم گالرکین روش را فوق روش

λu(x)−
∫
D

K(x, t)u(t)dt = g(x), x ∈ D (١۴.١)

است.

دنباله�ی آیا یͺتاست؟ آیا وجود درصورت است؟ جواب دارای سیستم آیا است: مطرح سوالات این حال

است؟ C(D) در u به همͽرا دنباله آیا است؟ X در u به un تقریبی های جواب

داریم: زیرا است، دوگانه انتگرال دارای بالا فرمول

(Kϕj , ϕi) =
∫
D

[∫
D

K(x, t)ϕj(t)dt

]
ϕi(t)dt

طور به آن، نوشتن برای (١٣.١) قسمت به توجه با مͬ�شود. محاسبه عددی صورت به معمولا رابطه این که

جواب را Pn ،u ∈ X برای مͬ�کنیم. معرفͬ مͬ�نگارد Xn به را X که را Pn تصویری عملͽر خلاصه�تر

مͬ�کنیم: تعریف زیر سازی مینیمم مسئله

∥u− Pnu∥ = min
z∈Xn

∥u− z∥ (١۵.١)
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است Xnفضایضربداخلͬ چون و جوابدارد مساله این که مͬ�دهیم نشان بعداً است Xnمتناهͬ چون

مͬ�کنیم. ارائه Pn از صریح فرمول ͷی Pn از بهتر درک برای است. منحصربفرد جواب که داد نشان مͬ�توان

ساخته {ϕ١, ..., ϕd}پایه�ی روی از که را {ψ١, ..., ψd} نرمال متعامد جدید پایه�ی اشمیت گرام فرایند بوسیله

: این بر علاوه و مͬ�باشد {ϕ١, ..., ϕd} از خطͬ ترکیب ͷی ψi عناصر مͬ�کنیم. معرفͬ Xn برای شده

(ψi, ψj) = δij , i, j = ١, ..., dn

که: داد نشان مستقیما مͬ�توان جدید پایه این با

Pnu =
d∑

i=١
(u, ψi)ψi

داد: نشان را زیر روابط مͬ�توان فرمول این با و

∥u∥٢ = ∥Pnu∥٢ + ∥u−Pnu∥٢, (١۶.١)

∥Pnu∥٢ =
d∑

i=١
|(u, ψi)|٢, (١٧.١)

(Pnu, y) = (u,Pny), u, y ∈ X , (١٨.١)

((I −Pn)u,Pny) = ٠, u, y ∈ X , (١٩.١)

مͬ�نامیم. متعامد تصویری عملͽر را Pn عملͽر و مͬ�نامیم Xn روی بر u متعامد تصویر را Pnu آن در که

داریم: اثبات برای حال

: داریم (١۶.١) رابطه�ی در

∥u− Pnu∥٢ = (u−Pnu, u− Pnu)

= (u, u)− (u,Pnu)− (Pnu, u) + (Pnu,Pnu)

= ∥u∥٢ + ∥Pnu∥٢ − (u,Pnu)− (Pnu, u)

= ∥u∥٢ + ∥Pnu∥٢ − ∥Pnu∥٢ − ∥Pnu∥٢

= ∥u∥٢ − ∥Pnu∥٢
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مͬ�آید: بدست زیر از دوم تساوی دلیل اکنون

∥Pnu∥٢ = ∥
d∑

i=١
(u, ψi)ψi∥٢

= (
d∑

i=١
(u, ψi)ψi,

d∑
i=١

(u, ψi)ψi)

= ((u, ψ١)ψ١ + ...+ (u, ψd)ψd, (u, ψ١)ψ١ + ...+ (u, ψd)ψd)

=

d∑
i=١

d∑
j=١

((u, ψi)ψi, (u, ψj)ψj)

=
d∑

i=١

d∑
j=١

(u, ψi)(u, ψj)
∗(ψi, ψj)

=
d∑

i=١
|(u, ψi)|٢

: داریم (١۶.١) رابطه�ی موارد از ͬͺی اثبات برای و

(u,Pnu) = (u,
d∑

i=١
(u, ψi)ψi)

= (u, (u, ψ١)ψ١ + ...+ (u, ψd)ψd)

=

d∑
i=١

(u, (u, ψi)ψi)

=
d∑

i=١
(u, ψi)

∗(u, ψi)

=
d∑

i=١
|(u, ψi)|٢

= ∥Pnu∥٢

: داریم صورت همین وبه

(Pnu, u) = ∥Pnu∥٢

داریم: (١٨.١) رابطه��ی برای حال

(Pnu, y) =

(
d∑

i=١
(u, ψi), y

)

=

d∑
i=١

(u, ψi)(ψi, y)
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=
d∑

i=١
(ψi, y)(u, ψi)

= (u,

d∑
i=١

(ψi, y)ψi)

= (u,Pny)

داریم: (١٩.١) اثبات برای و

((I − Pn)u,Py) = (Pn(I − Pn)u, y)

= ((Pn − P٢
n)u, y)

= (٠, y)

= ٠,

(١۶.١) رابطه�ی از

∥Pn∥ = ١,

(١۶.١) از استفاده با

∥Pnu∥٢ = ∥u∥٢ − ∥u− Pnu∥٢ ≤ ∥u∥٢,

: چون است صفر برابر u٠ =
d∑

j=١
ψj فرض با ∥u٠ − Pnu٠∥ مقدار همچنین

Pnu٠ =

d∑
i=١

(u٠, ψi)ψi

=
d∑

i=١
(

d∑
j=١

ψj , ψi)ψi

=

d∑
i=١

d∑
j=١

(ψj , ψi)ψi

=
d∑

i=١
ψi = u٠

: داریم اخیر روابط از و ∥Pnu٠ − u٠∥ = ٠ چون

∥Pnu٢∥٠ = ∥u٢∥٠ − ∥Pnu٠ − u٢∥٠ = ∥u٢∥٠
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داریم: اخیر روابط از و ∥Pnu٠∥ = ١.∥u٠∥ بنابراین

∥Pnu∥
∥u∥

≤ ١,

sup
∥Pnu∥
∥u∥

≤ ١,

∥Pn∥ ≤ ١, (٢٠.١)

: داریم و

∥Pnu٠∥
u٠

= ١

١ ≤ sup
∥Pnu∥
∥u∥

= ∥Pn∥ (٢١.١)

داریم: (٢١.١) و (٢٠.١) به توجه با

∥Pn∥ = ١

که: دهیم نشان مͬ�توانیم (١٩.١) از استفاده با و

∥u− z∥٢ = ∥u−Pnu∥٢ + ∥Pnu− z∥٢, z ∈ Xn

دلیل:

∥u− Pnu∥٢ + ∥Pnu− z||٢ = (x− Pnu, u− Pnu) + (Pnu− z,Pnu− z)

= (u, u)− ٢(u,Pnu) + ٢(u,P٢
nu)− ٢(Pnu, z) + (z, z)

= (u, u) + (z, z)− ٢(Pnu, z)

= ٢(u, z) + (u− z, u− z)− ٢(Pnu, z)

= ||u− z∥٢ + ٢((I − Pn)u, z)

= ∥u− z∥٢ + ٢((I −Pn)u,Pny)

= ∥u− z∥٢

زیرا: است. (١۵.١) برای منحصربفرد جواب ͷی Pnu مͬ�دهد نشان این که

∥u− Pnu∥٢ = ∥u− z∥٢ − ∥Pnu− z∥٢ ≤ ∥u− z∥٢ ∀z ∈ Xn


