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د



تشͺر و تقدیر

و دانش پایه�ی بر و خویش مطلق پاکͬ در را هستͬ که است مهربان پروردگار سزاوار ستایش و سپاس

است. راه پیمودن و اندیشیدن گرو در خوشبختͬ به نیل که آموخت بشر به و آفرید عدالت

یاری�ها بی�نهایت برابر در و بخشیده من به را بودن تجربه�ی که مͬ�گویم سپاس قاصر زبانͬ با البته را او

میسر ͬͺکوچ حتͬ نبود خواستش اگر که مͬ�گویم، بی�کران سپاس را او مهربانانه�اش گره�گشایی�های و

نمͬ�گشت.

ایشان اخلاقͬ و علمͬ محضر از مدت این در که مولایی پروفسور ارجمندم استاد بر بی�پایان سپاس

رشد مسیر در ارزشمندشان اهتمام و راهنمایی خاطر به و مͬ�دانم ایشان مدیون را خود همواره و بردم بهره

سپاسͽزارم. علمͬ�ام،

در و همواره که مͬ�کنم، تقدیم عزیزم خانواده�ی به را خود قلبی� تشͺرات خالصانه�ترین و صمیمانه�ترین

دست به هرآنچه و هستند و بوده من شادی و نشاط دلͽرمͬ، دلیل تنها و پشتیبان زندگیم سال�های تمامͬ

مͬ�باشم. بزرگواران این مدیون یͺسره آورده�ام

ه



چͺیده

کامل ͷمتری فضای در گسسته زمان ͬͺدینامی سیستم�های در آشوب بررسͬ به پایان�نامه این در

شرط دو و بوده عمومͬ کامل ͷمتری فضای در پیوسته نگاشت�های روی نظر مورد بحث .ابتدا پرداخته�ایم

زمان ͬͺدینامی سیستم�های برای را آشوب از معادل شرط دو خاص حالت در سپس و کرده بنا آشوبناکͬ

آورده�ایم. بدست ͷمتری فضای از فشرده زیرمجموعه�های در گسسته
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مقدمه

همه�ی در تئوری این است. واداشته خود به را بشر ذهن و فکر که مͬ�باشد تئوری بی�نظمͬ، یا آشوب تئوری

علوم مباحث ی حیطه در که تئوری این است. گردیده دانشمندان بحث باعث و شده وارد علمͬ جنبه�های

غیر مسائل حل به بشر دیدگاه نوع در تغیر باعث شده، وارد اجتماعͬ و مدیریتͬ رفتاری، ریاضͬ، تجربی،

نهفته نظمͬ نظمͬ، بی هر در که است این آشوب تئوری کلید و اصلͬ ی انگاره است. شده بینͬ پیش قابل

کاملا́ محلͬ، مقیاس در که ای پدیده کرد. جستجو مقیاس ͷی در تنها را نظم نباید که معنا این است.به

باشد. بینͬ پیش قابل و پایا کاملا́ بزرگتر، مقیاس در بسا چه مͬ�رسد، نظر به بینͬ پیش قابل غیر و تصادفͬ

تا کرده�ایم سعͬ نامه پایان این در لذا است، اهمیت حائز بسیار ریاضیات در آشوب تئوری که آنجا از

بپردازیم. مطلب این به حدودی

در مخصوصاً بالا، بعدهای با فضاهایی در پیوسته نگاشت�های روی آشوبناک رفتارهای مطالعه�ی

ها مقاله بیشتر نامتناهͬ بعد با فضاهای در آشوب بررسͬ مͬ�باشد.برای سخت بسیار نامتناهͬ فضاهای

بوسیله�ی را نامتناهͬ بابعد ͬͺدینامی سیستم ͷی در آشوب ها مقاله این اند.در کرده ارائه مشابهͬ نظریه

کندی توسط مهمͬ پیشرفت�های . [١٣ ،۴] مͬ�کنند مشخص متناهͬ، بعد با سیستم ͷی در آشوب بررسͬ

ͷی (X, d) طوریͺه به� گرفته، نظر رادر f : Q → X نگاشت آنها [٧] است. گرفته صورت ٢ ویورک ١

نعل های فرض بنام را ها فرض از مجموعه ͷی نیز و باشد X از مجموعه زیر ͷی Q و ͷمتری فضای

بطور Q و مجزا ͷمتری فضای ͷی (X, d) آنها از تا ۳ در است. فرض ۵ شامل که نظرگرفتند در اسب

مجموعه ͷی اسب نعل فرض�های تحت مͬ�باشد. پیوسته Q روی f نیز و بوده فشرده و همبند موضعͬ

نیم طرفه ͷی نمادین ͬͺدینامی سیستم ͷی با f : Q۱ → Q۱ که دارد وجود Q۱ ⊂ Q ناپایدار فشرده

است. ͬͺتوپولوژی مزدوج

١Kennedy
٢Y ork

١



میباشد: زیر صورت به که [١٩] آمده بدست ۴ تنگ و ٣ یانگ توسط مهم نتیجه ͷی

m > ۲ اینصورت در باشد. X فشرده زیرمجموعه ͷی Q و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

f : D =
m∪

i=۱

Di → X نگاشت طوریͺه به� دارد وجود Di(۱ 6 i 6 m) بدو دو های زیرمجموعه و

فشرده ناپایدار مجموعه ͷی اینصورت در . ۱ 6 j 6 m طوریͺه: به� f(Dj) ⊃ D و است پیوسته

مزدوج نیم طرفه ͷی -نمادین m ͬͺدینامی سیستم ͷی با f : Q۱ → Q۱ که دارد وجود Q۱ ⊂ D

مزدوج خاصیت نیز و شده فرض فشرده Q فوق های مقاله در که است ذکر به لازم است. ͬͺتوپولوژی

Q۱ روی f که داد نشان نمͬ�توان بنابراین است شده فرض ͬͺتوپولوژی مزدوج نیم همان ͬͺتوپولوژی

وجود نامتناهͬ بابعد گسسته ͬͺدینامی سیستم�های برای آشوبی شرط هیچ که مͬ�رسد بنظر است. آشوبناک

ارتباط در گسسته ͬͺدینامی سیستم آشوبناک رفتارهای با مستقیماً که دسترسͬ در روش هیچ نیز و ندارد

ندارد. وجود باشد،

توسط که گسسته�ای ͬͺدینامی سیستم�های برای آشوبناکͬ شرط دو مͬ�کنیم سعͬ نامه پایان دراین

فضای که مͬ�کنیم یادآوری سپس بسازیم. کامل، ͷمتری فضای در را مͬ�شوند تولید پیوسته نگاشت�های

هر بعلاوه مͬ�باشد. فشرده آن در بسته و کراندار زیرمجموعه هر و است کامل Rn -بعدی n برداری

یͷحالتخاص بعنوان لذا است. کامل یͷزیرفضا بعنوان متریͷعمومͬ یͷفضای از فشرده زیرمجموعه

مجموعه�های زیر در مͬ�شوند تولید پیوسته نگاشت�های ی بوسیله که گسسته�ای ͬͺدینامی سیستم�های روی

نتایج نهایت در مͬ�سازیم. حالت این در را آشوب از هایی شرط و مͬ�کنیم بحث ͷمتری فضای از فشرده

است. شده داده توسیع Rn در آشوب از موجود

٣Y ang
۴Tang

٢



١ فصل

نیازها پیش

٣



داریم، نیاز آنها به بعد فصل�های در نیاز پیش بعنوان که ایم پرداخته تعاریفͬ بیان به ابتدا فصل این در

فصل این آخر بخش در گردد. آشنا آشوب کلͬ مفهوم با خواننده تا کرده بیان را آشوب از ای مقدمه سپس

ایم. آورده را هستند، مطرح ریاضیات در که را آشوب از تعاریفͬ

۴



کلͬ تعاریف ١.١

این که مͬ�شود مشخص X مانند مجموعه ͷی توسط سیستم ͷی ممͺن حالت�های همه .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده سیستم حالت فضای مجموعه،

ی مجموعه باشد، ناتهͬ ی مجموعه ͷی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

{Rγ; Rγ ⊆ X × Yγ, γ ∈ Γ},

ی دامنه به متعلق x که بقسمͬ باشد موجود ای γ ∈ Γ ، x ∈ X هر برای اگر شود مͬ نامیده سیستم ͷی

باشد. Rγ

مͬ�شود. نامیده ͷسیستماتی فضای ͷی (X, {Rγ}γ∈Γ)

که باشد شده تعریف X حالت فضای روی ϕt : X → X مقداری تک تابع کنید فرض .٣.١.١ تعریف

اینصورت در . xt = ϕt(x۰) یعنͬ دهد، انتقال xt ∈ X حالت به t زمان در را x۰ ∈ X اولیه�ی حالت

میشود. نامیده ͬͺدینامی سیستم تکامل عملͽر ϕt نگاشت

خانواده {ϕt} و حالت Xفضای طوریͺه به� (X, {ϕt}) از عبارتست ͬͺدینامی یͷسیستم تعریف١.١.۴.

کند: صدق زیر شرط دو در که هستند تکامل عملͽر��های از ای

ϕ۰ = id (۱)

∀t, s ∈ R ϕt ◦ ϕs = ϕt+s (۲)

مͬ�نامند. شار را ϕt ، t ∈ R هر برای

و t, µ ∈ R هر ازائ به ϕt =

 eλt ۰

۰ eµt

 نامنفرد خطͬ تبدیلات خانواده و X = R .۵.١.١ مثال

میباشد. ͬͺدینامی سیستم ͷی λ ̸= ۰

۵



ͷتوپولوژی انتقال را f : X → X نگاشت باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) فرضکنید .۶.١.١ تعریف

که: باشد موجود k ∈ N ، U, V ⊂ X باز زیرمجموعه�ی هر برای اگر مینامیم متعدی) ͬͺتوپولوژی (بطور

fk(U) ∩ V ̸= ∅.

نگاشت اگر میͽوییم ͬͺتوپولوژی مزدوج نیم را (Y, g) و (X, f) ͬͺدینامی سیستم دو .٧.١.١ تعریف

طوریͺه: به� باشد موجود π : Y → X پوشای

π ◦ g = f ◦ π,

مͬ�نامیم. (Y, g) سیستم عامل را (X, f) و (X, f) سیستم توسیع را (Y, g)

مͬ�نامیم. ͬͺتوپولوژی مزدوج را (Y, g) و (X, f) سیستم باشد، نیز ͷی به ͷی π : Y → X اگر

صورت به را g و f نگاشت حال باشد. Y = (۱, +∞) و X = (۰, +∞) کنید فرض .٨.١.١ مثال

: بͽیرید نظر در زیر

f : X → X g : Y → Y

x 7→ x + ۱ y 7→ ۱۰y

ͬͺدینامی سیستم دو این که مͬ�دهیم نشان هستند. ͬͺدینامی سیستم دو (Y, g) و (X, f) که است واضح

هستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج

: بͽیرید نظر در زیر صورت به را π : Y → X نگاشت

π : (۱, +∞) → (۰, +∞)

۶



x 7→ logx
۱۰

داریم: نیز و پوشاست نگاشت ͷی π که است واضح

πog(x) = π(۱۰x) = log۱۰x
۱۰ = ۱ + logx

۱۰ = f(logx
۱۰) = foπ(x).

هستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج (Y, g) و (X, f) لذا

باشد موجود δ > ۰ اگر دارد اولیه شرایط به حساس وابستگͬ (X, f) ͬͺدینامی سیستم .٩.١.١ تعریف

: طوریͺه به� باشد موجود n ∈ N و y ∈ N ، x از N ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر برای که

d(fn(x), fn(y)) > δ

فرض زیرا دارد. اولیه شرایط به حساس وابستگͬ قبل مثال در (Y, g) ͬͺدینامی سیستم .١٠.١.١ مثال

: کنید

x ∈ (۱, +∞); x ∈ (a, b) = N, y ∈ N.

لذا

d(gn(x), gn(y)) = |gn(x) − gn(y)| = ۱۰n|x − y| > δ,

کنیم فرض خلف برهان با اگر زیرا ندارد. اولیه شرایط به حساس وابستگͬ (X, f) ͬͺدینامی سیستم ولͬ

ͬͽهمسای و x ∈ X هر برای که دارد وجود δ > ۰ پس دارد. اولیه شرایط به حساس وابستگͬ (X, f)

d(fn(x), fn(y)) > δ : که باشد موجود n ∈ N و y ∈ Nx اگر ، diamNx < δ که x از Nx

مͬ�باشد. تناقض که |fn(x) − fn(y)| = |x − y| < δ ازطرفͬ

٧



رانقطه�ی x ∈ X نقطه�ی باشد، ͬͺدینامی سیستم (X, ϕt) ͷکنیدی فرض ثابت: نقطه .١١.١.١ تعریف

.∀t ∈ R(Z) ϕt(x) = x اگر: گویند سیستم ثابت

باشد موجود p از ͬͽهمسای ͷی اگر مͬ�نامند تکین را f از pثابت ی نقطه تکین: نقطه�ی تعریف١٢.١.١.

نشود. شامل را دیͽری ثابت نقطه هیچ طوریͺه به�

را x ∈ X نقطه�ی باشد. ͬͺدینامی سیستم ͷی (X,ϕt) کنید فرض متناوب: نقطه .١٣.١.١ تعریف

. ϕt(x) = x : باشیم داشته t ∈ R+(Z+) ͷی برای اگر گوییم، سیستم متناوب نقطه�ی

. گوییم x تناوب دوره�ی ϕT (x) = x که را T > ۰ کوچͺترین

ثابت نقاط دارای f اینصورت در باشد f(x) = x۳ صورت به f : R → R کنید فرض .١۴.١.١ مثال

ندارد. متناوب نقطه�ی ولͬ است −۱ و ۱ و ۰

p اینصورت در بͽیرید. نظر در p(x) = x۲ − ۱ صورت به p : R → R نگاشت .١۵.١.١ مثال

تناوب دوره�ی از p متناوب نقاط −۱ و ۰ که حالͬ در است، (۱ +
√

۵

۲
), (

۱ −
√

۵

۲
) ثابت نقاط دارای

مͬ�باشند. ۲

اگر باشد. نگاشت ͷی f : X → X و مجموعه ͷی X ̸= ∅ کنید فرض مدار: .١۶.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را X پیشرو مدار آن�گاه ، x ∈ X

o+(x, f) = {fn(x), n > ۰}.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را X پسرو مدار باشد، همئومورفیسم ͷی f که صورتͬ در

o−(x, f) = {fn(x), n 6 ۰},
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اینصورت: در که

o(x, f) = o+(x, f) ∪ o−(x, f),

مͬ�شود. نامیده X مدار

گویند. متناوب مدار را متناوب نقطه�ی ͷی مدار .١٧.١.١ تعریف

نرمدار خطͬ فضای ͷی را X مختلط برداری فضای نرمدار: مختلط برداری فضای .١٨.١.١ تعریف

که: باشد شده مربوط چنان x نرم بنام ∥x∥ مانند نامنفͬ حقیقͬ عدد ͷی x ∈ X هر به اگر مͬ�نامیم

.∥x + y∥ 6 ∥x∥ + ∥y∥ باشیم: داشته X در x, y هر ازائ به (۱)

. ∥αx∥ = |α|∥x∥ آن�گاه: باشد اسͺالر α و x ∈ X اگر (۲)

. مͬ�نماید ایجاب را x = ۰ تساوی ∥x∥ = ۰ (۳)

به شده تعریف متر با که است نرمدار خطͬ فضای ͷی باناخ فضای هر باناخ: فضای .١٩.١.١ تعریف

باشد. تام نرمش وسیله�ی

: زیر صورت به کنیم فرض .٢٠.١.١ مثال

X = L۲ = {x = (x(۱), x(۲), ...); x(j) ∈ R,

∞∑
۱

|x(i)|۲ < ∞},

: باشیم داشته نیز و باشد شده تعریف

∥x∥ = (
∞∑

i=۱

|x(i)|۲)
۱
۲ .

است. باناخ فضای ͷی (L۲, ∥.∥) که است واضح
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و بنگارد X بتوی را X ، ϕ هرگاه باشد. d متر با ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .٢١.١.١ تعریف

طوریͺه: به� باشد موجود c < ۱ مانند عددی

∀x, y ∈ X d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 cd(x, y).

نامند. X بتوی X از انقباض ͷی را ϕ آن�گاه

شرط در گوییم را X زیرمجموعه�های از A مانند گردایه�ای متناهͬ: اشتراک خاصیت .٢٢.١.١ تعریف

بعبارت باشد. ناتهͬ آن از متناهͬ گردایه�ی زیر هر مقطع که صورتͬ در مͬ�کند متناهͬصدق مقطع(اشتراک)

.
n∩

i=۱

Ai ̸= ∅ آن�گاه: باشد، A دلخواه و متناهͬ زیرگردایه�ی ͷی {A۱, ..., An} هرگاه دیͽر

آشوب از ای مقدمه ٢.١

لغوی ریشه�ی است. وبی�نظمͬ مرج و هرج معنای به لغت در آشوب : (chaose) آشوب .١.٢.١ تعریف

باستان روم شاعر به متعلق آن مفهوم که مͬ�گردد بر (kaous) ”کائوس” رومͬ کلمه�ی به آشوب کلمه�ی

بعد و فضا دارای که بود اولیه بی�شͺل ماده و بی�نظمͬ کائوس، او نظر به مͬ�باشد. (owid) ”اوید” نام به

که است داشته وجود بͽیرد، شͺل منظم جهان این اینکه از قبل که است فرضشده بطوری بوده، نامتناهͬ

نمود. ایجاد آن از را منظم جهان هستͬ، خالق سپس

ذاتͬ قطعیت بر تکیه با زیادی افراد شد، ارائه حرکت مورد در نیوتن قوانین آنکه از پس تاریخͬ لحاظ از

دانستند. کافͬ فعلͬ، مقادیر برحسب آینده پیشͽویی برای و نامیدند خدا حساب ماشین را آن قوانین، این

دقت همین با را آینده مͬ�توانیم بدانیم، بالایی دقت با را فعلͬ وضعیت که بود این بر تصور کلͬ بطور

و بررسͬ در ١ پوانکاره هانری نوزدهم، قرن اواخر در اینکه تا بود برجا پا همچنان باور این کنیم. پیشͽویی

لزوماً باشد، بالا اولیه شرایط در دقت اگر موارد بعضͬ در که شد متوجه جسمͬ سه مسئله�ی حل برای تلاش

١Poincare
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کاهش قطعیت عدم لزوماً اولیه شرایط در قطعیت کاهشعدم با و نیست ناچیز قطعیت عدم نهایی درنتایج

تحقیقات اولین تقریباً نبود. شده شناخته زمان آن در که بود آشوبی رفتار از نمودی مسئله این نمͬ�یابد.

شد. ارائه ٢ لورنتس ادوارد توسط انجامید آشوب فراگیر معرفͬ به که عددی

جمله از زیر تعریف و است نشده ارائه آشوب برای شده�ای پذیرفته کلͬ تعریف کنون تا که دانست باید

مͬ�باشد: مطرح شده�ی پذیرفته تعاریف

حساس وابستگͬ که است ͷدترمینیستی سیستم ͷی در ͷپریودی غیر مدت طولانͬ رفتار ͷی آشوب،

مͬ�دهد. نشان را اولیه شرایط به

وجود مسیرهایی که آنست ͬͺدینامی های سیستم در ͷغیرپریودی مدت طولانͬ رفتار از منظور (a)

شبه یا و ͷپریودی مدارهای ثابت، نقاط به سیستمها این مسیر مͬ�کند، میل بی�نهایت به زمان وقتͬ که دارند

نمͬ�شود. منتهͬ ͷپریودی مدارهای

نیست (random) تصادفͬ ورودی�های یا پارامترهای دارای سیستم آنستکه دترمینیستیͷگویای (b)

(stochastic) مقابل در اصطلاح این مͬ�شود. ناشͬ بودن خطͬ غیر از سیستم�ها این نظم بی رفتار ولͬ

است. سیستم بودن بینͬ پیش قابل غیر و نامعین کاتوره�ای، نامنظم، آن منظور که مͬ�رود کار به

به مجاور مسیرهای که است این ͬͺدینامی سیستم�های در اولیه شرایط به بودن حساس از منظور (c)

ͬͺدینامی سیستم�های اصلͬ تفاوت خصوصیت، این واقع در مͬ�شوند. جدا هم از نمایی بطور و سرعت

ͷاختلافکوچ غیرآشوبناک، ͬͺدینامی سیستم�های در آشوبناکاست. غیر ͬͺدینامی آشوبناکباسیستم�های

که حالͬ در مͬ�کند. پیدا افزایش زمان با خطͬ بطور و بوده اندازه�گیری خطای بعنوان مسیر دو در اولیه

شد گفته که طوری همان اندک بسیار فاصله�ی با مسیر دو بین اختلاف آشوبناک، ͬͺدینامی سیستم�های در

مͬ�یابد. افزایش نمایی بطور

٢Lorentz

١١


