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چͺیده
تابی بدون -E قوی، تابی بدون جمله از تابی خواصبدون انواع معرفͬ به ابتدا پایان�نامه این در
این اساس بر تکواره�ها بندی دسته به سپس و پرداخته تکواره�ها روی سیستم�ها از تابی بدون -R و
خاصیت ادامه در مͬ�پردازیم. ریس فاکتور و دوری دوری، تک کلͬ، حالت در سیستم�ها از خواص
اید�آل�های که مͬ�دهیم نشان و معرفͬ را سیستم ͷی از سیستم� زیر ͷی قوی جذبی -٢ و جذبی -٢
و مͬ�باشند اول اید�آل دو اشتراک صورت به دقیقاً جابجائͬ، و منظم تکواره�های قوی جذبی -٢

نیست. برقرار جذبی -٢ اید�آل�های مورد در خاصیت این که مͬ�دهیم نشان مثالͬ در سپس
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مͬ�باشند اینجانب برای اخلاق و صبر الͽوی که گلچین اکبر دکتر آقای جناب ارجمندم راهنمای استاد از
و شادکامͬ آرزوی ایشان برای و سپاسͽزارم ثانͬ محمدزاده حسین دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از و

خویش. مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه و دارم را زندگͬ مراحل همه در موفقیت

ࣅباسزارعग़غاوی
۱۳۹۲
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مقدمه .١.٠١

مقدمه ١.٠

این برای برمͬ�گردد. ۴ پتریچ و ٣ کناور ،٢ گانتوس ،١ فلر به تکواره�ها روی سیستم�ها تابی بدون مفهوم
راست حذفͬ عناصر جای به تابی بدون تعریف در [۶] در نمود. مراجعه [١٩] و [۶] به مͬ�توان منظور
تکواره�ها روی سیستم�ها تابی بدون خاصیت گرفتن قرار موقعیت است. شده استفاده حذفͬ عناصر از

مͬ�باشد: ذیل شرح به دنباله�ای در تکواره�ها روی خواصسیستم�ها سایر به نسبت
⇐ همواری ⇐ (P ) شرط ⇐ همواری قوی طور به ⇐ تصویری ⇐ تصویری مولد ⇐ بودن آزاد

تابی بدون ⇐ همواری ضعیف اساسͬ طور به ⇐ همواری ضعیف طور به
این دارای آنها ریس) فاکتور دوری، تک (دوری، سیستم�های تمام که هنگامͬ تکواره�ها بندی دسته
فوق زنجیر در شده ذکر خواص دیͽر دارای خاصیت این با سیستم�های که هنگامͬ و باشند خاصیت
منظور این برای اند. گرفته قرار بررسͬ مورد ٧ لان و ۶ ͷنورم ،۵ فلمینگ بولمن کناور، توسط باشند
تابی بدون -E قوی، تابی بدون چون خواصͬ ابتدا نامه پایان این در نمود. مراجعه [١٧] به مͬ�توان
تمام که هنگامͬ تکواره�ها بندی دسته به سپس و معرفͬ را تکواره�ها روی سیستم�ها تابی بدون -R و
این با سیستم�های یا و خواص این دارای ریس فاکتور و دوری تک دوری، کلͬ، حالت در سیستم�ها

پرداخته�ایم. بالعکس و دهند نتیجه را خواصسیستم�ها دیͽر خواص
فصل�های در که قضایایی و مفاهیم تعاریف، با را اول فصل است، شده تنظیم فصل پنج در پیشرو رساله

مͬ�کنیم. آغاز مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعد
خاصیت این اساس بر تکواره�ها بندی دسته و سیستم�ها قوی تابی بدون خاصیت معرفͬ به دوم فصل در

پرداخته�ایم. ریس فاکتور و دوری تک دوری، کلͬ، حالت در سیستم�ها از
خاصیت این اساس بر تکواره�ها بندی دسته و سیستم�ها تابی بدون -E خاصیت معرفͬ به سوم فصل در

پرداخته�ایم. ریس فاکتور و دوری تک دوری، کلͬ، حالت در سیستم�ها از
خاصیت اساساین بر تکواره�ها بندی دسته و سیستم�ها تابی بدون -R خاصیت معرفͬ به چهارم فصل در

پرداخته�ایم. ریس فاکتور و دوری کلͬ، حالت در سیستم�ها از
تکواره�ها روی سیستم�ها از سیستم�ها زیر قوی جذبی -٢ و جذبی -٢ خاصیت معرفͬ به پنجم فصل در
صورت به دقیقاً منظم و جابجائͬ تکواره�های از قوی جذبی -٢ ایدآل هر که داده�ایم نشان و پرداخته�ایم
-٢ اید�آل�های مورد در خاصیت این که مͬ�دهیم نشان مثالͬ در سپس و مͬ�باشند اول اید�آل دو اشتراک

نیست. برقرار جذبی
١ E. F. Feller
٢ R. L. Gantos
٣ U. Knauer
۴ M. Petrich
۵S. Bulman-Fleming
۶P. Normak
٧V. Laan



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مͬ�دهیم. ارائه را آتͬ فصل�های در لازم نیازهای پیش و تعاریف از بعضͬ فصل این در

سیستم�ها نظریه ١.١

دوتائͬ عمل ͷی با همراه S مجموعه� .١.١.١ تعریف

µ :S × S → S

(s, t) 7→ s.t := µ(s, t)

s.t بجای و مͬ�شود خوانده ضرب معمولا˟ وار گروه ͷی در دوتائͬ عمل مͬ�شود. نامیده وار گروه ͷی
مͬ�شود. نوشته st اغلب

وار گروه هر .(ab)c = a(bc) ،a, b, c ∈ S هر ازای به هرگاه است، شرکت�پذیر S وار گروه در ضرب
مͬ�شود. خوانده نیم�گروه شرکت�پذیر، ضرب با

.xy = yx ،x, y ∈ S هر برای هرگاه گوئیم، جابجائͬ را S نیم�گروه
باشیم داشته S از s عضو هر ازای به که باشد خاصیت این دارای ١ عضو شامل S نیم�گروه هرگاه

گوئیم. تکواره را S و S همانͬ عضو را ١ صورت، این در ،s١ = ١s = s

به باشد موجود t ∈ S مانند عضوی هرگاه گوئیم، (چپ) راست �پذیر معکوس را S تکواره از s عضو
.(ts = ١) st = ١ که طوری

که داد نشان مͬ�توان باشد. چپ و راست معکوس�پذیر آن عضو هر هرگاه گوئیم، گروه �را S تکواره
باشند: برقرار زیر شرایط اگر وتنها اگر است گروه ،S نیم�گروه

.ae = a باشیم، داشته a ∈ S هر برای که طوری به باشد موجود e ∈ S مانند عضوی (١)



سیستم�ها نظریه .١.١٣

.aa−١ = e باشیم داشته که طوری به باشد موجود a−١ ∈ S ،a ∈ S هر ازای به (٢)
،x٠ = ٠x = ٠ باشیم داشته ،x ∈ S هر برای که طوری به باشد، ٠ عضو شامل S نیم�گروه هرگاه

گوئیم. صفردار نیم�گروه را S و S صفر عضو را ٠ صورت این در
.(sz = z ) zs = z ،s ∈ S هر برای هرگاه گوئیم، (راست) چپ صفر را S نیم�گروه از z عضو

گرفت نتیجه بتوان xc = yc از ،x, y ∈ S ازای به اگر گوئیم، راست حذفͬ را S نیم�گروه از c عضو
مͬ�شود. تعریف نیز چپ حذفͬ عضو مشابه طور به .x = y

.st = ts ،t ∈ S هر برای هرگاه گوئیم S نیم�گروه مرکزی عضو را s عضو
را S نیم�گروه .s = sts که باشد موجود چنان t ∈ S هرگاه گوئیم S نیم�گروه منظم عضو را s عضو
کلیفورد باشند، مرکزی آن خودتوان�های که منظمͬ نیم�گروه باشد. منظم S عضو هر هرگاه گوئیم منظم

است. آمده [١۶] مرجع چهار فصل در کلیفورد نیم�گروه�های ساختار مͬ�شود. نامیده ١

نماد با S خودتوان عناصر تمام مجموعه .e٢ = e هرگاه گوئیم، خودتوان را S نیم�گروه از e عضو
خودتوان نیم�گروه مͬ�نامیم. خودتوان نیم�گروه را S گاه آن ،E(S) = S اگر مͬ�شود. داده نشان E(S)
و اگر است گروه ١ همانͬ عضو با S تکواره که دید مͬ�توان راحتͬ به گوئیم. شبͺه نیم را جابجائͬ و

.E(S) = {١} و باشد منظم S اگر تنها
مͬ�کنیم تعریف {ab | a ∈ A, b ∈ B} با را AB باشند S نیم�گروه از زیرمجموعه دو B و A اگر
.T ٢ ⊆ T هرگاه گوئیم، زیرنیم�گروه را S از T غیرتهͬ زیرمجموعه� .B٢ = BB مͬ�دهیم قرار و
.١ ∈ T هرگاه گوئیم زیرتکواره را T زیرنیم�گروه ١باشد همانͬ عضو با تکواره�ای S که صورتͬ در
.(SI ⊆ I ) IS ⊆ I هرگاه گوئیم، S (چپ) راست اید�آل را S نیم�گروه از K غیرتهͬ زیرمجموعه
aS ∪ {a} صورت این در باشد S نیم�گروه از عضوی a اگر گوئیم. اید�آل را چپ و راست اید�آل
اصلͬ (چپ) راست اید�آل را آن که است a شامل ،S (چپ) راست ایدآل ترین ͷکوچ (Sa ∪ {a} )
اید�آل ترین ͷکوچ Sa∪ aS ∪{a} و مͬ�دهیم نشان (S١a ) aS١ نماد با و گوئیم a توسط شده تولید
مͬ�دهیم. نشان S١aS١ نماد با و گوئیم a توسط شده تولید اصلͬ ایدآل را آن که است a شامل ،S
(Sa ) aS با را a ∈ S توسط شده تولید اصلͬ (چپ) راست اید�آل باشد، تکواره S که صورتͬ در

مͬ�دهیم. نمایش

نظریه با رابطه در پایه تعاریف به حال است. ١ همانͬ عضو با تکواره ͷی دهنده نشان S ادامه در
مͬ�پردازیم. سیستم�ها

و نامیم ( S روی راست سیستم یا و ) راست سیستم -S ͷی را A غیرتهͬ مجموعه��� .٢.١.١ تعریف

١ Clifford



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١۴

نگاشت: باشد داشته وجود هرگاه مͬ�دهیم، نمایش AS با

µ :A× S → A

(a, s) 7→ as := µ(a, s)

باشند: برقرار زیر شرایط s, t ∈ S هر و a ∈ A هر برای که طوری به

.a١ = a (١)

.a(st) = (as)t (٢)
سیستم -S ͷی ،S تکواره (چپ) راست اید�آل هر مͬ�شود. تعریف مشابهاً نیز SA چپ سیستم -S

مͬ�باشد. (چپ) راست سیستم -S ͷی S خصوص به مͬ�باشد (چپ) راست

(عضو صفر عضو را θ ∈ AS عضو باشد. راست سیستم -S ͷی AS کنید فرض .٣.١.١ تعریف
در باشد S از چپ صفر عضو z هرگاه .θs = θ باشیم، داشته s ∈ S هر ازای به هرگاه گوئیم، ثابت)

بود. خواهد AS از صفر عضو ͷی وضوح به az ،a ∈ AS هر برای صورت این
مͬ�دهیم، نشان ΘS نماد با را AS صورت این در باشد، عضوی تک راست سیستم -S ͷی AS هرگاه
است. ΘS صفر عضو ،θ عضو ،ΘS راست سیستم -S در که است واضح .ΘS = {θ} آن در که

در باشد. غیرتهͬ زیرمجموعه�ای A′ ⊆ A و راست سیستم -S ͷی AS کنید فرض .۴.١.١ تعریف
باشیم: داشته هرگاه گوئیم، AS سیستم زیر را A′ صورت این

(∀a′ ∈ A′)(∀s ∈ S), a′s ∈ A′

AS در ضرب عمل تحدید هرگاه است، AS زیرسیستم A از A′ تهͬ غیر مجموعه زیر دیͽر عبارت به
دهد. راست سیستم -S ساختار A′ به ،A′ به

هر همچنین و مͬ�باشد (SS ) SS از زیرسیستمͬ S تکواره از (چپ) راست اید�آل هر که است بدیهͬ
است. S (چپ) راست اید�آل (SS ) SS زیرسیستم

AS از سیستمͬ زیر aS = {as | s ∈ S} مجموعه باشد، AS راست سیستم -S از عضوی a اگر
گوئیم. دوری سیستم زیر را آن که است

سیستم باشد، نداشته دیͽری زیرسیستم خودش جز به AS راست سیستم -S هرگاه .۵.١.١ تعریف
است. ساده سیستم ͷی وضوح به ΘS عضوی تک راست سیستم -S مͬ�شود. خوانده ساده

f : AS −→ BS نگاشت باشند. راست سیستم�های -S ،BS و AS کنید فرض .۶.١.١ تعریف
هر و a ∈ AS هر برای هرگاه گوئیم همریختͬ -S فقط یا و راست سیستم�های -S از همریختͬ را
همریختͬ ͷی وضوح به idA : AS −→ AS همانͬ نگاشت .f(as) = f(a)s باشیم داشته s ∈ S
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است. سیستم�ها -S از
باشد. ͷی به ͷی نگاشت f هرگاه گوئیم، تکریختͬ -S را f : AS −→ BS S-همریختͬ

باشد. پوشا نگاشت f هرگاه گوئیم، بروریختͬ -S را f : AS −→ BS S-همریختͬ
این در باشد. دوسوئͬ نگاشت f هرگاه گوئیم، یͺریختͬ -S را f : AS −→ BS S-همریختͬ

.AS
∼= BS مͬ�نویسیم و هستند یͺریخت BS و AS گوئیم وضعیت

ͷی را A سیستم روی ρ هم�ارزی رابطه باشد. راست سیستم -S ͷی AS فرضکنید تعریف٧.١.١.
باشیم داشته هرگاه مͬ�خوانیم، AS سیستم روی همنهشتͬ رابطه

(∀a, a′ ∈ A)(∀s ∈ S)(aρa′ ⇒ (as)ρ(a′s)).

شامل AS روی همنهشتͬ ترین ͷکوچ دهنده نشان ρ(X) صورت این در ،X ⊆ AS × AS هرگاه
است. X

موجود X ⊆ AS × AS متناهͬ زیرمجموعه هرگاه مͬ�شود، خوانده شده تولید متناهیاً ،ρ همنهشتͬ
توسط شده تولید متناهیاً ρ هرگاه گوئیم، دوری تک را ρ همنهشتͬ .ρ = ρ(X) که طوری به باشد،

مͬ�دهیم. نمایش ρ(x, y) نماد با را همنهشتͬ این باشد. (x, y) ∈ AS × AS عضو ͷی
مجموعه ،ρ خاصیتهمنهشتͬ از استفاده با صورت این در ASباشد. روی یͷهمنهشتͬ ρ فرضکنید

ضرب عمل با A/ρ = {[a]ρ | a ∈ A}
(∀a ∈ A)(∀s ∈ S), [a]ρs = [as]ρ

سیستم ͷی گوئیم. ρ بر AS قسمتͬ خارج سیستم -S را آن که بود خواهد راست سیستم -S ͷی
خوانده دوری تک راست سیستم دوری، تک راست همنهشتͬ ͷی توسط S از راست قسمتͬ خارج

مͬ�شود.
که است تحقیق قابل آسانͬ به صورت این در باشد AS روی راست همنهشتͬ ͷی ρ اگر شود توجه
بروریختͬ را آن که است برو همریختͬ ͷی πρ(a) = [a]ρ ضابطه با πρ : AS → AS/ρ نگاشت

�گوئیم. کانونͬ

برای .ρ = ρ(wt, t) و باشند S از عناصری w, t و تکواره ͷی S کنید فرض .٨.١.١ قضیه
و wnx = wmy که طوری به باشند m,nموجود ∈ N ∪ {٠} اگر تنها و اگر (x, y) ∈ ρ ،x, y ∈ S

.٠ ≤ j < m هر و ٠ ≤ i < n هر برای wix,wjy ∈ tS

شود. رجوع ٢٢٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.

شود. رجوع ٢٢٠ صفحه ،[١٧] به مͬ�آیند. دست به قبل قضیه از زیر نتیجه دو

(x, y) ∈ ρ(w,١) ،x, y ∈ S برای باشد. S از عضوی w و تکواره ͷی S فرضکنید .٩.١.١ نتیجه
.wnx = wmy باشیم داشته که طوری به باشند، m,nموجود ∈ N ∪ {٠} اگر تنها و اگر
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،x, y ∈ S برای .ρ = ρ(w٢, w) و باشد S از عضوی w و تکواره ͷی S فرضکنید .١٠.١.١ نتیجه
باشیم داشته که طوری به باشند، موجود p, q ∈ S m,nو ∈ N یا x = y اگر تنها و اگر (x, y) ∈ ρ

.y = wq و x = wp ،wnx = wmy

.١١.١.١ تعریف

تعریف زیر صورت به را A روی ρB همنهشتͬ باشد. AS سیستم از زیرسیستمͬ BS کنید فرض (١)
مͬ�کنیم:

(∀a, a′ ∈ A)(aρBa
′ ⇔ a, a′ ∈ B ∨ a = a′)

AS/BS نماد با AS/ρBSرا
سیستم BSگوئیم. سیستم زیر ASتوسط ریس همنهشتͬ را همنهشتͬ این

ͷی KS ⊆ S اگر ویژه به گوئیم. BS زیرسیستم بر AS ریس فاکتور سیستم را آن و مͬ�دهیم نشان
مͬ�شود. KSخوانده راست ایدآل ریستوسط فاکتور سیستم SS/KS صورت این در باشد، راست ایدآل

مͬ�شود. استفاده S/KS و A/BS نمادهای از ترتیب به SS/KS و AS/BS جای به معمولا˟

صورت به تعریفشده رابطه صورت این در باشد. همریختͬ -S ͷی f : AS −→ BS فرضکنید (٢)
زیر

(∀a, b ∈ AS)(a(kerf)b) ⇔ f(a) = f(b))

مͬ�شود. خوانده f از هسته�ای همنهشتͬ است، AS روی همنهشتͬ رابطه ͷی که

λa همریختͬ حالت این در باشد. AS از عضوی a و راست سیستم -S ͷی AS کنید فرض (٣)
همنهشتͬ .λa(s) = as ،s ∈ S هر ازای به که مͬ�کنیم تعریف صورت این به را AS بتوی SS از

مͬ�شود. خوانده a ∈ A ساز پوچ همنهشتͬ ،SS روی kerλa هسته�ای

SA توی به SS از ρa همریختͬ گاه آن باشد، SA از عضوی a و چپ سیستم -S ͷی SA اگر مشابهاً
روی kerρa هسته�ای همنهشتͬ .ρa(s) = sa ،s ∈ S هر ازای به که مͬ�شود تعریف صورت این به
،BS شامل کلاس A/BS قسمتͬ خارج سیستم در مͬ�شود. خوانده a ∈ A ساز پوچ همنهشتͬ ،SS
از BS سیستم زیر برای آن بر علاوه هستند، عضوی تک همه کلاس�ها دیͽر و سیستم این صفر عضو
بروریختͬ π : AS −→ A/BS جا این در که است π از هسته�ای همنهشتͬ ،ρB ریس همنهشتͬ AS

است. کانونͬ

،a ∈ AS هر برای هرگاه ASگوئیم مولد ASرا راست سیستم -S از U زیرمجموعه تعریف١٢.١.١.
AS مولد مجموعه U دیͽر عبارت به .a = us که طوری به باشند، موجود u ∈ U و s ∈ S عناصر
سیستم -S هر که باشیم داشته توجه باید .< U >:=

∪
u∈UuS = AS باشیم: داشته هرگاه است،

راست سیستم -S ͷی کلͬ حالت در .AS =< A > لذا مͬ�باشد، خودش مولد مجموعه ،AS راست
باشد. متمایزی مولد مجموعه�های دارای مͬ�تواند
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طوری به باشد، موجود AS از U زیرمجموعه هرگاه گوئیم، شده تولید متناهیاً را AS راست S-سیستم
در ضرب عمل (با AS = N \ {١} و S = (N, ·) کنید فرض .AS =< U > و |U | < ∞ که
در و است AS برای مولدی مجموعه U گاه آن باشد، اول اعداد همه U مجموعه هرگاه طبیعͬ). اعداد

نیست. شده تولید متناهیاً AS رو این از است. مولد مجموعه ترین ͷکوچ واقع
.AS =< {u} > که طوری به باشد، موجود u ∈ AS هرگاه گوئیم، دوری راست سیستم -S را AS

ͷی KS اگر واقع در است. دوری سیستم ͷی راست اید�آل ͷی توسط SS از ریس فاکتور سیستم هر
راست سیستم ،S تکواره هر برای همچنین .S/KS =< [١]ρK > گاه آن باشد، S از راست ایدآل
تولید متناهیاً حتͬ است ممͺن دوری سیستم ͷی زیرسیستم .SS = ١S زیرا است دوری سیستم SS

دوری سیستم از زیرسیستمͬ AS = N \ {١} گاه آن ،S = (N, ·) اگر مثال عنوان به نباشد. هم شده
نیست. شده تولید متناهیاً که است SS

موجود z ∈ AS عضو ،a, b ∈ AS هر برای هرگاه گوئیم، موضعͬ دوری را AS راست S-سیستم
.a, b ∈ zS که طوری به باشد،

است. نیز موضعͬ دوری دوری، سیستم هر است واضح

همچنین .AS
∼= SS/kerλa گاه آن باشد، دوری سیستم -S ͷی AS = aS هرگاه .١٣.١.١ قضیه

طوری به باشد، موجود S روی ρ راست همنهشتͬ اگر تنها و اگر است، دوری AS راست سیستم S

.AS
∼= SS/ρ که

شود. رجوع ۶٩ صفحه ،[١٧] به اثبات.

هرگاه گوئیم، AS برای پایه ͷی را AS راست سیستم -S برای U مولد مجموعه .١۴.١.١ تعریف
.a = us که باشند موجود u ∈ U ͷی و s ∈ S ͷی تنها AS از a عضو هر برای

گوئیم. آزاد سیستم -|U | دقیق�تر طور به یا و آزاد سیستم را AS گاه آن باشد، U پایه دارای AS هرگاه
مجموعه هر ازای به باشد تکواره ͷی S اگر است. {١} پایه با آزاد سیستم -١ ͷی SS مثال عنوان به

ساخت. X پایه با راست سیستم -S ͷی مͬ�توان همواره X تهͬ غیر

از مجزا اجتماع با یͺریخت AS اگر تنها و اگر است، آزاد AS راست سیستم -S .١۵.١.١ قضیه
هستند. یͺریخت SS با ͬͽهم که باشد سیستم�هائͬ

شود. رجوع ۶٧ صفحه ،[١٧] به اثبات.

رسته در آزاد شͬء مفهوم تعریف، اساس بر سیستم ͷی بودن آزاد که مͬ�دهد نشان زیر قضیه -
مͬ�دهد. نتیجه را سیستم�ها

B از نگاشتͬ ϕ هرگاه باشد. B پایه با آزاد راست سیستم -S ͷی FS کنید فرض .١۶.١.١ قضیه
.ψ|B = ϕ که طوری به است موجود ψ : FS −→ AS یͺتا همریختͬ -S گاه آن باشد AS توی به
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شود. رجوع ۶٨ صفحه ،[١٧] به اثبات.

آزاد S/KS ریس فاکتور سیستم باشد. S تکواره از راست ایدآل ͷی KS کنید فرض .١٧.١.١ قضیه
.|KS| = ١ اگر تنها و اگر است،

شود. رجوع ٧١ صفحه ،[١٧] به اثبات.

مͬ�آید. دست به آسانͬ به زیر نتیجه فوق قضیه از حال

.S = {١} اگر تنها و اگر است آزاد ΘS عضوی تک سیستم -S .١٨.١.١ نتیجه

AS از CS و BS زیرسیستم دو هرگاه گوئیم، پذیر تجزیه را AS راست سیستم -S .١٩.١.١ تعریف
که: طوری به باشند موجود

AS = BS ∪ CS, BS ∩ CS = ∅

تجزیه�ای چنین دارای AS هرگاه مͬ�شود. خوانده AS از تجزیه ͷی AS = BS ∪ CS حالت این در
خوانیم. ناپذیر تجزیه را AS نباشد،

موضعͬ دوری AS اگر باشد. راست سیستم -S ͷی AS و تکواره ͷی S فرضکنید .٢٠.١.١ قضیه
است. ناپذیر تجزیه گاه آن باشد،

شود. رجوع [٢۵] به اثبات.

توجه زیر قضیه به منظور این برای باشد. گروه S تکواره که است برقرار زمانͬ فوق قضیه عکس
کنید.

معادلند: هم با زیر احͺام S تکواره هر برای .٢١.١.١ قضیه

است. گروه S (١)

هستند. دوری ناپذیر، تجزیه راست سیستم�های -S تمام (٢)

هستند. موضعͬ دوری ناپذیر، تجزیه راست سیستم�های -S تمام (٣)

شود. رجوع [١٨] به اثبات.

تجزیه زیرسیستم�های هم از جدا اجتماع از یͺتایی تجزیه دارای راست، سیستم -S هر .٢٢.١.١ قضیه
مͬ�باشد. ناپذیرش

شود. رجوع ۶۶ صفحه ،[١٧] به اثبات.
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مجموعه يك Y و چپ و راست سيستم�های -S ترتيب به SB و AS کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف
s ∈ S و b ∈S B ،a ∈ AS هر برای اگر مͬ�شود، نامیده متعادل β : AS ×SB → Y نگاشت باشد.

باشیم: داشته
β(as, b) = β(a, sb).

T مجموعه باشند. چپ و راست سيستم�های -S ترتيب به SB و AS کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف
مͬ�شود، خوانده B و A تانسوری ضرب حاصل ͷی τ : AS ×S B → Y متعادل نگاشت با همراه
مانند فردی به منحصر نگاشت β : AS ×S B → Y متعادل نگاشت هر و Y مجموعه هر برای اگر

باشد: پذیر تعویض زیر نمودار یعنͬ ،β′τ = β که طوری به باشد موجود β′ : T → Y

A×B -τ T

?

β

Y

�
�

�
�

��	
β′

رابطه ترین ͷکوچ ν و چپ و راست سيستم�های -S ترتيب به SB و AS کنید فرض ساختار:
T = {((as, b), (a, sb)) | a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S} توسط شده تولید A×B مجموعه روی هم�ارزی
در مͬ�دهیم. نمایش a ⊗ b نماد با را [(a, b)]ν و AS ⊗S B = (A × B)/ν مͬ�کنیم تعریف باشد.
تعریف τ(a, b) = a ⊗ b صورت به را τ : A × B → A ⊗ B کانونͬ پوشای نگاشت صورت این

مͬ�کنیم.

صورت این در باشند. چپ و راست سیستم�های -S ترتیب به SB و AS کنید فرض .٢۵.١.١ قضیه
اگر تنها و اگر است، برقرار AS ⊗S B در a⊗ b = a′ ⊗ b′ تساوی ،b, b′ ∈S B و a, a′ ∈ AS برای
باشند، موجود b١, . . . , bn ∈S B و a١, . . . , an−١ ∈ AS ،s١, t١, . . . , sn, tn ∈ S عناصر و n ∈ N

که طوری به
s١b١ = b

as١ = a١t١ s٢b٢ = t١b١

a١s٢ = a٢t٢ s٣b٣ = t٢b٢

... ...

an−١sn = a′tn b′ = tnbn

شود. رجوع ١۵٧ صفحه ،[١٧] به اثبات.
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آن با مرتبط قضایای و انژکتیو و پذیر بخش آزاد، هم سیستم�های ٢.١
ها

هر و ι : AS → BS تکریختͬ هر برای هرگاه گوئیم، انژکتیو را QS راست سیستم -S تعریف١.٢.١.
.f = f̄ ι که طوری به باشد، موجود f̄ : BS → QS همریختͬ ،f : AS → QS همریختͬ

AS ⊆ BS شمول هر به نسبت QS اگر تنها و اگر است، QSانژکتیو راست سیستم -S .٢.٢.١ قضیه
باشد. انژکتیو

مͬ�آید. دست به تعریف از استفاده با اثبات.

گوئیم، آزاد هم را K ∈ C شͬء صورت این در باشد، ملموس رسته ͷی C هرگاه .٣.٢.١ تعریف
هر و X ∈ C شͬء هر برای که طوری به باشد، موجود θ : ⌊K⌋ → I نگاشت و I مجموعه هرگاه
نمودار که طوری به باشد، موجود ζ∗ : ⌊X⌋ → ⌊K⌋ نگاشت ͷی فقط و ͷی ζ : ⌊X⌋ → I نگاشت

باشد. جابجائͬ مجموعه�ها رسته در زیر
I � ζ ⌊X⌋
6

θ

⌊K⌋

�
�

�
�

�	
ζ∗

شͺل به راست سیستم -S ͷی با آزاد هم راست سیستم� -S هر .۴.٢.١ قضیه
XS = {f | f : S → X}

.fs(t) = f(st) داریم: s, t ∈ S هر برای و غیرتهͬ مجموعه ͷی X آن در که است یͺریخت

مͬ�آید. دست به [١٧] مرجع ،٨.۴.٢ و ٢.۴.٢ قضایای از استفاده با اثبات.

عبارت به شود. نشانده آزاد هم راست سیستم -S ͷی در مͬ�تواند راست سیستم� -S هر .۵.٢.١ قضیه
است. موجود آزادی هم راست سیستم -S توی به تکریختͬ ͷی راست، سیستم -S هر از دیͽر

شود. رجوع ١۵٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.

است. انژکتیو آزاد، هم سیستم� -S هر .۶.٢.١ قضیه

شود. رجوع ١٨۶ صفحه ،[١٧] به اثبات.
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مͬ�شود، خوانده پذیر بخش s بر AS در a عضو .a ∈ AS و s ∈ S کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
برای هرگاه مͬ�شود، خوانده پذیر بخش ،AS سیستم .a = bs که طوری به باشد موجود b ∈ AS هرگاه
هر هرگاه است پذیر بخش AS دیͽر عبارت به ،A = Ac باشیم، داشته S از c چپ حذفͬ عضو هر

باشد. پذیر بخش S از چپ حذفͬ عضو هر بر AS از عضو

معادلند: زیر احͺام S تکواره برای .٨.٢.١ قضیه

اند. پذیر بخش راست، سیستم�های -S تمام (١)

است. پذیر بخش SS (٢)

است. چپ پذیر معکوس S از چپ حذفͬ عضو هر (٣)

شود. رجوع ١٩۵ صفحه ،[١٧] به اثبات.

نسبت ASانژکتیو هرگاه ضعیفگوئیم، انژکتیو اساسͬ طور به ASرا راست سیستم -S تعریف٩.٢.١.
باشد. SS توی به S اصلͬ راست اید�آل�های از شمول�ها همه به

معادلند: زیر احͺام AS راست سیستم -S هر برای .١٠.٢.١ قضیه

است. ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به AS (١)

هر برای که طوری به است، موجود z ∈ AS ،f : sS → AS همریختͬ هر و s ∈ S هر برای (٢)
.f(x) = zx ،x ∈ sS

که طوری به دارد وجود z ∈ AS گاه آن ،kerλs ≤ kerλa اگر a ∈ AS هر و s ∈ S هر برای (٣)
.a = zs

شود. رجوع ٢٠٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.

مͬ�باشند. پذیر بخش ضعیف، انژکتیو اساسͬ طور به راست� سیستم�های -S تمام .١١.٢.١ قضیه

شود. رجوع ٢٠١ صفحه ،[١٧] به اثبات.

به نسبت انژکتیو AS هرگاه گوئیم، ضعیف انژکتیو -fg را AS راست سیستم -S .١٢.٢.١ تعریف
باشد. SS توی به S شده تولید متناهیاً راست اید�آل�های از شمول�ها همه

راست ایدآل هر برای اگر تنها و اگر است، ضعیف انژکتیو -fg ،AS راست سیستم -S .١٣.٢.١ قضیه
که طوری به باشد، موجود z ∈ AS ،f : KS → AS همریختͬ هر و S از KS شده تولید متناهیاً

.f(k) = zk ،k ∈ KS هر برای
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شود. رجوع ٢٠۴ صفحه ،[١٧] به اثبات.

همه به نسبت انژکتیو AS هرگاه گوئیم، ضعیف انژکتیو را AS راست سیستم -S .١۴.٢.١ تعریف
باشد. SS توی به S راست اید�آل�های از شمول�ها

KS راست اید�آل هر برای اگر تنها و اگر است، ضعیف انژکتیو ،AS راست سیستم -S .١۵.٢.١ قضیه
،k ∈ KS هر برای که طوری به باشد، موجود a ∈ AS ،f : KS → AS همریختͬ هر و S از

.f(k) = ak

شود. رجوع ٢٠۶ صفحه ،[١٧] به اثبات.

داشت: خواهیم را زیر گیری نتیجه گردید مطرح قبلا́ که قضایائͬ و تعاریف از حال -
انژکتیوی اساسͬ طور به ضعیف⇐ انژکتیوی -fg ضعیف⇐ انژکتیوی ⇐ انژکتیوی ⇐ بودن آزاد هم

پذیری. بخش ضعیف⇐

معادلند: زیر احͺام S تکواره برای .١۶.٢.١ قضیه

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به راست، سیستم�های -S تمام (١)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به ،S از راست ایدآل�های تمام (٢)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به ،S از شده تولید متناهیاً راست ایدآل�های تمام (٣)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به ،S از اصلͬ راست ایدآل�های تمام (۴)

است. منظم S (۵)

شود. رجوع ٣١٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.

چپ حذفͬ -e را s صورت این در باشند. S از عناصری e٢ = e و s کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
گوئیم، PP (چپ) راست را S تکواره .(kerρs = kerρe ) kerλs = kerλe هرگاه گوئیم (راست)
(راست) چپ حذفͬ -e ،s که طوری به باشد، موجود e ∈ E(S) ،s ∈ S هر برای که صورتͬ در

باشد.
است. PP راست چپ، حذفͬ یا منظم تکواره هر است واضح

منظم S گاه آن باشد، ضعیف انژکتیو اساسͬ طور به SS و PP راست S تکواره هرگاه .١٨.٢.١ قضیه
است.

شود. رجوع ٣١٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.
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معادلند: زیر احͺام S تکواره برای .١٩.٢.١ قضیه

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو -fg راست، سیستم�های -S تمام (١)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو -fg ،S از راست ایدآل�های تمام (٢)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو -fg ،S از شده تولید متناهیاً راست ایدآل�های تمام (٣)

مͬ�باشند. اصلͬ ،S از شده تولید متناهیاً راست ایدآل�های تمام و منظم S (۴)

شود. رجوع ٣١٨ صفحه ،[١٧] به اثبات.

معادلند: زیر احͺام S تکواره برای .٢٠.٢.١ قضیه

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو راست، سیستم�های -S تمام (١)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو ،S از راست ایدآل�های تمام (٢)

مͬ�باشند. ضعیف انژکتیو ،S از شده تولید متناهیاً راست ایدآل�های تمام (٣)

مͬ�باشند. اصلͬ ،S از راست ایدآل�های تمام و منظم S (۴)

شود. رجوع ٣٢١ صفحه ،[١٧] به اثبات.

راست همنهشتͬ هر برای هرگاه گوئیم، راست ویژه را S تکواره از e خودتوان عضو .٢١.٢.١ تعریف
باشیم: داشته که طوری به باشد، موجود k ∈ eS عضو ،S از ρ

(ke)ρe ∧ (∀u, v ∈ S)(uρv ⇒ (ku)ρ(kv))

.k = e حالت این در حقیقت در است، راست ویژه عضو ͷی ،S از مرکزی خودتوان عضو هر

صفر عضو شامل و منظم S اگر تنها و اگر هستند، انژکتیو راست سیستم�های -S تمام .٢٢.٢.١ قضیه
باشد. راست ویژه S از خودتوان عضو هر و اصلͬ ،S از راست اید�آل هر همچنین باشد.

شود. رجوع ٣٣٠ صفحه ،[١٧] به اثبات.

ها آن با مرتبط قضایای و شرط�ها هموار، سیستم�های ٣.١

بر موجود شرط�های برخͬ و هموار سیستم�های مختلف انواع تاب، بدون سیستم�های بخش این در
دیͽر با خواص این مقایسه از که تکواره�ها از بندی�هایی دسته همچنین مͬ�کنیم. معرفͬ را سیستم�ها

مͬ�شود. ارائه مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در و مͬ�گردند خواصحاصل
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عضو هر و x, y ∈ AS هر ازای به هرگاه گوئیم، تاب بدون را AS راست سیستم -S .١.٣.١ تعریف
.x = y دهد نتیجه xc = yc تساوی ،S از c راست حذفͬ

برقرارند: زیر احͺام S تکواره هر برای .٢.٣.١ قضیه

است. تاب بدون ،ΘS عضوی تک سیستم -S (١)

مͬ�باشند. تاب بدون ،S از راست ایدآل�های تمام (٢)

باشد. تاب بدون آن زیرسیستم هر اگر تنها و اگر است، تاب بدون ،AS راست سیستم (٣)

) باشد. تاب بدون AS =
⨿

i∈I Ai اگر تنها و اگر است، تاب بدون سیستم Ai ،i ∈ I هر برای (۴)
( هاست. آن مجزای اجتماع واقع در سیستم�ها از گردایه�ای ضرب حاصل هم شود توجه

باشد. تاب بدون AS =
∏

i∈IAi اگر تنها و اگر است، تاب بدون سیستم Ai ،i ∈ I هر برای (۵)

مͬ�آیند. دست به آسانͬ به تعریف از استفاده با اثبات.

سیستم -S صورت این در باشد. S تکواره روی راست همنهشتͬ ͷی ρ کنید فرض .٣.٣.١ قضیه
،S از c راست حذفͬ عضو هر و s, t ∈ S هر برای اگر تنها و اگر است، تاب بدون S/ρ راست

.(sc, tc) /∈ ρ دهد نتیجه (s, t) /∈ ρ

شود. رجوع ٢١٩ صفحه ،[١٧] به اثبات.

سیستم -S صورت این در باشد. S تکواره از سره�ای راست اید�آل ͷیKS کنید فرض .۴.٣.١ قضیه
راست حذفͬ عضو هر و s ∈ S هر برای اگر تنها و اگر است، تاب بدون S/KS ریس فاکتور راست

.s ∈ KS دهد نتیجه sc ∈ KS ،S از c

شود. رجوع ٢٢١ صفحه ،[١٧] به اثبات.

S راست حذفͬ عناصر مجموعه Cr و s, t ∈ S باشد، تکواره ͷی S کنید فرض .۵.٣.١ تعریف
اگر باشند.

F١ = {(x, y) ∈ S × S | ∃c ∈ Cr, (xc, yc) ∈ ρ(s, t)},
Fi+١ = {(x, y) ∈ S × S | ∃c ∈ Cr, (xc, yc) ∈ ρ(Fi)}

که طوری به مͬ�باشد (s, t) شامل راست همنهشتͬ ترین ͷکوچ ρTF (s, t) =
∪

i∈N ρ(Fi) گاه آن
است. تاب بدون S/ρTF (s, t)

عناصر همه شامل S از مجموعه�ای زیر L(s) باشد. S تکواره از عضوی s فرضکنید تعریف٣.١.۶.
از c١, . . . , cm راست حذفͬ عناصر و r١, . . . , rm, s١, . . . , sm−١ عناصر که قسمͬ به است، t ∈ S
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که: طوری به باشند، موجود S
s١c١ = sr١

s٢c٢ = s١r٢

...

tcm = sm−١rm

راست KTFاید�آل (s) �کنید فرض اساس این بر .L(s) ̸= ∅ بنابراین .s ∈ L(s) لذا ،s١ = s١ چون
KTF (s) صورت این در .KTF (s) =

∪
t∈L(s) tS یعنͬ باشد، L(s) مجموعه توسط شده تولید S از

همچنین است. تاب بدون S/KTF (s) که، طوری به مͬ�باشد s شامل S از راست اید�آل ترین ͷکوچ
KTF (s, t) که مͬ�شود دیده آسانͬ به گاه آن ،KTF (s, t) = KTF (s) ∪ KTF (t) و s, t ∈ S اگر
است. تاب بدون S/KTF (s, t) که، طوری به مͬ�باشد t و s شامل S از راست اید�آل ترین ͷکوچ

مجموعه�ها رسته توی به چپ سیستم�های -S رسته از همورد تابعگون ͷی AS ⊗ − تابعگون -
نظیر چپ سیستم�های -S رسته در شده تعریف مفاهیم از برخͬ تابعگون این که این براساس مͬ�باشد.
شرح به را سیستم�ها در جدیدی مفاهیم کند حفظ را شمول و تکریختͬ�ها کننده�ها، مساوی عقب�برها،

مͬ�کنیم. تعریف ذیل

.٧.٣.١ تعریف

گوئیم. هموار �بر عقب را AS گاه آن باشد، �برها عقب حافظ AS ⊗− تابعگون هرگاه (١)

گوئیم. هموار کننده� مساوی را AS گاه آن باشد، کننده�ها مساوی حافظ AS ⊗− تابعگون هرگاه (٢)

هموار قوی طور به را AS گاه آن باشد، کننده�ها مساوی و �برها عقب حافظ AS ⊗− تابعگون هرگاه (٣)
گوئیم.

گوئیم. هموار را AS گاه آن باشد، تکریختͬ�ها حافظ AS ⊗− تابعگون هرگاه (۴)

AS گاه آن باشد، SS توی به S چپ اید�آل�های از شمول�ها همه حافظ AS ⊗ − تابعگون هرگاه (۵)
گوئیم. هموار ضعیف طور به را

گاه آن باشد، SS توی به S اصلͬ چپ ایدآل�های از شمول�ها همه حافظ AS ⊗− تابعگون هرگاه (۶)
گوئیم. هموار ضعیف اساسͬ طور به را AS

داریم: را زیر گیری�های نتیجه راست S-سیستم�های تمام برای .٨.٣.١ قضیه
همواری. �بر عقب ⇐ همواری قوی طور به

طور به ⇐ همواری ضعیف طور به ⇐ همواری ⇐ همواری کننده� مساوی ⇐ همواری قوی طور به
همواری. ضعیف اساسͬ


