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نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

خیری حسین دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
این آماده�سازی مراحل تمام در صدر سعه و گشاده�رویی با همواره که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

بودند. یاور و یار رساله
فرمودند، تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمت که حجتͬ غلامرضا دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال
دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که ایواز کریم دکتر آقای جناب از

مͬ�نمایم. تشͺر
بی�دریغ�شان کم�ͷهای و ارزنده�شان پیشنهادات خاطر به وفایی وجیهه دکتر خانم سرکار از چنین هم

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال

بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که دوستانم و خانواده�ام اعضای کلیه از پایان در
مͬ�کنم. سپاسͽزاری

ਊ੪ઌॡی�زاده ଡزا່
ෙ७ور۱۳۹۲

سه
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تعمیم�یافته روششاخصهمترازی سیستم�هایهمیلتنͬ: در دینامیͷموضعͬ خواصهندسͬ عنوان:
(گالͬ)

خیری حسین دکتر : راهنما استاد

حجتͬ غلامرضا دکتر : مشاور استاد

دانشͽاه دیفرانسیل معادلات گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
تبریز

١٢٩ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهریور التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

لیاپانوف. نمای تغییر، معادله آشوبناک، حرکت همیلتنͬ، سیستم ،ͬͺدینامی سیستم واژه�ها: کلید

چͺیده

بررسͬ به سپس مͬ�شود. بیان ͬͺدینامی سیستم�های مورد در اولیه مفاهیم ابتدا پایان�نامه، این در
در مͬ�پردازیم. سیستم�ها نوع این لیاپانوف نماهای و تغییر معادله خواص، همیلتنͬ، سیستم�های
در شاخص این مͬ�دهیم. شرح منظم و آشوبناک مدارهای برای خلاصه بطور را سالͬ روش ادمه
نوسان صفر غیر مقادیر حول منظم حالت در و مͬ�کند، میل صفر به نمایی بطور آشوبناک حالت
حالت در گالͬ مͬ�شود. بیان آشوبناک و منظم حرکت بین تشخیص برای گالͬ روش سرانجام دارد.
ͷی با یا و نوسان صفر غیر مقادیر حول منظم حالت در و مͬ�کند میل صفر به نمایی بطور آشوبناک
روش این مͬ�باشد. SALI ∝ GALI۲ که مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�کند. میل صفر به توانͬ تابع
سالͬ و لیاپانوف نمای روش با و مͬ�شود برده به�کار آزادی درجه� سه و دو با همیلتونͬ سیستم�های در

مͬ�گردد. مقایسه
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پژوهش پیشینه و مقدمـه

شرح زمان گذشت با فاز فضای در را نقطه هر موقعیت که است معینͬ قانون ،ͬͺدینامی سیستم
با باشد، ͬͺدینامی سیستم ͷی به�صورت کاربردی، مسأله ͷی مدل که صورتͬ در بنابراین، مͬ�دهد.
و قبل لحظه�های در را آن وضعیت مͬ�توان خاص، لحظه ͷی در متحرک وضعیت دانستن و آن حل
سیستم�های کیفͬ رفتار درک رو، این از آورد. بدست آن مورد در را اطلاعات کل و کرد پیش�بینͬ بعد

است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از ͬͺدینامی
شͺل به خودگردان ͬͺدینامی سیستم ͷی

ẋ(t) = F (x(t)) (١.٠)

داشت.� نخواهد آشوبناک رفتار باشد، خطͬ یا و بعدی دو (١.٠) سیستم که صورتͬ در مͬ�شود. بیان
خطͬ غیر و بوده بیشتر یا بعدی سه که مͬ�شود حاصل سیستم��هایی در فقط آشوب پدیده بنابراین
رفتار درک برای هستند آشوبناک یا منظم ͬͺدینامی سیستم ͷی مدارهای آیا اینکه دانستن باشند.
بودن آشوبناک یا منظم تشخیص برای زیادی روش�های اخیر، سال�های در است. اساسͬ سیستم

است. شده ارائه ͬͺدینامی سیستم�های
مشخصه�ی لیاپانوف نمای محاسبه�ی شده، استفاده منظور این برای که معمولͬ و معروف روش
مسأله�ی نظری همͺارانشبطور و ١ بنتین آشوبناکاست. مدار باشد σ۱ > ۰ اگر است. σ۱ ماکزیمال
ارائه آن�ها محاسبه�ی برای الͽوریتم ͷی و بررسͬ را لیاپانوف مشخصه�ی� نماهای همه�ی محاسبه�ی

.[۶] کرده�اند
است. (سالͬ) ٢ زیرین همترازی شاخص روش شده، استفاده منظور این برای که دیͽر روش

١Benettin
٢Smaller Alignment Index

٣



۴ مقدمه

تشخیص برای و شده معرفͬ اسͺͺس٣ چͬ. توسط میلادی ۲۰۰۱ سال در بار نخستین سالͬ روش
به�کار ششبعدی و چهاربعدی بعدی، سیمپلتیͷدو نگاشت�های در آشوبناکمدارها، و منظم حرکت

.[٣٠ است[٢٩، شده برده
سالͬ روش از تعمیمͬ روش این است. (گالͬ) تعمیم�یافته همترازی شاخص روش دیͽر روش
است بی�نتیجه سالͬ روش که مواردی در و است؛ شده معرفͬ چͬ.اسͺͺس توسط که مͬ�باشد؛
برای گالͬ به نسبت کمتری زمان در مͬ�تواند روش این همچنین است. داده نشان را خود کارایی

شود. برده به�کار منظم از آشوبناک تشخیصحرکت
ͷفیزی در بار اولین برای که هستند ͬͺدینامی سیستم�های از خاصͬ کلاس همیلتنͬ های سیستم�
زیر به�صورت اصل این که شده�اند، ناشͬ همیلتن اصل بنام اصلͬ ͷی از و شده�اند مطرح ͷکلاسی
مͬ�تواند معین زمانͬ فاصله ͷی در ͬͺدینامی سیستم ͷی که ممͺن مسیرهای همه�ی بین از است:

.[٢۴ ،٢٧] باشد داشته را زمانͬ فاصله�ی کوتاهترین که مͬ�شود انتخاب مسیری کند، طͬ
بررسͬ به آن در و است فصل سه شامل است، شده تنظیم [٣٢] مرجع اساس بر که پایان�نامه این
دو آزادی درجه�ی از (سیستم�هایی آشوبناک و منظم تشخیصحرکت و همیلتنͬ خواصسیستم�های

مͬ�شود. پرداخته لیاپانوف نماهای و تعمیم�یافته همترازی شاخص روش از استفاده با سه) و
بحرانͬ، نقطه قبیل از پیوسته ͬͺدینامی سیستم�های مورد در اولیه مفاهیم ابتدا اول، فصل در
و آشوب تشخیص روش�های برخͬ آشوب، حدی، دور حدی، نقطه شار، بحرانͬ، نقطه پایداری
گسسته ͬͺدینامی سیستم�های به شده ذکر مطالب سپس، است. شده بیان لیاپانوف نمای تعیین نحوه

است. شده داده تعمیم
تعمیم�یافته، نیروهای تعمیم�یافته، مختصات پایستار، سیستم�های تعریف از پس دوم، فصل در
قبیل از آن�ها خواص و حرکت همیلتنͬ معادله همیلتنͬ، تابع تعمیم�یافته، تکانه�های لاگرانژی، تابع
شده بررسͬ همیلتنͬ سیستم�های تغییرات معادلات سپس، است. شده بیان غیره و انتگرال�پذیری

است.
درجه�ی از ترتیب به همیلتنͬ سیستم دو برای روش این گالͬ، روش شرح از پس سوم، فصل در
است. شده داده توضیح آشوبناک و منظم حرکت برای آن رفتار و شده برده به�کار سه و دو آزادی
صورت آن�ها بین مقایسه� و بررسͬ سالͬ روش و لیاپانوف نمای روش با روش این رابطه�ی سپس،

است. گرفته
حجم دلیل به است. شده Mapleنوشته ١۴ نرم�افزار با لازم برنامه�های همه که است ذکر به لازم

٣Ch. Scoks



۵ مقدمه

شͺل شماره به توجه با CD ͷی در شود، پیوست پایان�نامه آخر در اینکه جای به برنامه�ها، این زیاد
است. شده استفاده رانگ-کوتا۴ روش از عددی شبیه�سازی�های در همچنین، است. شده ضمیمه

۴Runge-Kutta



١ فصل

اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های

زمان گذشت با D ⊆ Rn فاز فضای در را نقطه هر موقعیت که است معینͬ قانون ،ͬͺدینامی سیستم
ͬͺدینامی سیستم ،t ∈ Z یعنͬ شود، سنجیده صحیح مقادیر از استفاده با زمان هرگاه مͬ�دهد. شرح

به�صورت تکراری نگاشت با معمول بطور و گسستهگویند را
xn+۱ = f(xn),

را ͬͺدینامی سیستم ،t ∈ R یعنͬ کند، تغییر پیوسته بطور زمان اگر که درحالͬ مͬ�شوند. توصیف
به�صورت دیفرانسیل معادله�ی توسط معمول بطور و پیوستهگویند

ẋ =
dx

dt
= F (x),

سیستم�های برای مشابه روندی با است برقرار پیوسته سیستم�های برای آنچه بیشتر مͬ�شوند. توصیف
نگاشت�های از استفاده با را پیوسته سیستم اغلبمطلوباستکه واقع در مͬ�شود. برده به�کار گسسته
سیستم�های با که وقتͬ ویژه به کنند، تبدیل گسسته به�صورتسیستم τ-زمانͬ نگاشت�های یا پوانکاره

مͬ�آید. بدست مسیرها از بهتری نمایش حالت این در زیرا مͬ�شوند، مواجه بالاتر بعد با

آن�ها پایداری و ثابت نقاط ١.١

به�صورت سیستم�هایی .١.١.١ تعریف

ẋ = X(x), x ∈ D ⊆ Rn, (١.١)

۶



٧ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

سمت X(x)در تابع در صریح بطور و بوده سمتچپ در dt دیفرانسیل در فقط t مستقل متغییر که
مͬ�شود. نامیده خودگردان یͷسیستم نمͬ�گردد، ظاهر راست

برخͬ کردن پیدا خودگردان، ͬͺدینامی سیستم ͷی کیفͬ رفتار درک برای روش�ها بهترین از ͬͺی
است. نقاط این ͬͽهمسای در سیستم رفتار بررسͬ و خاصسیستم نقاط

نقطه تعادل، (نقطه ثابت نقطه ͷی بͽیرید. نظر در را (١.١) خودگردان سیستم .٢.١.١ تعریف
نقطه این از جواب ͷی اگر مͬ�کند. صدق ẋ = X(x) = ۰ معادله در که است نقطه�ای بحرانͬ)،

مͬ�ماند. باقͬ آنجا در همیشه برای شود، شروع

x۰ نقطه از ͬͽهمسای ͷی هرگاه گویند منفرد را (١.١) سیستم از x۰ ثابت نقطه .٣.١.١ تعریف
باشد. ͬͽهمسای آن در (١.١) ثابت نقطه تنها x۰ بطویͺه باشد داشته وجود

مسأله کلیت به کار این کرد. اختیار مبدأ را x۰ ثابت نقطه مͬ�توان همواره که است ذکر به لازم
داد. انتقال مبدأ به را x۰ مͬ�توان y = x− x۰ مختصات تبدیل با زیرا نمͬ�کند؛ وارد خللͬ

ثابت نقاط شود. ذکر آن خلاف اینکه مͽر مͬ�کنیم فرض منفرد را ثابت نقاط بحث، ادامه در
نحوه مͬ�توان آن براساس و است برخوردار خاصͬ اهميت از ͬͺدینامی سیستم�های رفتار بررسͬ در
فقط و فقط ثابت، نقطه هر ͬͽهمسای در (١.١) سیستم جواب رفتار كرد. درک را سيستم تحول

است. ناپایدار و خنثͬ پایدار پایدار، مجانبی بطور حالت سه از ͬͺی به�صورت

ͷی x۰ از N ͬͽهمسای هر برای هرگاه گویند پایدار را (١.١) از x۰ ثابت نقطه .۴.١.١ تعریف
با مͬ�شود، N ′ وارد که مسیری هر بطوریͺه باشد داشته وجود x۰ از N ′ ⊆ N کوچͺتر ͬͽهمسای

ببینید. را ١.١ شͺل بماند. باقͬ N در ،tافزایش

هرگاه گویند پایدار مجانبی بطور را (١.١) از x۰ ثابت نقطه .۵.١.١ تعریف

باشد؛ پایدار .١

افزایش با مͬ�شود N وارد که مسیری هر بطوریͺه باشد داشته وجود x۰ از N ͬͽهمسای ͷی .٢
کند. میل x۰ به ،t

اندازه به باشد، x۰ ͬͺنزدی در کافͬ اندازه به اگر مسیری هر پایداری، تعریف در که کنید توجه
بر علاوه زیرا است؛ پایداری از قوی�تر مجانبی، پایداری اما مͬ�ماند. باقͬ آن ͬͺنزدی در دلخواه
خاصیت، این شود. ͷنزدی x۰ به کافͬ اندازه به مسیری هر ،t افزایش با که مͬ�کند ایجاب پایداری

است. شده داده نشان ٢.١ شͺل در
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N

N ′

.R۲ در مبدأ ثابت نقطه برای ۴.١.١ تعریف در N ′ و N همسایͽͬ�های :١.١ شͺل

مجانبی بطور اما باشد پایدار هرگاه گویند خنثͬ پایدار را (١.١) از x۰ ثابت نقطه .۶.١.١ تعریف
نباشد. پایدار

نباشد. پایدار هرگاه گویند ناپایدار را (١.١) از x۰ ثابت نقطه .٧.١.١ تعریف

ͬͽهمسای هر برای بطوریͺه دارد وجود x۰ ثابت نقطه از N ͬͽهمسای ͷی دیͽر، به�عبارت
را ٣.١ شͺل نمͬ�ماند. باقͬ N در ولͬ مͬ�شود N ′ وارد که دارد وجود مسیر ͷی حداقل ،N ′ ⊆ N

ببینید.

مͬ�نامند. دافع را ناپایدار ثابت نقاط جاذبو را پایدار مجانبی بطور ثابت نقاط .٨.١.١ تعریف

خطͬ سیستم�های فاز تصاویر ٢.١

با لذا هستند، هم�ارز خطͬ سیستم�های با موضعͬ بطور غیرخطͬ سیستم�های اغلب اینکه به توجه با
برای مشخصکرد. را سیستم�ها از وسیعͬ خواصطیف مͬ�توان خطͬ، خواصسیستم�های دانستن
استفاده خطͬ سیستم�های مطالعه برای هندسͬ و تحلیلͬ تکنی�ͷهای از بخش، این در منظور، این
غیرخطͬ سیستم�های کیفͬ رفتار بررسͬ برای را تکنی�ͷها این از توسیعͬ فصل، ادامه در مͬ�کنیم.

مͬ�دهیم. ارائه
خطͬ سیستم

ẋ = X(x) = Ax, x ∈ Rn, (٢.١)
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N

N ′

در N ′ و N همسایͽͬ�های :٣.١ شͺل
.R۲ در مبدأ ثابت نقطه برای ٧.١.١ تعریف

N

N ′

در N ′ و N همسایͽͬ�های :٢.١ شͺل
.R۲ در مبدأ ثابت نقطه برای ۵.١.١ تعریف

متعارف سیستم به x = Py متغییر تغییر با سیستم، این بͽیرید. نظر در را

ẏ = Jy,

است A ماتریس جردن متعارف فرم J و (٢.١) در ضرایب ماتریس A آن، در که مͬ�شود تبدیل
مختصات y و مͬ�دهند Rnتشͺیل برای پایه�ای P ستون�های واقع، در است. J = P−۱AP بطوریͺه
هم�ارزی رابطه ͷی تشابه و هستند متشابه J ماتریس�هایAو که آنجایی از است. پایه این به نسبت x
افراز مجزا هم�ارزی کلاس�های به مجموعه این لذا است، n× n حقیقͬ ماتریس�های مجموعه روی
و ẋ = Ax سیستم�های جواب�های هم�ارزی، کلاس ͷی در J و A ماتریس دو هر برای مͬ�شود.

روابط با ẏ = Jy

x = Py, P−۱AP = J,

نیز کلاس اعضای سایر جواب�های شود، حل سیستم�ها از ͬͺی اگر بنابراین، هستند. وابسته هم به
مͬ�آیند. بدست

باشد. نامنفرد Aماتریس هرگاه نامند ساده را (٢.١) خطͬ سیستم .١.٢.١ تعریف

سیستم جواب تنها x = ۰ آنگاه باشد، ساده (٢.١) خطͬ سیستم اگر

ẋ = Ax = ۰,
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و A ماتریس که آنجایی از همچنین، دارد. مبدأ در ثابت نقطه ͷی فقط (٢.١) سیستم لذا است.
متعارف سیستم بنابراین، دارند. یͺسان ویژه مقادیر پس هستند، متشابه آن، با متناظر جردن ماتریس

است. ساده نیز (٢.١) با متناظر

باشد. منفرد A هرگاه گویند غیرساده را (٢.١) خطͬ سیستم .٢.٢.١ تعریف

از غیر به سیستم و است غیربدیهͬ جواب�های دارای ،Ax = ۰ غیرساده سیستم دیͽر، به�عبارت
وجود امͺان دو صفحه در خطͬ سیستم برای حالت، این در دارد. نیز دیͽری ثابت نقطه ،x = ۰

از که دارد وجود ثابت نقاط از خطͬ اول، حالت در است. صفر یا و است ͷی A رتبه یا دارد:
A رتبه با J رتبه که آنجایی از است. ثابت نقطه صفحه، از نقطه هر دوم، حالت در و مͬ�گذرد مبدأٔ

مͬ�دهد. نشان را متناظر غیرساده سیستم رفتار متعارف، سیستم بنابراین، است، یͺسان
برای شده ارائه مفاهیم همه مͬ�کنیم. بررسͬ را بعدی دو خطͬ سیستم�های کیفͬ رفتار ادامه، در

است. بالاتر بعد با سیستم�های به تعمیم قابل راحتͬ به سیستم�ها، این
خطͬ سیستم

ẋ = X(x) = Ax, x ∈ D ⊆ R۲, (٣.١)

بͽیرید. نظر در را

در منحنͬ ͷی توسط ϕ(t) = (x۱(t), x۲(t)) یعنͬ، ،(٣.١) سیستم از جواب هر .٣.٢.١ تعریف
مͬ�شوند. نامیده مدار یا و فاز مسیر جواب، منحنͬ�های این مͬ�شود. داده نشان صفحه

تغییر با و بوده سیستم کیفͬ رفتار دهنده نشان که است بعدی دو شͺلͬ فاز تصویر .۴.٢.١ تعریف
مͬ�شود. داده نشان x۱x۲ فاز صفحه در x۲ و x۱ برحسب t

مͬ�دهیم نشان سپس و مͬ�کنیم بررسͬ را متعارف سیستم�های فاز تصویر ابتدا قسمت، این در
بدست متناظر متعارف سیستم فاز تصویر به توجه با را (٣.١) سیستم فاز تصویر مͬ�توان چͽونه که

است. یͺسان سیستم، دو هر در نیز ثابت نقطه ماهیت دید، خواهیم که همچنان آورد.

به�صورت مͬ�شود، ظاهر متعارف سیستم به (٣.١) سیستم تبدیل در که J ماتریس .۵.٢.١ قضیه
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حالت چهار از ͬͺی

J۱ =

 λ۱ ۰

۰ λ۲

 , λ۱ > λ۲, J۲ =

 λ۰ ۰

۰ λ۰

 ,

J۳ =

 λ۰ ۱

۰ λ۰

 , J۴ =

 α −β

β α

 , β > ۰

هستند. حقیقͬ اعداد λ۲ و λ۱ ،λ۰ ،β ،α که است

.[۵] به شود رجوع برهان.

A ماتریس ویژه مقادیر که است حالتͬ با متناظر ،J۱ ماتریس ،۵.٢.١ قضیه در .۶.٢.١ ملاحظه
آن ویژه مقادیر و قطری A ماتریس که است حالتͬ با متناظر ،J۲ ماتریس هستند. متمایز و حقیقͬ
قطری A ولͬ هستند برابر Aماتریس ویژه مقادیر که است حالتͬ با متناظر ،J۳ ماتریس هستند. برابر

هستند. مزدوج مختلط Aماتریس ویژه مقادیر که است حالتͬ با متناظر ،J۴ ماتریس نیست.

آن مشخصه چندجمله�ای ریشه�های λ۲ و λ۱ که بͽیرید نظر در را (٣.١) ساده خطͬ سیستم
ماهیت که مͬ�دهیم نشان باشد. ẏ = Jy آن، با متناظر ساده متعارف سیستم کنید فرض و هستند

دارد. بستگͬ λ۲ و λ۱ ریشه�های ماهیت به ساده، متعارف سیستم از (۰, ثابت(۰ نقطه
به�صورت متعارف سیستم حالت، این در متمایز. و حقیقͬ ویژه مقادیر (الف)

ẏ۱ = λ۱y۱,

ẏ۲ = λ۲y۲,

جواب�های دارای سیستم این است.

y۱(t) = c۱e
λ۱t, y۲(t) = c۲e

λ۲t,

معادله حل از جواب منحنͬ�های هستند. دلخواه و حقیقͬ ثابت�های c۲ و c۱ که است
dy۲

dy۱
=

λ۲y۲

λ۱y۱
,

خلاصه زیر به�صورت λ۲ و λ۱ ویژه مقادیر به توجه با فاز تصاویر نوع رو، این از مͬ�آیند. بدست
مͬ�شود.
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(ج) (ب) (آ)

پایدار گره (ب) λ۱)؛ > λ۲ > ۰) ناپایدار گره (آ) به منجر متمایز و حقیقͬ ویژه مقادیر :۴.١ شͺل
مͬ�شود. (λ۲ < ۰ < λ۱) زینͬ نقطه (ج) و (λ۲ < λ۱ < ۰)

است. ناپایدار گره نوع از ثابت نقطه باشند، مثبت و حقیقͬ متمایز، ویژه مقادیر اگر •

مجانبی بطور که بوده گره نوع از ثابت نقطه باشند، منفͬ و حقیقͬ متمایز، ویژه مقادیر اگر •
است. پایدار

است. ناپایدار و زینͬ نوع از ثابت نقطه باشد، منفͬ دیͽری و مثبت ویژه مقادیر از ͬͺی اگر •

است. شده رسم ۴.١ شͺل در حالت سه این به مربوط فاز تصاویر
هستند. J۳ و J۲ شͺل�های به متعارف ماتریس�های حالت، این در برابر. و حقیقͬ ویژه مقادیر (ب)

مͬ�شود. تعیین زیر حالت دو به توجه با فاز تصاویر نوع صورت، این در

در حالت این با متناظر فاز تصاویر است. ستاره گره نوع از ثابت نقطه باشد، قطری A اگر •
است. شده داده نشان ۵.١ شͺل

حالت، این به مربوط فاز تصاویر است. نامتعارف گره نوع از ثابت نقطه نباشد، قطری A اگر •
است. شده رسم ۶.١ شͺل در

به�صورت متعارف سیستم حالت، این در .(λ = α± iβ مختلط�( ویژه مقادیر (ج)

ẏ۱ = αy۱ − βy۲,

ẏ۲ = βy۱ + αy۲, (۴.١)

سیستم به (۴.١) سیستم ،y۲ = r sin θ و y۱ = r cos θ قطبی مختصات گرفتن نظر در با است.

ṙ = αr, θ̇ = β,
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(ب) (آ)

مͬ�شود: ستاره گره به منجر (λ۱ = λ۲ = λ۰) برابر ویژه مقادیر باشد، قطری A وقتͬ :۵.١ شͺل
پایدار. (ب) ناپایدار؛ (آ)

(ب) (آ)

نامتعارفمͬ�شود: گره به منجر (λ۱ = λ۲ = λ۰) برابر ویژه مقادیر نباشد، Aقطری وقتͬ :۶.١ شͺل
.(λ۰ < ۰) پایدار (ب) λ۰)؛ > ۰) ناپایدار (آ)

به�صورت جواب�هایی دارای سیستم، این مͬ�شود. تبدیل

r(t) = r۰e
αt, θ(t) = βt+ θ۰,

مͬ�شود. تعیین زیر به�صورت β و α مقادیر به توجه با فاز تصویر نوع صورت، این در است.

است. ناپایدار کانون نوع از ثابت نقطه آنگاه ،α > ۰ اگر •

است. خنثͬ پایدار و بوده مرکز نوع از ثابت نقطه آنگاه ،α = ۰ اگر •
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(ج) (ب) (آ)

(ج) و (α = ۰) مرکز (ب) α)؛ > ۰) ناپایدار کانون (آ) به منجر مختلط ویژه مقادیر :٧.١ شͺل
مͬ�شود. (α < ۰) پایدار کانون

است. پایدار مجانبی بطور و بوده کانون نوع از ثابت نقطه آنگاه ،α < ۰ اگر •

حرکت مبدأ دور ساعت عقربه�های جهتحرکت در مارپیچ�وار فاز مسیرهای آنگاه ،β < ۰ اگر •
مͬ�کنند.

مبدأ دور ساعت عقربه�های حرکت خلافجهت در مارپیچ�وار فاز مسیرهای آنگاه ،β > ۰ اگر •
مͬ�کنند. حرکت

مͬ�دهد. نشان را حالت�ها این به مربوط فاز تصاویر ٧.١ شͺل
پارامتر جاذب(دافع)است. مارپیچ ͷی شامل فاز، تصویر گوییم باشد، (α > ۰) α < ۰ وقتͬ
بیشتری سرعت با مسیرها باشد بزرگ�تر β چقدر هر مͬ�دهد. نشان را مارپیچ زاویه�ای سرعت β > ۰

مͬ�شوند. (α > ۰) دور مبدأٔ از یا و (α < ۰) ͷنزدی مبدأٔ به

،ẋ = Ax خطͬ سیستم از (۰, ثابت(۰ نقطه .٧.٢.١ نتیجه

منفͬ ،A مشخصه چندجمله�ای ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت هرگاه است پایدار مجانبی بطور •

باشند؛

باشند؛ محض موهومͬ ویژه، مقادیر هرگاه است خنثͬ پایدار •

مثبت ،A مشخصه چندجمله�ای ویژه مقادیر از ͬͺی حداقل قسمتحقیقͬ هرگاه است ناپایدار •

باشند.
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(ب) (آ)

.(۵.١) متعارف سیستم فاز تصویر روی x = Py خطͬ تبدیل تأثیر :٨.١ شͺل

یعنͬ آن متعارف فرم از x = Py تبدیل از استفاده با ẋ = Ax خطͬ سیستم هر فاز تصویر
متعارف سیستم فاز تصویر مثال، عنوان به مͬ�آید. بدست ẏ = Jy

ẏ۱ = y۱,

ẏ۲ = −y۲, (۵.١)

،y۲ و y۱ متغییرهای که دریافت مͬ�توان x = Py تبدیل از است. شده داده نشان ٨.١(آ) شͺل در
است y از پیوسته�ای تابع x هستند. P ستون�های از آمده بدست {p۱, p۲} پایه به نسبت xمختصات
برعکس. و مͬ�شود داده نشان x۱x۲ صفحه در منحصربفرد بطور y۱y۲ صفحه از نقطه هر بطوریͺه
جهت همچنین، مͬ�شوند. نگاشته دیͽر صفحه مسیرهای روی به صفحه ͷی مسیرهای به�عبارتͬ،
گردش علͬ�رغم که مͬ�شود موجب x = Py خطͬ تبدیل خواص این مͬ�شوند. حفظ نیز مسیرها

،x = Py خطͬ تبدیل با ٨.١(ب) شͺل باشد. زینͬ نقطه ͷی هنوز مبدأٔ فاز، تصویر

P =

 ۲ ۱

۱ ۳

 ,

است. آمده بدست (۵.١) سیستم از

ͷی هرگاه کیفͬگویند؛ هم�ارز را اول مرتبه دیفرانسیل معادله�های از سیستم دو .٨.٢.١ تعریف
بطوریͺه بنگارد دیͽری فاز تصویر روی به را ͬͺی فاز تصویر که باشد داشته وجود پیوسته دوسویی

باشد. مسیرها جهت حافظ


