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چکیده
قرار مطالعه مورد روش دو نامتناهی واریانس با ARMA فرآیندهای خطی پیش�بینی برای پایان�نامه این در

هستند. α-پایدار توزیع دارای و نمی�کنند پیروی نرمال توزیع از نوفه�ها کلاسیک، حالت برخلاف آن�ها، در که می�گیرد.

مقادیر پیش�بینی به است شده معرفی کلاین و براکول توسط که پراکندگی حداقل روش از استفاده با اول، روش در

شد. خواهد اشاره آن به که است محدودیت�هایی دارای روش این می�شود. پرداخته آینده

فضای معرفی با روش این در است. شده استفاده α-پایدار تصادفی فرآیندهای انتگرالی نمایش از دوم، روش در

با فرآیندهایی برای سازی تصویر قضیه�ی و پیش�بینی معادلات پایدار، هم�وردش معیار از استفاده با و جدید هیلبرت

استفاده با نهایت در می�شود. معرفی α-پایدار فرآیندهای برای خطی پیش�بینی بهترین و داده تعمیم متناهی واریانس

می�شوند. مقایسه باهم و سازی شبیه روش دو این متلب افزار نرم از
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اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١.١

فواصل در ویژه به زمان، حسب بر معمولا و است مشاهدات از شده مرتب دنباله�ای ، {xt, t ∈ T۰} زمانی سری

ترتیب پس است. آن مشاهدات بودن همبسته یا وابسته زمانی، سری یک ذاتی طبیعت می�شود. مرتب مساوی زمانی

نیاز مورد دیگر روش�های و ندارد کاربردی دیگر استقلال فرض بر مبتنی آماری روش�های و دارد اهمیت مشاهدات

غله، سالانه قیمت�های و محصول مقدار کشاورزی، در دارد. کاربرد گوناگون زمینه�های در زمانی سری�های آنالیز است.

که می�کنیم مشاهده را ولتاژ و الکتریکی علائم مهندسی، در و روز پایان در موجود قیمت�های اقتصاد، و بازرگانی در

شش به آن قدمت که است موضوعاتی از زمانی سری�های اساس بر پیش�بینی هستند. زمانی سری�های از نمونه�هایی

بگشاید. علوم سایر و اقتصاد علم در را جدیدی افق�های توانسته رشته این کوتاه مدت همین در ولی برمی�گردد دهه

از بسیاری برای کردن پیش�بینی می�کند، ایفا عمده�ای نقش گیری تصمیم فرآیند در آینده وقایع پیشگویی که آن�جا از

مواردی پیش�بینی به قادر باید خود سیاست�های تنظیم جهت کشور هر دولت است. اهمیت حائز نهاد�ها و سازمان�ها

ریزی برنامه� و طرح جهت بازاریابی بخش�های در باشد. . . . و تورم نرخ بیکاری، نرخ هوا، و آب چگونگی چون

لازم، فعالیت�های و تلاش میزان جهت گیرد. صورت تقاضا از اعتمادی قابل پیش�بینی�های باید فروش، روش�های

مناطق بازار تقاضای تبلیغاتی، مؤثر برنامه�های انجام منظور به هم�چنین و گردد پیش�بینی محصول برای تقاضا کل باید

شود. پیش�بینی مصرف�کننده، مختلف گروه�های تقاضای نیز و مختلف

هم�چنین گیرد. صورت بهره نرخ�های پیش�بینی باید جدید، سرمایه�ی مالی تأمین و برنامه�ریزی جهت مالی مسایل در

دریافتی�ها پیش�بینی به نیاز می�شود، نگهداری بنگاه�ها نزد که نقدینگی و وجوه جریان تخمین جهت مالی برنامه�ریزان

دارند. بنگاه�ها هزینه�های و

دوره�های برای پیش�بینی این است. ضروری امری تولیدی خط هر محصول تقاضای پیش�بینی تولید، برنامه�ریزی در

موجودی و تولید برنامه ترسیم امکان پیش�بینی�ها، این می�پذیرد. صورت مشخصمی�شود، ماه یا هفته مثلا معین، زمانی

تقاضا پیش�بینی می�توان نیاز مورد منابع خرید میزان تخمین منظور به می�دهد. بنگاه به را شود نگهداری باید که کالایی
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منابع پیش�بینی مستلزم همچنین نیاز مورد منابع خرید ترسیم داد. تعمیم لازم اولیه مواد پیش�بینی به را تولید برای

می�باشد. قیمت�ها نیز و دسترس در و موجود

در که وقایعی مورد در آمده به�دست اطلاعات از باید می�دهد رخ آینده در که وقایعی پیش�بینی جهت پیش�بینی�کننده

و پرداخته گذشته اطلاعات و داده�ها تحلیل و تجزیه به باید کننده پیش�بینی که معنا این به کند، استفاده داده رخ گذشته

استفاده مورد را گذشته اطلاعات زیر طریق به و کند بنا فوق تحلیل و تجزیه از حاصل نتایج اساس بر را خود پیش�بینی

می�دهد. قرار

پایه روش این باشد. آینده به تعمیم قابل که �آورد بدست الگویی تا می�پردازد گذشته اطلاعات تحلیل و تجزیه به ابتدا

ادامه نیز آینده تا �آمده بدست الگوی که شده بنا فرض این بر و می�گیرد قرار استفاده مورد پیش�بینی روش�های اغلب در

داشت. خواهد

مقادیر پیش�بینی برای رویکرد یک و هستند نرمال توزیع دارای سفید نوفه�های کلاسیک، حالت زمانی سری�های در

گوسی غیر پایدار توزیع�های که شده�اند مشاهده داده�هایی اخیر دهه�ی چند در خطاست. مربع امید کردن حداقل آینده،

نامتناهی دوم گشتاور دارای پایدار تصادفی متغیرهای طرفی از می�شود، پیشنهاد آن�ها برای ممکن مدل�های عنوان به

دیگری روش�های از است لازم و کرد پیش�بینی را آینده مقادیر خطا مربع امید کردن حداقل روش از نمی�توان و هستند

می�کنیم. بیان را آن خواص از برخی و معرفی را پایدار توزیع�های ادامه در شود. استفاده پیش�بینی برای

گروه این چگالی، تابع دم در موجود جرم علت به و می�گیرند دربر را توزیع�ها از وسیعی بسیار کلاس پایدار، توزیع�های

بین مقداری ، α عدد به توزیع پایینی و بالایی دم�های در موجود احتمال جرم معروف�اند. سنگین دم توزیع به توزیع�ها از

پایدار توزیع�های نظریه است. بیشتر دم�ها در احتمال جرم باشد کمتر α چقدر هر که طوری به است وابسته دو، تا صفر

و [٨] کولموگرف و ندنکو آثار شد. بیان ٢ خینچین یائولویچ الکساندر و ١ لوی پل توسط ١٩٣٠ و ١٩٢٠ دهه�های در

بررسی به [٢٢] زولوتاریو نیز بعد�ها و پرداخته�اند توزیع این جزئیات بررسی به که هستند قدیمی آثار جمله از [۵] فلر

است. پرداخته موضوع این

توزیع�های این�که وجود با دارند. گوسی توزیع�های به نسبت بیشتری پذیری تغییر و پذیری انعطاف مدل�هایی چنین

به گوسی غیر پایدار توزیع�های اما می�شوند، مشخص خود کوواریانس و میانگین وسیله�ی به کامل طور به گوسی

توزیع�های اما است، متقارن میانگین به نسبت همواره گوسی توزیع� دارند. نیاز تشخیص برای بیشتری پارامتر�های

-پایدار α تصادفی متغیر�های احتمال چگالی کنند. اختیار را چولگی از دلخواه درجه�ای می�توانند پایدار گوسی غیر

آماری معمول روش�های امر همین ندارند. بسته�ای مشخص فرم بقیه مورد، چند در بجز اما است، پیوسته و موجود

چندمتغیره حالت در چه متغیره یک حالت در چه توزیع�ها این مورد در را پارامترها کردن برآورد روش�های جمله از

فرم توزیع��ها این مورد در موجود بسته�ی فرم تنها است. ساخته بی�اعتبار را آن�ها از بسیاری و داده قرار تأثیر تحت

روش�های است. شده پارامتربندی متفاوتی شیوه�های به مختلف آماردانان توسط البته که است آن�ها مشخصه�ی تابع

پائولسون توسط مشخصه تابع اساس بر برآورد روش می�توان جمله از که است شده ارائه پارامترها برآورد برای مختلفی

١Paul levy
٢Aleksander Yakovlevich Khinchine
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سال در چندک�ها محاسبه طریق از برآورد روش ١٩٨٠و سال در [١٢] کوتروولیس ،١٩٧۵ سال در [١۶] همکاران و

کرد. اشاره [١۵] کلاچ مک توسط ١٩٨۶

نوفه�ی که حالتی در است. نامتناهی واریانس با ARMA فرآیندهای خطی پیش�بینی پایان�نامه این در ما هدف

که زمانی اما می�آید. دست به� خطا مربع امید کردن حداقل وسیله�ی به پیش�بینی باشد متناهی واریانس دارای سفید

مربع امید کردن حداقل روش از نمی�توان دیگر نامتناهی) (واریانس باشد α-پایدار توزیع دارای سفید نوفه فرآیندهای

روش دو از نامه پایان این در کرد. استفاده دیگری معیار از است نیاز دلیل همین به کرد پیش�بینی را آینده مقادیر خطا،

نمایش از استفاده دوم روش و پراکندگی حداقل از استفاده اول روش است. شده استفاده آینده مقادیر پیش�بینی برای

است. α-پایدار تصادفی فرآیندهای برای انتگرالی

بیان و اولیه مفاهیم و تعاریف بیان به فصل این ادامه�ی در است. شده تدوین زیر صورت به نامه پایان این ادامه

سری�های پیش�بینی پایان در و می�پردازیم بعدی یک حالت در پایدار توزیع�های خواص و قضایا تعاریف، از مختصری

استفاده روش و پراکندگی حداقل روش مورد در سوم و دوم فصل در می�کنیم. بیان را متناهی واریانس با ایستا زمانی

نوفه�ی سازی، شبیه از استفاده با چهارم فصل در کرد. خواهیم بحث α-پایدار تصادفی فرایندهای انتگرالی نمایش از

پایدار فرآیندهای انتگرالی نمایش و پراکندگی حداقل پیش�بینی روش دو همچنین و نرمال سفید نوفه�ی و پایدار سفید

انجام متلب افزار نرم با سازی شبیه فصل این در می�کنیم. مقایسه باهم ARMA(۱, ۱) MA(۱)و فرآیندهای برای را

پیش�بینی روش دو مقایسه�ی سازی پیاده و α-پایدار الگوریتم اولیه، تعاریف برخی شامل نیز پنجم است.فصل شده

فصل در نامه پایان این اصلی مباحث بنابراین است. متلب افزار نرم در ARMA(۱, ۱) و MA(۱) فرآیندهای برای

است. شده ارایه چهارم و سوم دوم،

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١

است. [١٧] و [٧] ،[١٨–٢٠ ،١۴ ،١١ ،۶ ،۴ ،١] مراجع از برگرفته بخش این مطالب

مشاهدات زمانی سری� و شده�اند تعریف احتمال یکفضای در که است تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای تصادفی فرآیند

تصادفی فرآیند جای به است ممکن پایان�نامه این در گویند، زمانی سری به مربوط مدل را تصادفی فرآیند این است. آن

ببریم. نام زمانی سری حتی یا و زمانی سری مدل از

نماد با را آن و هستند هم�توزیع و مستقل متغیرها آن در که است تصادفی فرآیند زمانی سری یک برای مدل ساده�ترین

محض تصادفی فرآیندی، چنین به است. Xt واریانس σ۲ و میانگین µ که می�دهند نشان {Xt} ∼ IID(µ, σ۲)

x۱, . . . , xn و h ≥ ۱ هر برای درنتیجه ندارد. وجود مشاهدات بین وابستگی و ارتباط هیچ مدل، این در می�گوییم.

داریم

P [Xn+h ≤ x | X۱ = x۱, . . . Xn = xn] = P [Xn+h ≤ x].
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ما به Xn+h رفتار پیش�بینی برای اطلاعی هیچ X۱, . . . Xn مورد در گاهی آ که است این دهنده�ی نشان امر این

مدل�های ساختن در مهمی نقش ولی است پیش�بینی برای توجه غیرقابل فرآیند یک محض فرآیند حقیقت در نمی�دهد.

دارد. پیچیده�تر

است. زیر صورت به Xt میانگین تابع باشد. EX۲
t <∞ با زمانی سری Xt کنید فرض ١.٢.١ تعریف

µX(t) = E(Xt)

می�شود. تعریف زیر صورت به r, t, s دلخواه اعداد برای نیز Xt کوواریانس تابع و

γX(r, t) = cov(Xr, Xs) = E[(Xr − µX(r))(Xs − µX(s))].

�

هر برای γX(t, t+ h) و µX(t) اگر می�نامیم ضعیف ایستای را {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} سری ٢.٢.١ تعریف

� باشند. t از مستقل h

n > ۰ و صحیح h هر برای اگر است اکید ایستای {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} زمانی سری ٣.٢.١ تعریف

� باشد. داشته یکسانی توأم توزیع (Xt+h, . . . , Xn+h) و (X۱, . . . , Xn)

می�باشد. نیز ضعیف ایستای {Xt} آن�گاه EX۲
t <∞ ،t هر برای و بوده اکید ایستای {Xt} اگر که است واضح

اگر شود. بیان خاص طور به مگر است تعریف با مطابق ضعیف ایستایی منظور شود، صحبت ایستایی از جا هر

{Xt} که است واضح باشد، σ۲ واریانس و صفر میانگین با هرکدام ناهمبسته تصادفی متغیرهای از دنباله یک {Xt}

{Xt} ∼ WN(۰, σ۲) با که می�نامیم σ۲ واریانس و صفر میانگین با سفید نوفه�ی را دنباله�ای چنین ایستاست.

می�شود. داده نمایش

اگر می�نامند MA(q) یا q مرتبه�ی متحرک میانگین فرآیند را {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} فرآیند ۴.٢.١ تعریف

هستند. ثابتی مقادیر θ۱, θ۲, . . . , θq و {Zt} ∼WN(۰, σ۲) که Xt = Zt+θ۱Zt−۱+ . . .+θqZt−q باشیم: داشته

� بود. خواهد اکید ایستای MA(q) سری باشد، محض تصادفی {Zt} اگر اینجا در

ایستایی فرآیند اگر گویند AR(p) یا p مرتبه�ی اتورگرسیو فرآیند را {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} فرآیند ۵.٢.١ تعریف

کند. صدق زیر رابطه�ی در که باشد

� ثابت�اند. مقادیر ϕ۱, ϕ۲, . . . , ϕp و {Zt} ∼WN(۰, σ۲) که Xt = ϕ۱Xt−۱ + ϕ۲Xt−۲ + . . .+ ϕpXt−p + Zt

می�شود، (ARMA)متحرک میانگین اتورگرسیو مدل�های کلاس شامل که خطی زمانی سری�های مدل�های کلاس

می�کند. فراهم ایستا فرآیندهای بررسی و مطالعه برای وسیعی چارچوب

باشیم داشته صحیح t هر برای اگر است خطی فرآیند یک {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} فرآیند ۶.٢.١ تعریف



اولیه مفاهیم و مقدمه .١ ۵فصل

باشیم داشته که به�طوری است ثابت اعداد از دنباله�ای {ψj} و {Zt} ∼ WN(۰, σ۲) که Xt =
∑∞

j=−∞ ψjZt−j

� .
∑∞

j=−∞ | ψj |<∞

برای و بوده ایستا {Xt} اگر است، ARMA(p, q) فرآیند یک {Xt, t = ۰,±۱,±۲, . . .} فرآیند ٧.٢.١ تعریف

t هر

Xt − ϕ۱Xt−۱ − . . .− ϕpXt−p = Zt + θ۱Zt−۱ + . . .+ θqZt−q,

ریشه هیچ (۱+ θ۱Z + . . .+ θqZ
q) = ۰ و (۱− ϕ۱Z − . . .− ϕpZ

p) = ۰ معادلات و {Zt} ∼WN(۰, σ۲) که

� باشند. نداشته مشترکی

چندجمله�ای Θ(.) و Φ(.) که نوشت می�توان Φ(B)Xt = Θ(B)Zt صورت به را قبل تعریف شده خلاصه فرم

شیفت عملگر B و هستند Θ(B) = ۱ + θ۱B + . . . + θqB
q Φ(B)و = ۱ − ϕ۱B − . . . − ϕpB

p فرم به هایی

می�باشد. پسرو

داشته وجود {ψj} ثابت�های اگر است {Zt} از سببی تابعی یا سببی(علّی) ،ARMA(p, q) فرآیند ٨.٢.١ تعریف

که است شرط این معادل بودن سببی .Xt =
∑∞

j=۰ ψjZt−j ،t هر ازای به و
∑∞

j=۰ | ψj |<∞ که به�قسمی باشد

� باشد. برقرار | Z |≤ ۱ هر برای Φ(Z) = ۱− ϕ۱Z − . . .− ϕpZ
p ̸= ۰

که باشند داشته وجود {πj} ثابت�های اگر می�شود نامیده پذیر معکوس ،ARMA(p, q) فرآیند ٩.٢.١ تعریف

برای که است شرط این با معادل پذیری معکوس باشد. Zt =
∑∞

j=۰ πjXt−j ،t هر ازای به و
∑∞

j=۰ | πj |< ∞

� .Θ(Z) = ۱+ θ۱Z + . . .+ θqZ
q ̸= ۰ باشیم داشته | Z |≤ ۱ هر

α-پایدار توزیع معرفی ١.٢.١

به باشد داشته وجود α > ۰ اگر است راست طرف از دم�سنگین توزیع دارای X تصادفی متغیر ١٠.٢.١ تعریف

که طوری

P [X > x] ∼ x−α, x→ ∞ , (١.١)

توجه .limx→∞
f(x)

g(x)
= ۱ هرگاه f(x) ∼ g(x), x → ∞ که می�شود تعریف صورت این به ∼ رابطه�ی آن در که

� .E(Xβ) <∞ ،β < α اگر و E(Xβ) = ∞ آن�گاه β > α ،x ≥ ۰ وقتی که کنید

پایدار و پارتو ،F ،t توزیع�های است. مشابه طور به طرفه دو و چپ سمت دم برای سنگین دم توزیع تعریف

می�پردازیم. پایدار توزیع معرفی به ادامه در هستند. سنگین دم توزیع از مثال�هایی

عدد و C مثبت عدد ،B و A مثبت عدد هر برای اگر است پایدار توزیع دارای X تصادفی متغیر ١١.٢.١ تعریف
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بوده X از مستقلی مشاهدات X۲ و X۱ که ، AX۱ +BX۲
d
= CX +D که قسمی به باشند داشته وجود D حقیقی

� می�دهد. نشان را بودن هم�توزیع d
= و

علاقه مورد چندان تباهیده حالت این است. پایدار همواره باشد، تباهیده متغیر یک X تصادفی متغیر که صورتی در

است. تباهیده غیر X که می�کنیم فرض همواره و نیست

باشند. داشته مشابه توزیع −X و X که معنی این به باشد متقارن آن توزیع اگر است متقارن ،X پایدار تصادفی متغیر

در قبل تعریف در C که قسمی به دارد وجود α ∈ (۰, ۲] عدد ،X پایدار تصادفی متغیر هر برای ١٢.٢.١ قضیه

نامیده α-پایدار ،α شاخص با X پایدار تصادفی متغیر صورت این در که کند، صدق Cα = Aα + Bα رابطه�ی

می�شود.

پایدار ،X آنگاه باشد ،X ∼ N(µ, ν۲) ،ν۲ واریانس و µ میانگین با نرمال تصادفی متغیر X اگر ١٣.٢.١ مثال

زیرا است α = ۲ شاخص با

AX۱ +BX۲ ∼ N((A+B)µ, (A۲ +B۲)ν۲),

� است. برقرار D = (A+B − C)µ و C = (A۲ +B۲)
۱
۲ با (١١.٢.١) تعریف که معنی بدین

است. معادل پایدار توزیع از (١١.٢.١) تعریف با زیر تعریف

و σ ≥ ۰ ،−۱ ≤ β ≤ ۱ ،۰ < α ≤ ۲ پارامترهای اگر است پایدار توزیع دارای X تصادفی متغیر ١۴.٢.١ تعریف

فرم به آن مشخصه تابع که باشند داشته وجود قسمی به µ ∈ R

E(exp iθX) =

 exp{−σα|θ|α(۱− iβ(sign(θ))) tan πα
۲ + iµθ} α ̸= ۱

exp{−σ|θ|(۱+ iβ ۲
π (sign(θ))) ln |θ|+ iµθ} α = ۱

که باشد

sign(θ) =


۱ θ > ۰

۰ θ = ۰

−۱ θ < ۰

و داده نمایش Sα(σ, β, µ) صورت به را پایدار توزیع�های می�شود، مشخص پارامتر چهار با مشخصه تابع چون

µ و چولگی βپارامتر مقیاس، پارامتر σ توزیع، پایداری شاخص α که طوری به ،X ∼ Sα(σ, β, µ) می�نویسیم
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� می�شود. نتیجه دیگری از یک هر و بوده هم معادل فوق تعریف دو می�باشد. مکان پارامتر

است µ اطراف در متقارن و ،µ = ۰ و β = ۰ اگر است متقارن X ∼ Sα(σ, β, µ) تصادفی متغیر ١۵.٢.١ نکته

.β = ۰ اگر

.β < ۰ اگر می�شود گفته چپ به چوله و β > ۰ اگر می�شود گفته راست به چوله Sα(σ, β, µ) توزیع ١۶.٢.١ نکته

است. منفی یا چپ به چوله کاملا توزیع این β = −۱ اگر و است مثبت یا راست به چوله کاملا توزیع این β = ۱ اگر

بسته فرم مورد، چند جز به اما می�باشد. پیوسته و داشته وجود α-پایدار تصادفی متغیرهای احتمال چگالی�های

ندارد. مشخصی

α-پایدار توزیع خواص از برخی ٢.٢.١

در باشند، Xi ∼ Sα(σi, βi, µi) ، i = ۱, ۲ با مستقل تصادفی متغیرهای X۲ و X۱ کنیم فرض ١٧.٢.١ گزاره

.σ = (σα۱ + σα۲ )
۱
α و β =

(β۱σ
α
۱ +β۲σ

α
۲ )

(σα
۱ +σα

۲ )
،µ = µ۱ + µ۲ که X۱ +X۲ ∼ Sα(σ, β, µ) صورت این

داشت خواهیم صورت این در باشد، مقدار حقیقی ثابت یک a و X ∼ Sα(σ, α, β) کنیم فرض ١٨.٢.١ گزاره

.X + a ∼ Sα(σ, β, µ+ a)

α ̸= ۱ اگر صورت این در باشد صفر غیر حقیقی ثابت یک a و X ∼ Sα(σ, β, µ) کنیم فرض ١٩.٢.١ گزاره

aX ∼ Sα(|a|σ, sign(a)β, aµ)

α = ۱ اگر و

aX ∼ Sα(|a|σ, sign(a)β, aµ− ۲
π
a(ln |a|)σβ).

آن�گاه .۰ < α < ۲ با X ∼ Sα(σ, β, µ) اگر ٢٠.٢.١ گزاره
limλ→∞ λαp[X > λ] = cα

۱+ β

۲ σα

limλ→∞ λαp[X < −λ] = cα
۱+ β

۲ σα

که

cα = (

∫ ∞

۰
x−α sin(x)dx)−۱ =


۱− α

Γ(۲− α) · cos(πα۲ )
α ̸= ۱

۲
π

α = ۱
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که تکنیک�هایی از بسیاری بنابراین هستند. نامتناهی دوم گشتاور دارای ،α < ۲ با α-پایدار تصادفی متغیرهای

از استفاده عملا ،E|X| = ∞ چون α ≤ ۱ که زمانی هم�چنین ندارد. کاربرد آن�ها برای است معتبر گوسی حالت در

می�باشد. ممکن غیر ریاضی امید

متناهی واریانس با ایستا زمانی سری�های پیش�بینی ٣.١

γ(.) خودکواریانس تابع و µ میانگین با ایستا سری یک در (h > ۰) ،Xn+h پیش�بینی معرفی به قسمت این در

۱, X۱, X۲, . . . , Xn−۱, Xn از خطی ترکیب یک کردن پیدا هدف واقع در می�پردازیم. {X۱, . . . , Xn}برحسب معلوم

بهترین �را آن صورت این در که باشد داشته را خطا مربع میانگین حداقل �که به�طوری است، Xn+h پیش�بینی برای

بنابراین می�دهیم. نشان PXn+h
n با و می�نامیم Xn+h خطی برآوردگر

P
Xn+h
n = a۰ + a۱Xn + · · ·+ anX۱

که می�شود انتخاب به�گونه�ای an ،. . . ،a۰ و

S(a۰, . . . , an) = E(Xn+h − a۰ − a۱Xn . . .− anX۱)
۲ = E(Xn+h − a۰ −

n∑
i=۱

aiXn+۱−i)
۲,

کند. حداقل را

و دارد مینیمم پس است نامنفی و دوم درجه تابع aiها از یک هر به نسبت S(a۰, . . . , an) این�که به توجه با

می�کند. صفر ai هر به نسبت را S(a۰, . . . , an) جزئی مشتق مینیمم، نقطه�ی

∂S(a۰, . . . , an)

∂ai
= ۰, i = ۰, ۱, . . . , n.

می�آید بدست زیر رابطه (n+ ۱) مشتقات، قراردادن صفر برابر و مشتق�گیری با

 E[Xn+h − a۰ −
∑n

i=۱ aiXn+۱−i] = ۰

E[(Xn+h − a۰ −
∑n

i=۱ aiXn+۱−i)Xn+۱−j ] = ۰ j = ۱, . . . , n.

نوشت زیر به�فرم می�توان را فوق معادلات

a۰ = Γn(۱−
n∑
i=۱

ai), (٢.١)

Γnan = γn(h), (٣.١)
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که طوری به

γk(h) = (γ(h), . . . , γ(n+ h− ۱))′, an = (a۱, . . . , an)
′,

Γn = [γ(i− j)]ni,j=۱,

آن�گاه کنند، صدق (٣.١) و (٢.١) رابطه در a۰, . . . , an اگر بنابراین

P
Xn+h
n = a۰ + a۱Xn . . .+ anX۱.

که است. ϵn = Xn+h − PXn+h
n با برابر پیش�بینی خطای میزان

E(ϵn) = E(Xn+h)− E(P
Xn+h
n ) = ۰,

با، است برابر پیش�بینی خطای مربع میانگین و

E(Xn+h − P
Xn+h
n )۲ = E(Xn+h − X̂n+h)

۲ = E(X۲
n+h) + E(X̂۲

n+h)− ۲EXn+hX̂n+h

= γ(۰) + E[
∑n

i=۱ aiXn+۱−i]
۲ − ۲E

∑n
i=۱ aiXn+۱−iXn+h

= γ(۰) +
∑n

i=۱
∑n

j=۱ aiajγ(i− j)− ۲
∑n

i=۱ aiγ(i)

= γ(۰) +
∑n

j=۱ γ(j)aj − ۲a′γn = γ(۰) + a′nγn − ۲a′nγn = γ(۰)− a′nγn(h).

دارند. به�فرد منحصر جواب یک تنها (٣.١) و (٢.١) معادلات کرد ثابت می�توان

تصویر می�دانیم است. ۱, X۱, . . . , Xn خطی ترکیبات تمام توسط شده تولید فضای در Xn+h تصویر PXn+h
n واقع در

مسئله مورد در است. عمود فضا آن بر تصویر خطای و دارد قرار نظر مورد فضای داخل که است برداری بردار، یک

اینکه با است معادل نیز فضا بر خطا بودن عمود و دارد را خواص این تمام PXn+h
n نیز پیش�بینی

E[(Xn+h − P
Xn+h
n )Xj ] = ۰, j = ۱, . . . , n.

بردار خاصیت دو این با Xn, . . . , X۱, ۱ از خطی ترکیب تنها و هستند PXn+h
n اصلی خواص زیر دوخاصیت واقع در

از عبارتند دوخاصیت این است. PXn+h
n به�فرد منحصر
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E(Xn+h − P
Xn+h
n ) = ۰ (۴.١)

E[(Xn+h − P
Xn+h
n )Xj ] = ۰, j = ۱, . . . , n. (۵.١)

صورتی در PXn+h
n بودن به�فرد منحصر به توجه با بنابراین هستند. مشتق�گیری از آمده به�دست خواص همان که

ترکیب بهترین خطی ترکیب آن کنند صدق (۵.١) و (۴.١) دورابطۀ در که کنیم معرفی به�گونه�ای را خطی ترکیبی که

است. Xn+h برآوردکننده�ی خطی

دور گذشته مقادیر برحسب ایستا سری یک پیش�بینی ۴.١

چگونه را PXn+h
n کنیم پیش�بینی را Xn+h بخواهیم و باشیم داشته را X۱, . . . , Xn صورتی�که در دیدیم قبل بخش در

کرد. برآورد روش همان با می�توان را Xn+h باشیم، داشته را Xm, . . . , X۰, X۱, . . . , Xn اگر حال می�آوریم. بدست

به�گونه�ای P̃Xn+h
n باید است طبیعی E(Xt) = ۰ کنید فرض می�دهیم. نشان P̃Xn+h

n با را پیش�بینی یا برآورد این

کند. صدق زیر شرط در که باشد

E[(Xn+h − P̃
Xn+h
n )Xn+۱−i] = ۰, i = ۱, ۲, . . . (۶.١)

در کند. صدق شرط(١.۶) در که بنویسیم Xi از خطی ترکیب به�صورت i ≤ n برای را P̃Xn+h
n باید بنابراین

نتیجه

P̃
Xn+h
n =

∞∑
j=۱

αjXn+۱−j ,

طوری�که به

E
[
(Xn+h −

∞∑
j=۱

αjXn+۱−j)Xn+۱−i

]
= ۰, i = ۱, ۲, . . .

یا

γ(h+ i− ۱) =
∞∑
j=۱

αjγ(i− j) i = ۱, ۲, . . .



٢ فصل

فرآیندهای پیش�بینی برای پراکندگی حداقل

نامتناهی واریانس با ARMA

مقدمه ١.٢

نامتناهی واریانس با فرآیندهایی خطی پیش�بینی برای را پراکندگی حداقل روش [٣] کلاین و براکول ،١٩٨۵ سال در

که داده�اند پیشنهاد خطی پیش�بینی نامتناهی، واریانس با فرآیند یک پیش�بینی برای روش این در داده�اند. ارائه

پیش�بینی این باشد، متقارن α-پایدار توزیع از نوفه�هایی شامل فرآیند هرگاه می�کند. حداقل را خطا توزیع پراکندگی

طور به آن� دم�های که باشد نوفه�هایی شامل فرآیند اگر کلی حالت در می�کند. حداقل را خطا توزیع مقیاس پارامتر کننده

می�کند. حداقل را خطا دم احتمالات اندازه کننده، پیش�بینی می�کنند، تغییر منظم

و ARMA(۱, ۱) فرآیندهای برای X۱, . . . , Xn اساس بر را Xn+۱ خطی پیش�بینی بهترین [٣] کلاین و براکول

آورده�اند. به�دست دارند نامتناهی واریانس نوفه�ها که هنگامی ،AR(p)

مطالب اساس بر نامتناهی واریانس با تصادفی فرآیندهای پیش�بینی در پراکندگی حداقل روش معرفی به فصل این در

مقادیر اساس بر Xn+۱, Xn+۲, . . . پیش�بینی هدف، آن در که می�پردازیم [٣] کلاین و براکول مقاله�ی به مربوط

باید X به نسبت Y تصادفی متغیر خطی پیش�بینی می�دانیم است. Xn, . . . , X۱ تصادفی متغیرهای شده�ی مشاهده

در نوفه�ها اگر . Xn = (X۱, X۲, . . . , Xn)
′ و a = (a۱, . . . , an)

′ که باشد داشته Ŷ = aX′
n صورت به فرمی

یعنی خطا، مربع میانگین کردن حداقل اساس بر کننده پیش�بینی باشند، متناهی واریانس با ARMA(p, q) فرآیند

معیارهای دارند، نامتناهی واریانس که فرآیندهایی برای کننده پیش�بینی انتخاب جهت می�آید. به�دست E(Y − Ŷ )۲

است طیفی شبه تکنیک و خطا مطلق قدر امید کردن حداقل شده، پیشنهاد روش�های از یکی است. شده ارائه متفاوتی

کرده�اند. معرفی [٢] سلطانی و کامبانیس که

شد. مطرح کالمن فیلتر از استفاده جهت [٢١] استاک توسط که است پراکندگی حداقل معیار از استفاده دیگر، روش

جمله�ی از هستند. محدودیت�هایی دارای روش�ها این اما دارند، وجود پیش�بینی برای نیز دیگری روش�های و معیارها


