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قدردانی و تشکر

اوست. لطف هست، چه هر که شاکرم را مهربان خداوند

نوروزی کوروش دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد به نسبت را خود قدردانی و سپاس مراتب ابتدا

به دست�یابی بی�شک می�دارم. ابراز بوده�ام، برخوردار ایشان راهنمایی�های و تشویق�ها از کار مراحل تمام در که

است. نبوده امکان�پذیر ایشان نظرات نقطه و همفکری�ها بدون تحقیق، این نتایج

منصور سید دکتر مسیحا، پروانه هاشم دکتر آقایان جناب و حسینی ملیحه دکتر خانم سرکار محترم اساتید از

تشکر و تقدیر کمال پذیرفتند، را رساله این داوری و فرموده زحمت قبول که رازانی عبدالرحمن دکتر و پور واعظ

دارم. را

عزیزان این همه برای و می�کنم سپاسگذاری صمیمانه بوده�اند سهیم من موفقیت در که خوبم دوستان تمامی از

دارم. موفقیت آرزوی

خاص تشکر شایان و است ستودنی تحصیل مراحل طی در عزیزم خانواده شکیبایی و حمایت�ها همراهی�ها،

است. اینجانب



چکیده

متریک فضاهای روی تک�مقداری و چندمقداری نگاشت�های برای ثابت نقطه قضایای برخی رساله، این در

نقطه قضیه�های نتایج، این از برخی می�شود. ارائه احتمالاتی مدولار فضاهای و مدولار فضاهای برداری�مقدار،

معادلات حل در را قضایا این همچنین می�دهند. تعمیم را چرچ و چاترجیا کانن، زمفیرسکیو، اسد-کرک، ثابت

نسبت ضعیف�تری شرایط با برداری�مقدار متریک فضای روی کرستی قضیه تعمیم سپس می�بندیم. به�کار انتگرالی

برداری�مقدار صورت در اساسی شرطی مخروط، بودن منظم شرط که می�دهیم نشان می�شود. بیان قبلی نتایج به

آن�ها درستی قبلی، نتایج برخی در شرط این فقدان و است برداری�مقدار متریک فضاهای روی کرستی قضیه

و انقباضی تک�مقداری و چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه زمینه در نتایجی آن از پس می�سازد. مخدوش را

مدولار فضای روی تک�مقداری نگاشت�های ثابت نقطه پایان، در می�شوند. ثابت مدولار فضای روی ناگسترشی

می�گیرد. قرار بررسی مورد احتمالاتی

فضای مقدار، برداری متریک فضای انقباض، چندمقداری، نگاشت�های ثابت، نقطه کلیدی: کلمات

احتمالاتی. مدولار فضای مدولار،
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دارای فیزیک و مهندسی اقتصاد، شیمی، زیست�شناسی، چون مختلفی شاخه�های در ثابت نقطه نظریه�ی

از نمود). اشاره [۵٠ ،٣٠ ،٢۵ ،٢٣ ،٢١ ،١۶ ،١۴] مراجع به می�توان مثال، (برای است متعددی کاربردهای

کرده�اند. منتشر راستا این در فراوانی مقالات و شده علاقه�مند زمینه این در مطالعه به محققان از زیادی عده این�رو،

بوده ریاضیدانان تحقیق موضوع متریک ثابت نقطه نظریه سال ٢۵ حدود ثابت، نقطه وسیع کاربردهای دلیل به

قوت به نظریه این در پژوهش و تحقیق هنوز اما گرفته، صورت جامعی تحقیقات جنبه�ها برخی در گرچه است

است. باقی خود

(برای نهاد بنا را متریک ثابت نقطه نظریه پایه اصل این شد. مطرح ١٩٢٢ سال در باناخ، انقباضی اصل

قضیه این تا برآیند صدد در زیادی افراد که گردید سبب باناخ ثابت نقطه قضیه اهمیت .([۶٢ ،٣٧ ،١١] مثال،

نگاشت پیوستگی به نیاز کرستی قضیه در که آنجا از .[١۵] است کرستی١ محققین، این جمله از دهند. تعمیم را

.[٣٢] کرد پیدا زیادی کاربردهای قضیه این نیست

نگاشت که بدانیم است جالب می�کند. نظیر یکمجموعه به را نقطه هر که است نگاشتی چندمقداری٢ نگاشت

در چندمقداری نگاشت�های وسیع کاربردهای دلیل به .[١٢] شد مطرح برگ٣ توسط بار نخستین چندمقداری

نگاشت�های خواص بررسی به بسیاری محققین بازی، نظریه و ریاضی اقتصاد ریاضی، زیست کنترل، نظریه

شود). مراجعه [١۶ ،١٠] به مثال برای ) پرداخته�اند متفاوت فضاهای روی شده تعریف چندمقداری

برای نادلر۴ .x ∈ f(x) که می�باشد f دامنه به متعلق x نقطه ،f چندمقداری نگاشت ثابت نقطه از منظور

آن از پس .[۶١] پرداخت متریک فضاهای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقاط مطالعه به بار نخستین

پرداختند چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه مطالعه به دیگری بسیار محققین و فیشر٨ پای٧، خان۶، ریچ۵،

شود). مراجعه [۶٧ ،۶۴ ،۴۴ ،۴٣ ،٢٩] (به

نقطه قضایای از واقعی تعمیم چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای آیا که می�آید پیش سؤال این حال

١Caristi
٢Correspondence
٣Berge
۴Nadler

۵Reich
۶Khan
٧Pai
٨Fisher
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است. مثبت سؤال این پاسخ که دریافت می�توان [۴۵ ،٣۶] از خیر؟ یا هستند تک�مقداری نگاشت�های ثابت

فضاهای روی تک�مقداری و چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه وجود بررسی رساله این در ما اصلی هدف

زیر شرح به فصل سه در رساله این است. احتمالاتی مدولار فضاهای و مدولار فضاهای برداری�مقدار، متریک

است. گردیده تنظیم

روی شده تعریف چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه مورد در رساله این اصلی نتایج دربردارنده اول فصل

است: بخش سه شامل فصل این می�باشد. برداری�مقدار متریک فضاهای

می�شود. ارائه بعد، بخش�های در نیاز مورد مقدماتی قضایای و مفاهیم اول بخش در

با سپس می�کنیم. معرفی را تک�مقداری نگاشت�های برای ثابت نقطه معروف قضایای برخی دوم بخش در

تعمیم را شده ذکر قضایای تمام خاص، انقباض�های با چندمقداری خودنگاشت�های غیر برای قضایایی اثبات

می�کنیم بیان انتگرالی معادلات حل در را آمده به�دست نتایج از کاربردهایی بخش این پایان در همچنین می�دهیم.

.[۴]

می�توان کرستی قضیه بر شرطی چه اعمال با که هستیم کلی سؤال این به پاسخ�گویی دنبال به سوم بخش در

در آمده به�دست نتایج بررسی و نقد به ابتدا این�رو از دهیم؟ تعمیم مقدار برداری متریک فضای به را قضیه این

با که کرد خواهیم بیان و می�کنیم رد نقضی مثال ارائه با را [٢٧] در شده ارائه اثبات می�پردازیم. [٢٧ ،۶ ،٣]

با را [٣] در شده ارائه تعمیم آن از پس کرد. اثبات دیگر روشی با را قضیه این می�توان ضعیف�تر مفروضات

برای را جدیدی اثبات کرستی، قضیه بر مخروط١ بودن منظم شرط افزودن با انتها، در می�کنیم. نقض مثالی،

.[۵۶] می�دهد تعمیم و تصحیح را قبلی نتایج تمام که می�دهیم ارائه برداری�مقدار متریک فضای روی قضیه این

.[۵۴] می�دهیم تعمیم مدولار فضای به را نادلر قضیه مدولار، فضای از مقدماتی عنوان از پس دوم فصل در

واقع در که می�دهیم ارائه مدولار فضای روی شده تعریف نگاشت�های برای را انقباضی انتگرال�، کمک به سپس

ثابت نقطه وجود اثبات به و است نگاشت�هایی چنین برای [٣٣] هان�بالی٢ توسط شده ارائه انقباض از تعمیمی

ساختار دارای که مدولاری فضاهای فصل، این آخر بخش در .[۵٢] می�پردازیم انقباض این دارای نگاشت�های

یکنواخت ساختار با فضاهای روی شده تعریف نگاشت�های برای را قضایایی و می�شوند معرفی هستند یکنواخت

١Cone ٢Hanebaly
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.[۵٣] می�کنیم ثابت

را باناخ ثابت نقطه قضیه سپس می�دهیم ارائه احتمالاتی مدولار فضای زمینه در را مقدماتی سوم فصل در

نگاشت�های ثابت نقطه زمینه در را نتایجی آخر بخش در .[۵۵] می�دهیم تعمیم احتمالاتی مدولار فضای روی

.[۵١] می�دهیم ارائه احتمالاتی مدولار فضای روی µ-اساسی١
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١ فصل

چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای
برداری�مقدار متریک فضای روی

فازی٢ متریک فضای ، منگر١ فضای به می�توان مثال عنوان به دارد. وجود متریک فضای از بسیاری تعمیم�های

فضای و مستطیلی۵ متریک فضای ، κ-متریک فضای یا مجرد۴ متریک فضای ، یافته٣ تعمیم متریک فضای ،

کرد. اشاره مخروطی مستطیلی متریک

اینکه از گاه ناآ [٣۴] کردند معرفی را مخروطی متریک فضاهای مفهوم ژانگ٧ و هانگ۶ ،٢٠٠٧ سال در

متریک، تعریف این در بودند. شده معرفی بیستم قرن اواسط در κ-متریک فضاهای عنوان تحت فضاها این

و هانگ آنکه حال می�شود. جایگزین است، جزئی ترتیب دارای که باناخی فضای با حقیقی اعداد مجموعه�ی

تا کرد کمک محققان به دیدگاه این و کرده�اند تعریف مخروط درونی نقطه�ی کمک به را دنباله همگرایی ژانگ

متریک فضای برای را باناخ ثابت نقطه قضیه ایشان گرچه دهند. قرار بررسی مورد نیز را غیرنرمال مخروط�های

داده�اند. قرار بررسی مورد نرمال مخروط با مخروطی

ثابت نقطه قضایای تعمیم آن�ها اکثر که شد منتشر نرمال مخروط با فضاها این بر زیادی مقالات آن از پس

متریک فضاهای به معمولی متریک فضاهای از رودز١١ و جانگ١٠ کانن٩، زمفیرسکیو٨، مانند شده�ا�ی شناخته

بودند. مخروطی
١Menger
٢Fuzzy
٣Generalized
۴abstract
۵rectangular
۶Huang

٧Zhang
٨Zamfirescu
٩Kannan

١٠Jungck
١١Rhoades

۵



۶ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

ثابت نقطه قضایای ارائه�ی جهت نیاز مورد مفاهیم اول، بخش در می�شود، تقسیم بخش سه به فصل این

غیر برای را ثابت نقطه مهم قضایای برخی دوم، بخش در می�شود. بیان برداری�مقدار متریک فضای روی

مخروط�های با برداری�مقدار متریک فضاهای که فرض این با می�دهیم، تعمیم چندمقداری �خودنگاشت�های

تعمیم نرمال مخروط با برداری�مقدار متریک فضاهای به را کرستی قضیه سوم، بخش در هستند. غیرنرمال

می�دهیم.

برداری�مقدار متریک فضای ١.١

نقطه �وجود اثبات زمینه در اخیر، سالهای طی شده انجام تحقیقاتی کارهای و مقدماتی مفاهیم بخش، این� در

می�شوند. معرفی بردار�ی�مقدار متریک فضاهای روی شده تعریف نگاشت�های برای ثابت

می�کنیم. شروع مرتب جزئی مجموعه�ی تعریف با یادآوری جهت

خاصیت دارای ⪯ یعنی است. ⪯ جزئی ترتیب با X ناتهی مجموعه�ی مرتب، جزئی مجموعه�ی از منظور

است معنی این به x ≻ y همچنین است. معادل x ⪰ y با y ⪯ x نماد است. پادتقارن٣ و ٢ تعدی انعکاسی١،

.x ̸= y و x ⪰ y که

باشد: زیر خواص دارای هرگاه می�شود نامیده مخروط یک E برداری فضای از P زیرمجموعه�ی

،aP ⊂ P ،a ≥ ٠ هر به�ازای .١

،P + P ⊂ P .٢

است. برداری فضای صفر θ که P ∩ −P = {θ} .٣

است. مخروط یک P که می�کنیم فرض فصل این سراسر در

یک P که وقتی x− y ∈ P هرگاه x ⪰ y که این�صورت به می�کند القا E بر ⪯ جزئی ترتیب یک P مخروط

یک y − x و y − x ∈ P که می�رود کار به هنگامی x≪ y رابطه�ی است. E (باناخ) نرمدار فضای در مخروط

١reflexive
٢transitive

٣antisymmetric



٧ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

جزئی ترتیب می�دهیم. نمایش intP با را P درون .(E نرمدار فضای نرم (با است P مخروط از درونی نقطه

است: زیر خصوصیت دو دارای که معنی این به است سازگار E جبری ساختار با P مخروط توسط شده القا

،x+ z ⪰ y + z که می�دهد نتیجه x ⪰ y ،z ∈ E هر برای .١

.ax ⪰ ay که می�دهد نتیجه x ⪰ y ،a ≥ ٠ هر به�ازای .٢

سازگار برداری فضای جبری ساختار با که باشد E برداری فضای بر جزئی ترتیب یک ⪯ اگر دیگر، سوی از

توسط شده القا جزئی ترتیب اگر که است مخروط یک ،E از P = {x ∈ E : x ⪰ θ} زیرمجموعه�ی آن�گاه است،

رسید. خواهیم بود، شده فرض E بر که ⪯ جزئی ترتیب همان به بگیریم، نظر در را E بر مذکور مخروط

می�بینیم. را برداری فضای یک مخروط توسط شده القا جزئی ترتیب از نمونه�هایی بعدی، مثال در

[٣٩] .١.١.١ مثال

می�شود. القا R بر R+ مخروط توسط که است ترتیبی واقع در R در بزرگتر-مساوی رابطه�ی •

فضا این است. X ناتهی مجموعه�ی بر شده تعریف حقیقی توابع تمام شامل برداری فضای E کنید فرض •

،f, g ∈ E هر به�ازای که است این�صورت به نقطه�ای جزئی ترتیب یک دارای

f ⪯ g ⇐⇒ f(x) ≤ g(x), (x ∈ X).

فضای یک X اگر به�ویژه، می�شود. القا نیز P = {f ∈ E : f ⪰ θ} مخروط توسط جزئی ترتیب این واقع در

تعریف صورت همین به نیز پیوسته توابع از متشکل برداری فضای بر جزئی ترتیب آن�گاه باشد، توپولوژیک

می�شود.

ω برداری فضای بر جزئی ترتیب می�شود، تعریف نقطه�ای صورت به که جزئی ترتیب از دیگری نمونه •

القا ،λn ≥ ٠ مؤلفه�های با دنباله�های شامل P مخروط توسط که است {λn} حقیقی دنباله�های از متشکل

هستند: P از القایی جزئی ترتیب همان دارای نیز ω از زیر زیرفضاهای می�شود.

حقیقی. اعداد از کراندار دنباله�های فضای :m

حقیقی. اعداد از همگرا دنباله�های فضای :c



٨ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

صفر. به همگرا دنباله�های فضای :c٠

.p > ٠ با ∑n |λn|p <∞ که {λn} دنباله�های تمام فضای :ℓp

نامیده غیرنرمال نباشد، نرمال که مخروطی هر می�شوند. تقسیم غیرنرمال٢ و نرمال١ دسته�ی دو به مخروط�ها

می�شود.

(E , ∥.∥) باناخ فضای از P مخروط [٢٢] .١.١.١ تعریف

هرگاه می�شود نامیده نرمال .١

inf{∥x+ y∥ : x, y ∈ P, ∥x∥ = ∥y∥ = ١} > ٠.

.∥x∥ ≤ K∥y∥ که دهد نتیجه θ ⪯ x ⪯ y که باشد داشته وجود K > ٠ هرگاه می�شود نامیده نیم�یکنوا٣ .٢

.∥x∥ ≤ ∥y∥ که دهد نتیجه θ ⪯ x ⪯ y هرگاه می�شود نامیده یکنوا .٣

متریک فضای روی ثابت نقطه قضایای اثبات در آن�ها دانستن که است رسیده اثبات به شرایطی بعدی لم در

است. کارساز بسیار نرمال مخروط با مخروطی

هم زیر شرایط صورت این در است. (E , ∥ · ∥) باناخ فضای از مخروط یک P کنید فرض [۴٩] .١.١.١ لم

�ارزند:

است. نرمال P .١

اگر ،E در {zn} و {yn} ،{xn} دنباله�های به�ازای .٢

xn ⪯ yn ⪯ zn

و

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = x,

.limn→∞ yn = x آن�گاه
١normal
٢nonnormal

٣semi-monotone



٩ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

است. نیم�یکنوا P .٣

یکنواست. ∥ · ∥١ با P مخروط که دارد وجود ∥ · ∥ نرم معادل ∥ · ∥١ .۴

با کردن کار که آنجا از است. مخروط بودن نیم�یکنوا تعریف با معادل مخروط بودن نرمال تعریف قبل، لم بنابر

می�شود. استفاده نرمال مخروط تعریف به�عنوان آن از معمولا است، ساده�تر نیم�یکنوا تعریف

٢٠٠٧ سال از پس نرمال، مخروط� بر که محققانی اما است رسیده اثبات به ١٩۴٠ سال در ،٢.١.١ لم گرچه

ثابت قضایای از بسیاری می�توان لم این کمک به آنکه حال نکرده�اند. استفاده�ای لم این از پرداخته�اند، تحقیق به

رساند. اثبات به مجدداً کوتاه�تر روشی با را شده

نرم با [٠, ١] بر حقیقی پیوسته توابع تمام از متشکل E = C١
R[٠, ١] باناخ فضای [٣٩] .٢.١.١ مثال

مخروط این که می�دهیم نشان بگیرید. نظر در را P = {x ∈ E : x(t) ≥ ٠} مخروط و ∥x∥ = ∥x∥∞ + ∥x′∥∞

داریم ،yn(t) = ١
n و xn(t) = tn

n به�ازای که می�کنیم ملاحظه است. غیرنرمال

θ ⪯ xn ⪯ yn

اما .limn→∞ yn = θ همچنین و

∥xn∥ = max
t∈[٠,١]

| t
n

n
|+ max

t∈[٠,١]
|tn−١| = ١

n
+ ١ > ١.

است. غیرنرمال P ،١.١.١ لم بنابر پس نیست صفر به همگرا {xn} دنباله�ی این�رو از

Mای > ٠ اگر اما .θ ⪯ x(t) ⪯ y(t) این�صورت در .y(t) = ١ و x(t) = tn کنید فرض دیگر، روش به

طبیعی اعداد بودن بی�کران با این که .١+ n ≤ M آن�گاه ،∥x(t)∥ ≤ M∥y(t)∥ که طوری به باشد داشته وجود

دارد. تناقض

اما است. ناتهی درون دارای مخروط که است این بر فرض معمولا است غیرنرمال مخروط که قضایایی در

وجود مهمی باناخ فضاهای می�شود. گرفته نظر در تهی درون با مخروط است، نرمال مخروط که قضایایی در

،٢.١.١ مثال در .p > ٠ که Lp و ℓp ،c٠ مثال به�عنوان هستند. تهی درون با نرمال مخروط�هایی دارای که دارند

است. شده معرفی است، ناتهی درون با غیرنرمال مخروط دارای که مهمی فضای

می�کنیم. تعریف را برداری�مقدار متریک فضای حال



١٠ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

برداری�مقدار متریک d : X ×X → P نگاشت است. ناتهی مجموعه یک X کنید فرض [۶] .٢.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه می�شود نامیده X روی

،x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = θ ،x, y ∈ X هر به�ازای .١

،d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر به�ازای .٢

.d(x, y) ⪯ d(x, z) + d(y, z) ،x, y, z ∈ X هر به�ازای .٣

می�نامیم. برداری�مقدار متریک فضای یک را (X, d) باشد X روی برداری�مقدار متریک یک d که صورتی در

در ژانگ و هانگ توسط شده ارائه مخروطی متریک فضای با [۶] در برداری�مقدار متریک فضای تعریف

جایگزین باناخ فضای از مخروط یک با حقیقی اعداد مجموعه�ی فضا، دو هر متریک در چون است یکی [٣۴]

برداری�مقدار متریک فضای عبارت از مخروطی“ ”متریک فضای به�جای فصل این ادامه�ی در این�رو، از می�شود.

می�کنیم. استفاده

عبارت به است، متریک فضای از وسیع�تر برداری�مقدار متریک فضای مفهوم که دریافت می�توان آسانی به

است. P = [٠,+∞) ⊂ R مخروط با برداری�مقدار متریک فضای یک متریک فضای هر صریح�تر

[٣٩] .٣.١.١ مثال

d برداری�مقدار متریک کنید فرض همچنین .P = {(x, y) ∈ R٢ : x ≥ ٠, y ≥ ٠} و E = R٢ کنید فرض •

شود: تعریف زیر به�صورت R روی

d(x, y) = (|x− y|, α|x− y|) (x, y ∈ R),

است. P نرمال مخروط با برداری�مقدار متریک فضای یک (X, d) این�صورت در است. نامنفی ثابت عدد α که

متریک با C١
R[٠, ١] فضای بگیرید. نظر در را ٢.١.١ مثال در شده تعریف نرم و مخروط با C١

R[٠, ١] •

است. غیرنرمال مخروط با برداری�مقدار متریک فضای از نمونه�ای نرم، از القایی

را X از {xn} دنباله�ی است. برداری�مقدار متریک فضای یک (X, d) کنید فرض [٣۴] .٣.١.١ تعریف



١١ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

،n > N هر برای که باشد داشته وجود N مثبت صحیح عدد c≫ θ هر برای هرگاه گویند x ∈ X به همگرا .١

.xn → x می�نویسیم این�صورت در .d(xn, x) ≪ c

،n,m > N هر برای که باشد داشته وجود N مثبت صحیح عدد c≫ θ هر برای هرگاه گویند کوشی .٢

d(xn, xm) ≪ c.

زیرمجموعه�ی گویند. کامل فضای را X آن�گاه باشد، همگرا X از نقطه�ای به X از کوشی دنباله�ی هر اگر

باشد. C در دنباله�های تمام حد شامل هرگاه می�شود نامیده بسته C ⊂ X

هستند، C در دنباله�های حد که X از نقاطی تمام مجموعه�ی به�صورت و می��شود داده نمایش C با C بستار

می��شود. تعریف

اگر است کوشی {xn} دنباله�ی آن�گاه باشد، ناتهی درون با نرمال مخروط یک P اگر که است ذکر قابل

با است معادل نیز x ∈ X به {xn} دنباله�ی همگرایی .n,m → ∞ وقتی ،∥d(xn, xm)∥ → ٠ اگر تنها و

.n→ ∞ وقتی ،∥d(xn, x)∥ → ٠

متریک یک به را برداری�مقدار متریک فضای می�توان آیا که است این می�شود مطرح اینجا در که سؤالی

به�دست نتایج برخی سؤال این به پاسخ جهت باشند؟ مرتبط هم با آن�ها توپولوژیکی مفاهیم که کرد مجهز معمولی

می�دهیم. قرار مدنظر را [۴١ ،٣٩ ،٢۶ ،٨] در آمده

ثابت (با نرمال مخروط با برداری�مقدار متریک یک از معمولی متریک آوردن به�دست جهت راه ساده�ترین

فضاهای که کرد بررسی می�توان سادگی به کنیم. تعریف را D(x, y) = ∥d(x, y)∥ متریک که است این (١ نرمال

از بسیاری می�توان D متریک کمک به هستند. یکسانی همگرای و کوشی دنباله�های دارای (X,D) و (X, d)

معمولی متریک فضای در شرایطی به را شده�اند اثبات برداری�مقدار متریک فضای بر که قضایایی مفروضات

رسید. نظر مورد حکم به معمولی متریک فضای در آن�ها متناظر قضایای از استفاده با و برگرداند

متریک فضای در متناظر قضایای به D متریک کمک به می�توان که را قضایایی از برخی تنها ادامه، در

مخروط با برداری�مقدار متریک فضای که است این بر فرض قضایا این تمام در می�دهیم. ارائه برگرداند، معمولی

است. نرمال



١٢ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

است. تک�مقداری نگاشت یک T و چندمقداری نگاشت یک f که می�کنیم فرض رساله، این سراسر در

T : X → X نگاشت همچنین است. کامل برداری�مقدار متریک فضای (X, d) فرضکنید [٣٩] .١.١.١ قضیه

از یکی در حداقل ،x, y ∈ X هر برای ،b, c ∈ [٠, ١٢) و a ∈ [٠, ١) که a, b, c اعداد به�ازای که است به�گونه�ای

کند: صدق زیر شرایط

،d(T (x), T (y)) ⪯ ad(x, y) .١

،d(T (x), T (y)) ⪯ b(d(x, T (x)) + d(y, T (y))) .٢

.d(T (x), T (y)) ⪯ c(d(x, T (y)) + d(y, T (x))) .٣

دارد. ثابت نقطه�ی یک T این�صورت در

T : X → X نگاشت همچنین است. کامل برداری�مقدار متریک فضای (X, d) فرضکنید [٣٩] .٢.١.١ قضیه

،x, y ∈ X هر برای ،a ∈ [٠, ١) ثابت عدد به�ازای که است به�گونه�ای

d(T (x), T (y)) ⪯ au,

دارد. ثابت نقطه�ی یک T این�صورت در .u ∈ {d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))} که

نگاشت همچنین است. کامل برداری�مقدار متریک فضای یک (X, d) کنید فرض [٣٩] .٣.١.١ قضیه

،a+ b+ c < ١ که a, b, c نامنفی اعداد به�ازای که است به�گونه�ای T : X → X

d(T (x), T (y)) ⪯ ad(x, T (x)) + bd(y, T (y)) + cd(x, y).

است. ثابت نقطه دارای T این�صورت در

⪯ جزئی ترتیب رابطه�ی و می�شود تبدیل Dمتریک به d برداری�مقدار متریک کردیم، ذکر که قضایایی تمام در

فضای بنابراین می�شود. تبدیل [٠,+∞) مجموعه�ی در ≤ بزرگتر-مساوی ترتیب به P مخروط توسط شده تولید

می�شود. تبدیل (X,D) متریک فضای به (X, d) برداری�مقدار متریک

برداری�مقدار متریک فضای بر ثابت نقطه قضایای همه�ی کلی حالت در که است توجه جالب مطلب این ذکر

فضای در کرستی قضیه� مثال عنوان به کرد. تبدیل معمولی متریک قضایای به نمی�توان را نرمال مخروط با



١٣ برداری�مقدار متریک فضای روی چندمقداری نگاشت�های ثابت نقطه قضایای .١ فصل

برگرداند. متناظرش متریک صورت به نمی�توان که است نمونه�هایی از یکی نرمال، مخروط با برداری�مقدار متریک

همچنان و است نشده بسته هنوز نرمال مخروط با برداری�مقدار متریک فضای زمینه�ی در تحقیق برای راه بنابراین

بر کرستی قضیه از صورتی فصل، این دوم بخش در .[۶٣ ،۶] می�گیرد صورت زمینه این در تحقیقاتی کارهای

رسانده�ایم. اثبات به را نرمال مخروط با برداری�مقدار متریک فضای

ذکر را غیرنرمال مخروط با برداری�مقدار متریک یک از معمولی متریک یک آوردن به�دست روش�های حال

می�کنیم.

قضایای آن کمک به بتوان که X بر d برداری�مقدار متریک یک از معمولی متریک یک آوردن به�دست جهت

تعریف این�چنین dξ متریک برگرداند، معمولی� متریک فضای به را برداری�مقدار متریک فضای بر ثابت نقطه

می�شود: تعریف زیر ضابطه�ی با ξe : P → R که به�گونه�ای ،dξ = ξe ◦ d است: �شده

ξe(x) = inf{r ∈ R : x ⪯ re},

این می�برد. ارث به را (X, d) فضای خواص برخی ،dξ متریک که است شده داده نشان [۴١] در .e ∈ intP که

فضا. بودن کامل همچنین و دنباله بودن کوشی دنباله، همگرایی از عبارتند خواص

مقدمات بیان به ادامه در می�کنند. تعریف d برداری�مقدار متریک روی از را دیگری جالب متریک ،[٨] در

است. ناتهی درون با مخروط P و باناخ فضای یک E کنید فرض می�پردازیم. متریک این تعریف جهت لازم

فضای E∗ کنید فرض همچنین .P = ∩t≥٠tB و θ /∈ B هرگاه گویند P پایه�ی را P از B محدب مجموعه�ی

دهید قرار است. E توپولوژیکی دوگان

P∗ = {ϕ ∈ E∗ : ϕ(x) ≥ ٠, x ∈ P}.

نامیم. P دوگان را مجموعه این

است: زیر شرایط دارای که است B∗ فشرده�ی ضعیف به�طور پایه�ی دارای که P∗ دوگان فضای [٨] .٢.١.١ لم

.x ∈ P ⇐⇒ ϕ(x) ≥ ٠ ،ϕ ∈ B∗ هر به�ازای .١

.x ∈ intP ⇐⇒ ϕ(x) > ٠ ،ϕ ∈ B∗ هر به�ازای .٢


