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را �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �اه� �ض� ف� روی �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �م ری� دا �د �ص� ق� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در : �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ده �ی� �ک� چ�
�ی �ررس� ب� را �ی �ای� �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه �ت� دس� آن �ع واق� در �م. �ی� �ن� ک� �ی �رف� �ع� م� �د، �رن� �ذی� پ� �ی م� را �ود خ� �رم ن� �ه ک�
�رم ن� �ا ب� �ر �گ� �ل� �م� ع� �رم ن� �ه ک� �ت �ودس� �وج� م� �ه �ن� دام� �د واح� �ره ک� �و �ض� ع� x۰ی �ا �ه� آن� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م�
�ت �ال� ح� در �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه ک� �ی �ط� �رای� ش� �دا �ت� اب� �ور �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �ت. اس� �اوی �س� م� �ه �ط� �ق� ن� آن در �ر �گ� �ل� �م� ع�
�ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ورد م� در �س �پ� س� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را �د �ن� �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ت �ی� �اص� خ� �ن ای� در �ی �ل� ک�
�ه ک� �م �ی� ده� �رار ق� �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ن ای� روی �ی �ط� �رای� ش� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ع� س� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ث �ح� ب� �ده ش� �ه �ت� �اخ� �ن� ش�
�ل �ی� �ک� �ش� ت� �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� از �ه �ت� دس� �ن ای� �ه ک� داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �ن� �ن� ک� �دق ص� �رط ش� �ن ای� در

ن��م��ی�ده��ن��د. ج��ب��ر ی��ک
�ا ت� را �ا �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه �ت� دس� �ن ای� �ار �ت� �اخ� س� آن �ی ط� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� را �ی �م� �ه� م� �دس ح� �م ه� �ان �ای� پ� در

م��ی�ن��م��ای��د. م��ش��خ��ص ح��دودی

�ر �گ� �ل� �م� ع� �اق، �ح� ال� �ود خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ری، �وی� �ص� ت� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ی، �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� از �ر �گ� �ل� �م� ع� �ری، �ت� �م� �ک� ی� �ددی، ع� �رد ب� �دی: �ی� �ل� ک� �ان واژگ�
ری��ن. ف�� ن��ق��ط��ه وی��ژه، م��ق��دار ه��ی��ل��ب��رت، ف��ض��ای ی��ک��ان��ی، ع��م��ل��گ��ر م��ث��ب��ت، ع��م��ل��گ��ر ک��ران��دار، ع��م��ل��گ��ر ف��ش��رده،

ت��اری��خ: راه��ن��م��ا: اس��ت��اد ام��ض��ای



ک��ه آن��ه��ای��ی ه��م��ه ب��ه ت��ق��دی��م

ان��د. ان��دوزی ع��ل��م ج��وی و ج��س��ت در



خ��دای��ا...١

و �ورم �خ� ن� �رت �س� ح� اس��ت، �ه �ت� �ذش� گ� �ن �ت� �س� زی� �رای ب� �ه ک� �ه�ای �ظ� �ح� ل� �ری �م� �ی�ث� ب� �ر ب� �رگ، م� �ه �ظ� �ح� ل� در �ه ک� �ن ک� �ا �ط� ع� �ی �ن� �ت� �س� زی� �ن م� �ه ب�

�ت دوس� �و ت� �ه ک� �ان �ن� �چ� آن� �ا ام� �م، �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� �ود خ� را، آن �ا ت� �ذار �گ� ب� �م. �اش� �ب� ن� �وار �وگ� س� �ش، �ی� �ودگ� �ه� �ی� ب� �ر ب� �ه ک� �ن ک� �ا �ط� ع� �ی �ردن� �م

م��ی�داری.

�ا �ه� �ن� ت� �و ت� �ای پ� �ه ب� �ردن ب� رن��ج و �و ت� �ر �اط� �خ� ب� �ی��دن �ش� ک� �دان��ی زن� �و، ت� �ر �اط� �خ� ب� دی��دن �ه �ج� �ن� �ک� ش� �ه ک� �د �ن� �ی�دان� م� �ه �م� ه� و �ی�دان��ی م� �و ت�

چ��ش��م��ان در ام��ی��د ب��رق ک��ه ت��وس��ت ره��ای��ی ام��ی��د از م��ی�خ��ن��دم، دل در م��ن ک��ه ت��وس��ت ش��ادی از اس��ت، م��ن زن��دگ��ی ب��زرگ ل��ذت

خ��وب �م��ی�ت��وان��م ن� �ن��م. م��ی�ک� اح��س��اس �ای��م �ه�ه� ری� در را س��ع��ادت اک پ�� ه��وای ک��ه ت��وس��ت �ت��ی �ب��خ� خ��وش� از و م��ی�درخ��ش��د �ه�ام �ت� خ��س�

دری��اب. دری��اب، ک��رده�ام پ��ن��ه��ان اف��ت��اده، و ض��ع��ی��ف ج��م��ل��ه�ه��ای و س��اده ک��ل��م��ات زی��ر در ک��ه را ش��گ��ف��ت��ی ن��ی��روی ب��زن��م. ح��رف

از �ن، م� �اه �گ� ن� در �دی �ی� ام� �رق ب� آوردن از �ن، م� �ان �ب� ل� �ر ب� �دی �ن� �خ� �ب� ل� �ل �ی� �م� �ح� ت� از �ی �دگ� زن� �ه ک� �د �ن� �ی�دان� م� �ه �م� ه� و �ی �ی�دان� م� �و ت�

اس��ت. ع��اج��ز م��ن، دل در ش��ع��ف��ی م��وج ب��ران��گ��ی��خ��ت��ن

آم��وخ��ت. خ��واه��م خ��ود را م��ردن چ��گ��ون��ه ب��ی��ام��وز، م��ن ب��ه را زی��س��ت��ن چ��گ��ون��ه ت��و،

در ف��داک��اری ب��ی�پ��اداش، ک��ار ب��ی�س��لاح، �ه��اد ج� �م��راه، ب��ی�ه� �ت��ن رف� �ی��دی، ن��وم� در �ب��ر ص� ش��ک��س��ت، در ت��لاش �ی��ق ت��وف� م��ن ب��ه

�ی �اخ� �ت� �س� گ� �ود، �م� �ی�ن� ب� �ی �وب� خ� �ا، ری� �ی� ب� �ان �م� ای� �ان، �ی�ن� ب� �ت �دم� خ� �ام، �ی�ن� ب� �ت �م� �ظ� ع� �وام، �ی�ع� ب� �ب �ذه� م� �ا، �ی� �ی�دن� ب� �ن دی� �وت، �ک� س�

روزی ب��دان��د، دوس��ت ب��ی�آن��ک��ه داش��ت��ن دوس��ت و ج��م��ع��ی��ت، ان��ب��وه در ت��ن��ه��ای��ی ب��ی�ه��وس، ع��ش��ق ب��ی�غ��رور، ق��ن��اع��ت ب��ی�خ��ام��ی،

ک��ن.

ه��س��ت خ��دا ب��از ش��وم، ت��ن��ه��ا ت��ن��ه��ا�ت��ری��ن گ��ر ا

ن��داش��ت��ن�ه��اس��ت... ه��م��ه ج��ان��ش��ی��ن او

ری��ع��ت��ی. ش�� ع��ل��ی دک��ت��ر از ١م��ن��اج��ات��ی



س��پ��اس�گ��ذاری...

آراس��ت. ع��ق��ل زی��ور را آدم��ی خ��ود، ب��ی�ک��ران ل��ط��ف ب��ا ک��ه را ح��ک��ی��م خ��داون��دگ��ار س��پ��اس

�ن��م م��ی�ک� �ت��ای��ش س� خ��دا، از ب��ع��د و زی��زم ع�� م��ادر و پ��در رب��ان��ی، �ه�� م� و م��ه��ر خ��داون��دگ��اران �ت��ان دس� ب��ر م��ی�زن��م ب��وس��ه آغ��از در

ب��ودن��د. م��ن دل��گ��رم��ی و پ��ش��ت��ی��ب��ان ری��ن ب��ه��ت�� روزگ��اران، ری��ن س��ردت�� ای��ن در ک��ه را، م��ق��دس�ش��ان وج��ود

�ان��ه �م� �ی� �م� ص� �ی��ان، �ل��ح� م��ص� �ت��ر دک� آق��ای �ن��اب ج� خ��ود، �م��ای �ن� راه� �ت��اد اس� ب��ی�دری��غ �م��ات زح� از م��ی�دان��م خ��ود �ه� �ف� �ی� وظ� �ی��ن �ن� �م��چ� ه�

ان��ج��ام ب��ه م��ج��م��وع��ه ای��ن ای��ش��ان، ارزن��ده� راه��ن��م��ای��ی�ه��ای ب��دون ق��ط��ع��اً و ب��ود ای��ش��ان از ک��ار ای��ن ای��ده ک��ه ک��ن��م ق��دردان��ی و ت��ش��ک��ر

ن��م��ی�رس��ی��د.

ای��ن �ازی س� �اده آم� در و �ودن��د �رم� ف� �ب��ل �ق� ت� را �ه �ال� رس� ای��ن �اوره� م��ش� و �ه �ع� �ال� �ط� م� �م��ت زح� �ه ک� �م��ی �ی� �راه� اب� �ر �ت� دک� آق��ای �ن��اب ج� از

دارم. را ام��ت��ن��ان ک��م��ال دادن��د، ق��رار راه��ن��م��ای��ی م��ورد را ای��ن��ج��ان��ب اح��س��ن ن��ح��و ب��ه رس��ال��ه،

�اری ی� �را م� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� �ن �رش� پ� زی �ه �ت� �س� ب� آوردن �م �راه� ف� در �ه ک� �وی �وس� م� �ای آق� �اب �ن� ج� از �م �ی�دان� م� لازم �ان �ای� پ� در

ک��ن��م. ت��ش��ک��ر ن��م��ودن��د

م��ق��دم ک��اف��ی م��ص��ط��ف��ی
١٣٩٠
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م��ق��دم��ه

�ی��م. �ن� م��ی�ک� �رف��ی �ع� م� �رن��د �ذی� م��ی�پ� واح��د ک��ره خ��ودرادر ن��رم �ه ک� �ل��ط �ت� م��خ� �ب��رت �ل� �ی� ه� �اه��ای ف��ض� روی �ل��گ��ره��ای �م� ع� �ه �ام� ن� �ای��ان پ� درای��ن

�ر �ب� ج� �ل �ام� ش� AN �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه �ت� دس� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را AN �ه ب� �وم �وس� م� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �اره درب� �م �ه� م� �ج �ای� �ت� ن� از �ی �ض� �ع� ب�

پ��ای��ان در م��ی�ک��ن��ی��م. م��ط��ال��ع��ه را م��ی�گ��ی��رن��د واح��د ک��ره در را م��ی��ن��ی��م��م�ش��ان ک��ه ع��م��ل��گ��ره��ای��ی ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��ش��ن��ه��اد م��ث��ب��ت AN ع��م��ل��گ��ره��ای س��اخ��ت��ار ب��ا راب��ط��ه در را ح��دس ی��ک ت��ح��ل��ی��ل، ای��ن

ش��وی��م م��ت��م��رک��ز ( آن از زی��رف��ض��ای��ی (ی��اروی م��خ��ت��ل��ط ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای روی ک��ران��دار خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای دس��ت��ه روی ل��ذا

م��ی�پ��ذی��رن��د. را ن��رم��ش��ان واح��د ک��ره روی ک��ه

ف��ض��ا زی��ر ع��م��ل��گ��ر آن گ��اه ه��ر گ��وی��ی��م ع��م��ل��گ��ر ی��ک ت��ح��ت پ��ای��ای آن ب��ه و م��ی�ك��ن��ی��م) ف��رض ب��س��ت��ه ه��م��واره را ف��ض��ا زی��ر (ی��ک

ب��ن��گ��ارد. خ��ودش ت��وی ب��ه را

١



١ ف��ص��ل

گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

ن��ت��ای��ج ب��ع��ض��ی و ه��دف ١.١

�ی��ف ت��وص� �رن��د، �ذی� م��ی�پ� را ن��رم �ه ک� �ب��رت �ل� �ی� ه� �اه��ای ف��ض� در �ران��دار ک� �ره��ای �گ� �ل� �م� ع� روی �دی��د ج� �ای��ج �ت� ن� از �ع��ض��ی ب� �م��ت ق��س� ای��ن در

ه��دف �ی��م. �ن� ک� �ال��ع��ه م��ط� را �ن��د �ن� م��ی�ک� ص��دق AN و N خ��واص در ک��ه �ل��گ��ره��ای��ی ع��م� �ت��ر �ی��ش� ب� �ی��م م��ی�خ��واه� �ی��ق��ت �ق� ح� در �ی��م. �ن� م��ی�ک�

ک��رد خ��واه��ی��م س��ع��ی م��ی�پ��ذی��رن��د. م��ط��ل��ق��اً را ن��رم ک��ه اس��ت ع��م��ل��گ��ره��ای��ی از ک��ام��ل ت��وص��ی��ف ی��ک ک��ردن ارائ��ه ف��ص��ل ای��ن اص��ل��ی

م��ی گ��س��ت��رش را AN ع��م��ل��گ��ره��ای ری��ه ن��ظ�� پ��س ده��ی��م. م��ث��ب��ت ج��واب اس��ت آم��ده ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن ان��ت��ه��ای در ک��ه ح��دس��ی ب��ه

ده��ی��م.

از ک��ران��دار و خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ب��ان��اخ ف��ض��ای L(H,K) و ب��اش��ن��د م��خ��ت��ل��ط ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��اه��ای K و H ک��ن��ی��م ف��رض

L(H) ف��ض��ای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ی��ادآوری م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش L(H,H) = L(H) ب��ا را آن ب��ع��د ب��ه ای��ن از ک��ه ب��اش��د K ب��ه H

واح��د گ��وی آن��گ��اه ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی�ال��ب��ع��د ف��ض��ای ی��ک H اگ��ر ک��ه م��ی�دان��ی��م اس��ت. ب��ان��اخ ∥T∥= sup
∥x∥⩽۱

∥Tx∥ ن��رم ب��ا ه��م��راه

ری��م��م س��وپ�� (چ��ون م��ی�ش��ود. ت��ب��دی��ل زی��م��م اک�� م�� ب��ه ف��وق ری��م��م س��وپ�� و اس��ت) ک��ران��دار و ب��س��ت��ه (چ��ون اس��ت. ف��ش��رده H در ب��س��ت��ه

م��ی�ک��ن��د.) اخ��ت��ی��ار ب��س��ت��ه واح��د گ��وی روی را خ��ود

�ه ب� x ∈ BH
۱ (۰) ی��ک دارد �ود وج� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� T ∈ L(H,K) و �د �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� H �د �ع� ب� �ر اگ� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب�

�رای ب� �ه �ت� �ب� ال� �دارد. ن� �ود �ا”وج� �زوم� ل� �م �ه� م� �ت �ی� �اص� خ� �ن ای� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �د �ع� ب� �ا ب� �ای �اه� �ض� ف� در �ه چ� �ر اگ� .∥T∥= ∥Tx∥ �ه �وری�ک� ط�

ط��وری�ک��ه ب��ه دارد Hوج��ود ب��س��ت��ه واح��د گ��وی (xn)در دن��ب��ال��ه ک��ه م��ع��ن��ی ای��ن ب��ه م��ی�م��ان��د. ب��اق��ی ص��ح��ی��ح ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای

در x �ر �ص� �ن� ع� ی��ک �و �ل� �اخ-آلاق� �ان� ب� �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �س��ت) ه� �ه �ال� �ب� دن� �ن ای� �م، �م� ری� � �وپ� س� �ت �ی� �اص� خ� �ق �ب� ط� �ون →−∥Txn∥(چ� ∥T∥

H �ون چ� ) �ت �راس� �گ� �م� ه� �ف �ی� �ع� ض� �ور ط� �ه ب� x آن �ه ب� (xn) از (xnk
) �ه �ال� �ب� دن� �ر زی� �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �ت �س� ه� �ه �ت� �س� ب� �د واح� �وی گ�

�ک ی� T �ون چ� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ( �ت. اس� �رده �ش� ف� �ف �ی� �ع� ض� �ور ط� �ه ب� H �ه �ت� �س� ب� �د واح� �وی گ� �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �س پ� �د �اش� �ی�ب� م� �ی �اس� �ک� �ع� ان�

٢



٣ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در xn w−→ x و �اش��د ب� �ی �ط� خ� �رده �ش� ف� T : X −→ Y �ر اگ� ) �ه ک� �ه �ی� �ض� ق� ای��ن �ب��ق ط� پ��س �د �اش� �ی�ب� م� �رده �ش� ف� �ر �گ� �ل� �م� ع�

ری��م: دا ( م��ی�ب��اش��د ق��وی ه��م��گ��رای Tx ب��ه Y در {Txn}

∥Txnk
∥−→ ∥Tx∥

پ��س

∥T∥= ∥Tx∥

پ��ذی��رد. م��ی واح��د ک��ره روی را ن��رم��ش ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ر ه��ر ب��ن��اب��رای��ن

ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ن��د ١ ه��ی��ل��ب��رت-اش��م��ی��ت را T ع��م��ل��گ��ر ی��ک آن��گ��اه ب��اش��د E ی��ک��ان��ی پ��ای��ه ب��ا ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��ای ی��ک H ∑اگ��ر
uα∈E

∥Tuα∥۲< ∞

�ت. �اراس� �م� ش� F = {uα|T ∗uα ̸= ۰} �ه �وع� �م� �ج� م� �س پ�
∑
uα

∥T ∗uα∥۲=
∑
uα

∥Tuα∥۲< ∞ �م؛ �ی� �ی�دان� م� �ی �رف� ازط�

ری��م دا H ع��ض��و x ه��ر ب��رای ص��ورت درای��ن .F = {wn} ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال

Tx =
∑
uα

⟨Tx, uα⟩uα =
∑
uα

⟨x, T ∗uα⟩uα =
∑
n⩾۱

⟨x, T ∗wn⟩wn

ف��ش��رده T ح��ال��ت درای��ن ب��ن��اب��رای��ن و ب��ود خ��واه��د م��ت��ن��اه��ی T ب��رد ب��ع��د آن��گ��اه ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ی��ک ش��ام��ل ف��ق��ط E اگ��ر

ک��ن��ی��د ف��رض m = ۱,۲,۳, .... ب��رای ب��اش��د. ن��ام��ت��ن��اه��ی E ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال اس��ت.

Tmx =

m∑
n=۱

⟨x, T ∗wn⟩wn ; ∀x ∈ H

خ��اص��ی��ت از اس��ت��ف��اده ب��ا ط��رف��ی از اس��ت. ف��ش��رده ب��ن��اب��رای��ن و ب��اش��د م��ی م��ت��ن��اه��ی ب��ع��د از {Tm} ∈ L(H) ص��ورت درای��ن

ری��م، دا {wn}

∥(Tm − T )x∥۲= ∥
∞∑

n=m+۱

⟨x, T ∗wn⟩wn∥۲

=
∞∑

n=m+۱

∥⟨x, T ∗wn⟩wn∥۲

=

∞∑
n=m+۱

|⟨x, T ∗wn⟩|۲

⩽
∞∑

n=m+۱

∥x∥۲∥T ∗wn∥۲ ; ∀x ∈ H (١.١)

ل��ذا اس��ت، ه��ی��ل��ب��رت-اش��م��ی��ت ع��م��ل��گ��ر T چ��ون ب��ن��اب��رای��ن

∥Tm − T∥⩽ (
∑

n=m+۱

∥T ∗wn∥۲)۱/۲ −→ ۰

1Hilbert_Schmidt



۴ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

�ی��ت �م� �رت-اش� �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه ک� �م �ی� �ت� �رف� گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �ی م� �رده �ش� ف� T �ه �ج� �ی� �ت� درن� Tm −→ T �م ری� دا �س پ�

م��ی�پ��ذی��رن��د. واح��د ک��ره روی را ن��رم��ش��ان ش��د ب��ی��ان آن��چ��ه ط��ب��ق ول��ذا ب��اش��ن��د م��ی ف��ش��رده

م��ی�پ��ذی��رن��د، واح��د ک��ره روی را ن��رم��ش��ان ک��ه ع��م��ل��گ��ره��ای��ی چ��گ��ون��ه ک��ن��ی��م؛ پ��ی��ش��ن��ه��اد را س��وال ای��ن ک��ه اس��ت ط��ب��ی��ع��ی ح��ال

ک��ن��ی��م؟ ت��وص��ی��ف

ب��اش��د واح��د ک��ره در xن��ص��ر� ع� ی��ک ه��رگ��اه �ن��د م��ی�ک� ص��دق N خ��اص��ی��ت در T ∈ L(H,K) �ل��گ��ر ع��م� ی��ک .١.١.١ ت��ع��ری��ف

ط��وری�ک��ه ب��ه

∥T∥= ∥Tx∥

�ن ای� در �د �اش� Hب� �ای �ض� ف� �ر Mزی� �ر (اگ� �ت. اس� �رده �ش� ف� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �ا، �ض� ف� �ر زی� �ک ی� �ه ب� �رده �ش� ف� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �د �دی� �ح� ت�

ری��م: دا چ��ون ص��ورت

T (BM
۱ (۰)) = T (BX

۱ (۰) ∩M) ⊆ T (BX
۱ (۰))

�رده �ش� ف� �ز �ی� ن� �رده �ش� ف� �ه �وع� �م� �ج� م� از �ه �ت� �س� ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ذا ل� �د �اش� �ی�ب� م� �رده �ش� ف� �ت راس� �م��ت س� پ��س �ت اس� �رده �ش� ف� T �ون چ� �ذا ل�

از ف��ض��ای��ی زی��ر ع��ن��وان ب��ه M و H ب��س��ت��ه واح��د گ��وی اش��ت��راک در (xn) اگ��ر ک��ه ک��رد م��ش��اه��ده م��ی�ت��وان ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت.)

�ن ای� در x ̸∈M �ر اگ� �ورت �ن�ص� ای� �ر �ی� غ� در �د. �اش� �ی�ب� م� �ه �ت� �س� ب� M �ه ک� �ی �ای� �ج� آن� از .x ∈ M �اه �گ� آن� xn w−→ x و �د �اش� ب� H

ک��ه م��وج��ودس��ت x∗ ∈ H∗ ص��ورت

x∗(x) ̸= ۰ & x∗|M= ۰

�م ه� T |M �ه �ن�ک� ای� �ات �ب� اث� �رای ب� �ال ح� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ه ک� x∗(xn) = ۰ −→ x∗(x) ̸= ۰ �م ری� دا �رض ف� �ق �ب� ط� �ی ول�

اگ��ر دارد را N خ��اص��ی��ت

{xn} ⊂ B ∩M, xn
w−→ x

پ��ذی��رد. م��ی م��ط��ل��ق��اً را ن��رم ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ر ک��ه اس��ت ای��ن ب��ی��ان��گ��ر ک��ه .x ∈ B ∩M ش��د ب��ی��ان آن��چ��ه ط��ب��ق آن�گ��اه

�ر زی� �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �د) �ن� �ی�ک� م� �دق ص� AN �ی��ت �اص� خ� (در �ت اس� �ر �گ� �ل� �م� ع� AN ی��ک T ∈ L(H,K) .٢.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ف��ض��ای

{۰} ̸= M ⊂ H

ک��ن��د. م��ی� ص��دق N درخ��اص��ی��ت T |M

در �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �رف��ی �ع� م� را �ود م��ی�ش� �اده �ف� �ت� اس� �ز �ی� �ال� آن� در �ه ک� را �ا �ه�ه� �ان� ون��ش� �ا �ادگ��ذاری�ه� �م� ن� از �ع��ض��ی ب� �م��ت ق��س� ای��ن �ان �ای� پ� در

Nو �ی��ت �اص� خ� �ن �ی� ب� �ه �ط� راب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ع� �ال� �ط� م� را �د �ن� �ن� �ی�ک� م� �دق ص� N �ی��ت �اص� خ� در �ه ک� �ی �ای� �ره� �گ� �ل� �م� ع� ٢ �م��ت �س� ق�

ع��م��ل��گ��ره��ای��ی ب��رای ت��اب��ع��ی م��ح��اس��ب��ه ب��ا را ٢ ق��س��م��ت م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی ن��ی��ز را AN∗ و N∗ ط��ب��ی��ع��ی ت��وس��ی��ع و م��ح��دب آن��ال��ی��ز



۵ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

اص��ل��ی م��ث��ال ب��ه�خ��ص��وص م��ی�ب��اش��د ب��خ��ش ری��ن م��ه��م��ت�� ک��ه آخ��ر ب��خ��ش م��ی�رس��ان��ی��م. پ��ای��ان ب��ه م��ی�ک��ن��ن��د ص��دق N خ��اص��ی��ت در ک��ه

داش��ت��ه AN ع��م��ل��گ��ره��ای س��اخ��ت��ار ب��اره در ح��دس��ی ری��م دا ق��ص��د پ��ای��ان در .٨.٢.٣ و ١٢.١.٣ ،۶.١.٣ ق��ض��ای��ای و ٢.١.٣

ب��اش��ی��م.

پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا و ن��م��ادگ��ذاری ٢.١

�ن��ی �ع� ی� S �ا ب� را H در �د واح� �ره ک� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذاری �گ� �ام� ن� را �ط �ل� �ت� �خ� م� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� ی��ک �واره �م� ه� ⟨H, ⟨۰, ۰⟩⟩ �ه �ل� �ی� وس� �ه ب�

L(H) ف��ض��ای �ی��م. �ن� م��ی�ک� ن��م��ادگ��ذاری B := {x|∥x∥⩽ ۱} ی��ع��ن��ی B ب��ا را �ت��ه ب��س� واح��د گ��وی و S := {x|∥x∥= ۱}

ص��ورت ب��ه را T ∈ L(H) ع��م��ل��گ��ر ت��وان آن ب��ر ع��لاوه و م��ی�ب��اش��د ن��ی��ز ج��ب��ر ی��ک ب��ل��ک��ه ن��ی��س��ت ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ف��ق��ط

Tn = TTn−۱, T ۰ = I

م��ی�ک��ن��ی��م. ری��ف ت��ع��

ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان T ∗ ∈ L(K,H) ن��م��اد ب��ا را T ال��ح��اق��ی ع��م��ل��گ��ر ص��ورت ای��ن در ،T ∈ L(H,K) اگ��ر

∥T∥= ∥T ∗∥

ط��وری�ک��ه ب��ه اس��ت λ م��خ��ت��ل��ط اع��داد ه��م��ه م��ج��م��وع��ه ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان (σ(T ))sp(T ) ص��ورت ب��ه را T ∈ L(H) ط��ی��ف

ن��م��ی�ب��اش��د. ب��رو ی��ا ی��ک ب��ه ی��ک T − λI ب��ن��اب��رای��ن ن��ی��س��ت. م��ع��ک��وس�پ��ذی��ر T − λI

�ای �ض� ف� �ی �ن� �ع� ی� .Tx = λx �ه �وری�ک� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� x ∈ H �اه �رگ� ه� �د �ن� �وی� گ� T �رای ب� �ژه وی� �دار �ق� م� �ک ی� λ �ه ب�

ب��ردار ی��ک x ب��ه ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان σe ن��م��اد ب��ا را T وی��ژه م��ق��ادی��ر ت��م��ام م��ج��م��وع��ه ب��اش��د. غ��ی��رص��ف��ر N(T − λI)

گ��وی��ی��م. λ ب��ه واب��س��ت��ه وی��ژه

�د �اش� �ی�ب� م� L۲(X,µ) �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ای �ض� ف� �ال �ث� م� �ن ری� � �ت� �م� �ه� م� �د. �اش� ب� �دازه ان� �ای �ض� ف� �ک ی� (X,M,µ) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش l۲(X) ب��ا ب��اش��د ن��ی��ز ش��م��ارش١ ان��دازه ی��ک µ ک��ه وق��ت��ی ب��ه�خ��ص��وص

،⟨Px, x⟩ ⩾ ۰ ب��اش��ی��م، داش��ت��ه H ع��ض��و x ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ث��ب��ت را P ∈ L(H) ع��م��ل��گ��ر ی��ک .١.٢.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش P ⩾ ۰ ب��ا ک��ه

.σ(P ) ⊆ [۰,∞) آن��گ��اه ب��اش��د P ⩾ ۰ اگ��ر ک��ه ک��رد خ��واه��ی��م م��ش��اه��ده ح��ال

ک��ه ب��اش��د م��وج��ود α > ۰ ی��ک ی��ع��ن��ی ب��اش��د، ک��ران��دار پ��ای��ی��ن از P و W (P ) = {⟨Px, x⟩|∥x∥= ۱} اگ��ر

α∥x∥⩽ ∥Px∥

ری��م: دا ص��ورت ای��ن در ک��ن��ی��م؛ ری��ف ت��ع�� را σa(P ) = {λ| ن��ی��س��ت ک��ران��دار پ��ای��ی��ن از P − λI} و

sp(P ) = σe(P ) ∪ σa(P )

1counting measure



۶ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

�ر اگ� اس��ت �دار �ران� ک� �ن �ی� �ای� پ� از T �ه ک� �ا �ج� آن� (از �رای��ن �اب� �ن� ب� λ ∈ σa(P ) �ر اگ� و .λ ∈ sp(P ) �اه �گ� آن� λ ∈ σe(P ) �ر اگ� �ون چ�

.λ ∈ sp(P ) پ��س ن��م��ی�ب��اش��د ک��ران��دار ب��اش��د م��وج��ود (P − λI)−۱ اگ��ر ب��اش��د) T−۱ک��ران��دار اگ��ر وف��ق��ط

.N(P − λI) = {۰} ص��ورت درای��ن اس��ت. ی��ک�ب��ه�ی��ک P − λI گ��اه آن λ ̸∈σa(P ) و λ̸∈σe(P ) اگ��ر اک��ن��ون

ک��ه آن��ج��ا از پ��س

{۰} = N(P − λI) = R(P ∗ − λ̄I)⊥

ری��م دا

H = R(P ∗ − λ̄I)

{xn} ⊆ H آن��گ��اه اس��ت، دل��خ��واه y ∈ H ک��ه ،yn → y ط��وری�ک��ه ب��ه� ب��اش��د {yn} ⊆ R(P ∗ − λ̄I) �ب��ال��ه دن� اگ��ر ح��ال

.(P ∗ − λ̄I)(xn) = yn ک��ه م��وج��ودس��ت

ری��م؛ دا ام��ا

∃α > ۰; α∥x∥⩽ ∥(P − λI)(x)∥

ری��م دا ل��ذا اس��ت ن��رم��ال ب��ن��اب��رای��ن اس��ت خ��ودال��ح��اق P ک��ه آن��ج��ا از و

∥P (x)∥= ∥P ∗(x)∥

چ��ون

∥P (x)∥۲ = ⟨P (x), P (x)⟩

= ⟨x, P ∗P (x)⟩

= ⟨x, PP ∗(x)⟩

= ⟨P ∗(x), P ∗(x)⟩

= ∥P (x)∗∥۲. (٢.١)

ب��ن��اب��رای��ن

∥xn − xm∥ ⩽ ۱
α
∥(P ∗ − λ̄I)(xn − xm)∥

=
۱
α
∥yn − ym∥−→ ۰ (٣.١)

ب��ن��اب��رای��ن؛ .xn −→ x ک��ه م��وج��ودس��ت x ∈ H پ��س اس��ت����، ک��وش��ی {xn} ل��ذا

yn = (P ∗ − λ̄I)(xn) −→ (P ∗ − λ̄I)(x) = y

پ��س

H = R(P ∗ − λ̄I) (۴.١)



٧ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

.λ̸∈sp(P ) ل��ذا λ̸̄∈sp(P ∗) و اس��ت ب��رو و ی��ک ب��ه ی��ک (P ∗ − λ̄I) ب��ن��اب��رای��ن

.sp(P ) ⊆ W (P ) داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ح��ال

∥x∥= ۱ ك��ه ه��س��ت xی �اه �گ� آن� λ ∈ σe(P ) اگ��ر ص��ورت ای��ن در ،λ ∈ sp(P ) = σe(P ) ∪ σa(P ) اگ��ر چ��ون

ب��ن��اب��رای��ن Px = λx و

⟨Px, x⟩ = ⟨λx, x⟩ = λ⟨x, x⟩ = λ

.λ ∈ W (P ) ل��ذا و

پ��س ن��ی��س��ت، ک��ران��دار پ��ای��ی��ن از (P − λI) آن�گ��اه λب��اش��د، ∈ σa(P ) اگ��ر و

∀α > ۰, ∃x; α∥x∥⩾ ∥(P − λI)(x)∥

ک��ه؛ م��وج��ودس��ت {xn} دن��ب��ال��ه ب��ن��اب��رای��ن

∥xn∥= ۱ , ∥(P − λI)(xn)∥−→ ۰

.λn −→ λ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان و λn := ⟨Pxn, xn⟩ ⊂ W (P ) م��ی�ده��ی��م ق��رار

واق��ع؛ در

|λn − λ| = |⟨Pxn, xn⟩ − λ⟨xn, xn⟩|

= |⟨Pxn − λxn, xn⟩|

⩽ ∥(P − λI)(x)∥∥xn∥−→ ۰

.sp(P ) ⊂ W (P ) م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ای��ن ک��ه .λ ∈ W (P ) ن��ت��ی��ج��ه در

ن��ت��ی��ج��ه در .W (P ) ⊂ [۰,∞) ب��ن��اب��رای��ن ⟨Px, x⟩ ⩾ ۰ ،x ه��ر ب��رای ک��ه آن��ج��ا از اک��ن��ون

sp(P ) ⊂ W (P ) ⊂ [۰,∞).

�ده �ی� �ام� ن� T ∗T �ب��ت �ث� م� دوم �ه �ش� ری� �ه؛ ک� �ت �ودس� �وج� م� PT �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ر �گ� �ل� �م� ع� T ∈ L(H,K) �واه �خ� دل� �ر �گ� �ل� �م� ع� �رای ب�

ط��وری�ک��ه ب��ه م��ی�ش��ود

P۲
T = T ∗T.

.⟨PTx, x⟩ ⩾ ۰ پ��س م��ی�ب��اش��د PTم��ث��ب��ت ن��گ��اش��ت چ��ون ه��م��چ��ن��ی��ن

,Px⟩؛ x⟩ ⩾ ۰ ،x ∈ Hه��ر ب��رای اگ��ر چ��ون اس��ت. �رخ��ودال��ح��اق ع��م��ل��گ� ی��ک م��ث��ب��ت ع��م��ل��گ��ر ه��ر

⟨Px, x⟩ = ⟨x, Px⟩ = ⟨P ∗x, x⟩

ن��ی��س��ت. ص��ح��ی��ح ف��وق م��ط��ل��ب ع��ک��س ک��ه ص��ورت��ی در



٨ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

ص��ورت ب��ه T۲, T۱ م��ان��ن��د خ��ودال��ح��اق ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر ع��م��ل��گ��ره��ای T ن��رم��ال ع��م��ل��گ��ر ه��ر ب��رای اک��ن��ون

T۱ =
T + T ∗

۲
, T۲ = i

T ∗ − T

۲

�ل��گ��ره��ای ع��م� ن��م��ای��ش ا�س��ت ک��اف��ی ب��ع��د ب��ه ای��ن از پ��س .T = T۱ + iT۲ و م��ی�ش��ون��د ج��اب��ه�ج��ا ی��ک��دی��گ��ر ب��ا ک��ه دارن��د وج��ود

ک��ن��ی��م. م��ط��ال��ع��ه ن��رم��ال ج��ای ب��ه را خ��ودال��ح��اق

�ورت ص� �ه آن�راب� و ⟨x, y⟩ = ۰ �اه �رگ� ه� �ت اس� �ود �م� ع� y �ر ب� x �م �ی� �وی� گ� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� x, y ∈ H �ر اگ� �ول �م� �ع� م� �ور ط� �ه ب�

م��ی�ک��ن��ی��م، ری��ف ت��ع�� ب��اش��د M ⊂ H اگ��ر م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش x ⊥ y

M⊥ = {x ∈ H|⟨x, y⟩ = ۰; ∀y ∈ M}

ری��م، دا آن��گ��اه ب��اش��د H ب��س��ت��ه زی��رف��ض��ای M اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. H از ای ب��س��ت��ه زی��رف��ض��ای ک��ه

H = M ⊕M⊥.

پ��ای��ه ی��ک �ل��ب��رت��ی ه��ی� ف��ض��ای ه��ر ک��ه م��ی�دان��ی��م و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش {eα}α∈A ص��ورت ب��ه را H ب��رای ی��ک��ه م��ت��ع��ام��د پ��ای��ه ی��ک

�ای �ض� ف� ی��ک H �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� داد. �ای��ش �م� ن� x =
∑
α∈A

⟨x, eα⟩eα �ورت ص� �ه ب� را x ∈ Hر� ه� �وان �ی�ت� م� و دارد �ه �ک� ی� �د �ام� �ع� �ت� م�

T ∈ L(H,K) �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک �ه ب� �د. �اش� ب� �ارا �م� ش� آن �ه �ک� ی� �د �ام� �ع� �ت� م� �ه �ای� پ� �ر ه� �ر اگ� �ط �ق� وف� �ر اگ� اس��ت �ر �ذی� پ� �ی��ک �ک� �ف� ت� �رت �ب� �ل� �ی� ه�

را �ر زی� �ای��ش �م� ن� x ∈ Hر� ه� �رای ب� �ال��ت ح� ای��ن در �د. �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� دارای T �رد ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ی �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� �راز �گ� �ل� �م� ع�

ری��م، دا

T (x) =
n∑

i=۱

λi⟨xi, ei⟩εi

�ط �وس� ت� �ی �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� �ا ب� �ای �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ای �ض� ف� [٧] در (٢.۴.۶) �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ل �اص� ح� �ا آن�ج� ار �اوی �س� ت� �ن ای�

ل��ذا م��ی�ش��ود، ت��ول��ی��د ی��ک ب��ع��د ب��ا ت��ص��وی��ری ع��م��ل��گ��ره��ای

∀x ∈ H , Tx =

n∑
i

|δi|۲(ξi ⊗ ei)(x)

آن��گ��اه م��ی�ش��ود؛ ری��ف ت��ع�� (x⊗ y)z = ⟨z, y⟩x ص��ورت ⊗xب��ه y ع��م��ل��گ��ر آن در ک��ه

Tx =
n∑
i

λi⟨x, ei⟩ξi.

دن��ب��ال��ه�ای {λi} و م��ی�ب��اش��ن��د K,H ب��رای ی��ک��ه م��ت��ع��ام��د م��ج��م��وع��ه�ه��ای {εi} و {ei} و م��ی�ب��اش��د T (H) ب��ع��د n آن در ک��ه

�ای �ض� ف� �ر زی� �ک ی� �ر اگ� �د. �اش� �ی�ب� م� �رده �ش� ف� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �ی �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� از �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �ت. اس� �ی �ف� �ن� �ام� ن� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از

�اه �گ� آن� �د �اش� ب� T (M) ⊆ M �ر اگ� �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� �ی�ب� م� �ا �ای� پ� T ∗ �ح��ت ⊥Mت� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ا �ای� پ� T ∈ L(H) �ح��ت Mت� ⊆ H

اس��ت. T ∗(M⊥) ⊆ M⊥

ب��اش��ن��د. پ��ای��ا T ت��ح��ت M⊥ ه��م و M ه��م ک��ه وق��ت��ی م��ی�ک��اه��د١ را T ، H از M ف��ض��ای زی��ر ی��ک .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف
1reduce



٩ گ��ف��ت��ار پ��ی��ش

را T ب��اش��د پ��ای��ا T ت��ح��ت ک��ه M ف��ض��ای زی��ر ه��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د �رخ��ودال��ح��اق ع��م��ل��گ� ی��ک T اگ��ر ک��ه اس��ت واض��ح

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان λn ↘ λ λnو ↗ λ ص��ورت ب��ه را ن��زول��ی و ص��ع��ودی ه��م��گ��رای م��ی�ک��اه��د.



٢ ف��ص��ل

N خ��اص��ی��ت

م��ق��دم��ه ١.٢

ب��اش��د. �ت��ری �م� ی��ک� ی��ک (kerU)⊥ روی ه��رگ��اه �ی��م گ��وی� زی��ی ج�� �ت��ری �م� ی��ک� را U ∈ L(H,K) �ل��گ��ر �م� ع� ی��ک .١.١.٢ ت��ع��ری��ف

ی��ع��ن��ی

∀x ∈ (kerU)⊥ , ∥Ux∥= ∥x∥

گ��وی��ی��م. پ��ای��ان��ی دام��ن��ه U ب��رد ب��ه و گ��وی��ی��م داخ��ل��ی دام��ن��ه (kerU)⊥ ب��ه ک��ه

ری��م؛ دا آن��گ��اه ب��اش��د. (kerU)⊥ درون��ی دام��ن��ه ب��ا زی��ی ج�� ی��ک��م��ت��ری U ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.٢ ی��ادآوری

اس��ت. (kerU)⊥ روی ت��ص��وی��ری ن��گ��اش��ت ب��ا ب��راب��ر U∗U .١

م��ی�ب��اش��د. (kerU∗)⊥ روی ت��ص��وی��ری ن��گ��اش��ت ب��ا ب��راب��ر UU∗ .٢

م��ی�ب��اش��د. زی��ی ج�� ی��ک��م��ت��ری ن��ی��ز U∗ .٣

،x ∈ kerU ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ⊥(kerU)ب��اش��د روی ت��ص��وی��ری ن��گ��اش��ت P ک��ن��ی��د ف��رض .١ ب��ره��ان.

⟨U∗Ux, x⟩ = ⟨Ux,Ux⟩

= ∥Ux∥۲= ۰

ب��ن��اب��رای��ن ⟨Px, x⟩ = ۰ ه��م��چ��ن��ی��ن و

∥Ux∥۲= ۰ = ⟨Px, x⟩.

١٠
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ری��م؛ دا U ب��ودن ی��ک��م��ت��ری از x ∈ (kerU)⊥ ه��ر ب��رای

⟨U∗Ux, x⟩ = ⟨x, x⟩

= ⟨Px, x⟩

.z ∈ (kerU) و y ∈ (kerU)⊥ ک��ه x = y + z ری��م دا x ∈ H ه��ر ب��رای ط��رف��ی از

پ��س

⟨U∗U(x), x⟩ = ⟨U∗U(y) + U∗U(z), y + z⟩

= ⟨U∗U(y), y⟩+ ⟨U∗U(y), z⟩+ ⟨U∗U(z), y⟩+ ⟨U∗U(z), z⟩

= ⟨P (y), y⟩+ ⟨P (z), z⟩+ ⟨P (y), z⟩+ ⟨P (z), y⟩

= ⟨P (x), x⟩

⇒ U∗U = P.

ری��م؛ دا [٧] در ای ق��ض��ی��ه ط��ب��ق پ��س م��ی�ب��اش��د زی��ی ج�� ی��ک��م��ت��ری U چ��ون ح��ال

U = UU∗U

�م ری� دا x ∈ H �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ⟨U∗Ux, y⟩ = ۰ �م ری� دا y ∈ kerU �ر ه� �رای ب� �ی �رف� ط� از

پ��س ،U∗Ux ∈ (kerU)⊥

∥Ux∥= ∥UU∗Ux∥= ∥U∗Ux∥.

م��ی�ب��اش��د. U(H) = (kerU∗)⊥ داخ��ل��ی دام��ن��ه ب��ا زی��ی ج�� ی��ک��م��ت��ری ن��ی��ز U∗ ک��ه اس��ت م��ع��ن��ی ب��دی��ن ای��ن و

ب��ن��اب��رای��ن .y = Ux ک��ه ه��س��ت H ع��ض��و xی ،y ∈ (kerU∗)⊥ = U(H) ه��ر ب��رای چ��ون

∥U∗y∥= ∥U∗Ux∥= ∥Ux∥= ∥y∥

روی �ری �وی� �ص� ت� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �ز �ی� ن� UU∗ �ه ک� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �د ش� �ات �ب� اث� ١ �ت �م� �س� ق� در �ه ک� �ه �چ� آن� �ه �اب� �ش� م� �ال ح�

م��ی�ب��اش��د. (kerU∗)⊥

اع��داد از و (bj), (aj) دن��ب��ال��ه�ه��ای و a ∈ (۰,۱] و ب��اش��د l۲ در ی��ک��ه م��ت��ع��ام��د پ��ای��ه ی��ک {ej}ک��ن��ی��د ف��رض .٣.١.٢ م��ث��ال

ک��ه ب��اش��ن��د ط��وری ح��ق��ی��ق��ی

۰ < a۱ < a۲ < · · · < a, aj ↗ a, a۲
j + b۲j = ۱
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.λj = aj + ibj ط��وری�ک��ه ب��ه ب��اش��د ش��ده داده Tej = λjej ک��ه ی��ک��ان��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک T ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال

ن��م��ی�ک��ن��د. ص��دق N ش��رط در T + I ای��ن�ص��ورت در

ری��م؛ دا x = (xj)j∈N ∈ l۲ ه��ر ب��رای ح��ق��ی��ق��ت در

∥(T + I)(x)∥۲=
∑
j

(|λj |۲+λj + λ̄j + ۱)|xj |۲

آن��گ��اه ب��اش��د، x ∈ l۲ اگ��ر ک��ه آن��ج��ای��ی از

x =
∑
j

⟨x, ej⟩ej =
∑
j

|xj |ej

ب��ن��اب��رای��ن

Tx =
∑
j

|xj |λjej

ری��م، دا ف��وق ت��س��اوی دو ت��رک��ی��ب از ول��ذا

Tx+ x =
∑
j

(۱+ λj)|xj |ej

پ��س

∥Tx+ x∥۲=
∑
j

|۱+ λj |۲|xj |۲ .

چ��ون ح��ال

|۱+ λj |۲ = (۱+ λj)(۱+ λ̄j)

= ۱+ |λj |۲+λj + λ̄j

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ش��ود. اث��ب��ات اول ت��س��اوی ل��ذا

∥Tx+ x∥۲ =
∑
j

۲(۱+ aj)|xj |۲

< ۲(۱+ a)
∑
j

|xj |۲

= ۲(۱+ a)∥x∥۲.

آن ب��ر ع��لاوه

∥(T + I)ej∥=
√

۲(۱+ aj)
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چ��ون ب��ن��اب��رای��ن

∥(T + I)∥⩾ sup
j
∥(T + I)ej∥ = lim

j→∞
∥(T + I)ej∥

= lim
j→∞

√
۲(۱+ aj)

=
√

۲(۱+ a)

ن��ت��ی��ج��ه در

∥T + I∥=
√

۲(۱+ a).

ری��م؛ دا x ∈ S ه��ر ب��رای ک��ه ص��ورت��ی در

∥T + I∥> ∥(T + I)(x)∥

ری��م؛ دا ک��ه آن��ج��ا از م��ی�ب��اش��ن��د. ی��ک��م��ت��ری دو ه��ر I و T ول��ی ن��م��ی�ک��ن��د ص��دق N ش��رط در T + I پ��س

∥Tx∥۲ = ⟨Tx, Tx⟩

= ⟨x, T ∗Tx⟩

= ⟨x, x⟩ = ∥x∥۲

�

و �ر اگ� �د �ن� �ی�ک� م� �دق ص� N �رط ش� در T �اه �گ� آن� �د. �اش� ب� �اق �ح� �ودال� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک T ∈ L(H) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.١.٢ �ه �ی� �ض� ق�

ب��اش��ن��د. T ب��رای وی��ژه م��ق��دار ی��ک −∥T∥ ی��ا ∥T∥ اگ��ر ف��ق��ط

وی��ژه م��ق��دار ب��ردار ی��ک x ∈ H اگ��ر ک��ه م��ع��ن��ی ب��دی��ن ب��اش��ن��د T ب��رای وی��ژه م��ق��دار ی��ک ±∥T∥ ک��ن��ی��د ف��رض اب��ت��دا ب��ره��ان.

آن��گ��اه ،x۰ =
x

∥x∥
∈ S م��ی�ده��ی��م ق��رار .Tx = ±∥T∥x آن��گ��اه ب��اش��د ±∥T∥ ب��ه واب��س��ت��ه

∥Tx۰∥ =
۱
|x∥

∥Tx∥

=
۱
∥x∥

∥T∥∥x∥

= ∥T∥

⇒ ∥Tx۰∥= ∥T∥.

�ی��م م��ی�ت��وان� �ی��ت �ل� ک� از �ت��ن ک��اس� ب��دون .∥Tx۰∥= ∥T∥ ط��وری�ک��ه ب��ه ب��اش��د م��وج��ود x۰ ∈ S ک��ه �ی��د �ن� ک� ف��رض ب��رع��ک��س؛ ح��ال

ری��م، دا اس��ت خ��ودال��ح��اق T چ��ون ب��اش��د. ∥T∥= ۱ ک��ن��ی��م ف��رض

⟨(I − T۲)x۰, x۰⟩ = ⟨x۰, x۰⟩ − ⟨Tx۰
۲, x۰⟩
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= ∥x۰∥۲−⟨Tx۰, Tx۰⟩

= ∥x۰∥۲−∥Tx۰∥۲= ۰

،x ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. (I − T۲) ⩾ ۰ پ��س ،∥Tx∥⩽ ∥T∥∥x∥ چ��ون ط��رف��ی از و

⟨(I − T۲)x, x⟩ = ∥x∥۲−∥Tx∥۲⩾ ۰

چ��ون .(I − T۲)x۰ = ۰ ل��ذا

⟨(I − T۲)x۰, x۰⟩ = ⟨(I − T۲)۱/۲x۰, (I − T۲)۱/۲x۰⟩ = ۰

ن��ت��ی��ج��ه در .x۰ = Tx۰
۲ ل��ذا ،(I − T۲)x۰ = ۰ ری��م دا پ��س .(I − T۲)۱/۲x۰ = ۰ ب��ن��اب��رای��ن

(I + T )(x۰ − Tx۰) = ۰ ی��ا (I − T )(x۰ − Tx۰) = ۰

(I−T )(x۰−Tx۰) = ۰ ک��ن��ی��م ف��رض ح��ال اس��ت. ش��ب��ی��ه ن��ی��ز دی��گ��ر ح��ال��ت و ک��ن��ی��م ب��ررس��ی را ت��ر س��اده ح��ال��ت ده��ی��د اج��ازه

T �رای ب� �ژه وی� �دار �ق� م� �ک ی� �س پ� �ت، اس� ∥T∥= ۱ �ون چ� �اه �گ� آن� (x۰ − Tx۰) = ۰ �ر اگ� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� �رار �رق� ب�

�اب �ج� ای� ،z۰ :=
z

∥z∥
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .z = (x۰ − Tx۰) ̸= ۰ �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در �د. �اش� �ی�ب� م� x۰ �ه ب� �ه �ت� �س� واب�

�ر اگ� �ال ح� �ت. �س� ه� −∥T∥= −۱ �ژه وی� �دار �ق� م� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ی �ان� �ک� ی� �ژه وی� �ردار ب� �ک z۰ی� �ی �ن� �ع� ی� Tz۰ = −z۰ �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م�

پ��س ∥Tx۰∥= ∥T∥ ری��م دا چ��ون ص��ورت ای��ن در ≠∥T∥ب��اش��د ۱

∥Tx۰

∥T∥
∥= ∥ T

∥T∥
∥

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده T

∥T∥
از T ج��ای ب��ه ش��د ان��ج��ام ک��ه اث��ب��ات��ی ادام��ه در و

م��وج��ود x۰ ∈ S �ی��ن �ن� �م��چ� ه� و �اش��د ب� �ب��ت �ث� م� �ر �گ� �ل� �م� ع� ی��ک P ∈ L(H) اگ��ر �د ش� �ت��ه �ف� گ� �الا ب� در ک��ه �ه�ای �ی� ق��ض� �ب��ق ط� ح��ال

ه��ر چ��ون ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د. sp(P ) ⊂ [۰,∞) پ��س اس��ت م��ث��ب��ت P چ��ون آن��گ��اه . ∥Px۰∥= ∥P∥ ط��وری�ک��ه ب��ه ب��اش��د

م��ی�ب��اش��ن��د. ح��ق��ی��ق��ی و م��ث��ب��ت ن��ی��ز P وی��ژه م��ق��ادی��ر ص��ورت ای��ن در م��ی�ب��اش��د، sp(P ) از ع��ض��وی وی��ژه م��ق��دار

ری��م؛ دا ق��ض��ی��ه اث��ب��ات روال ط��ب��ق و ب��اش��د P وی��ژه م��ق��دار ک��ه دارد ام��ک��ان ∥P∥ ف��ق��ط ق��ب��ل ق��ض��ی��ه در ح��ال��ت ای��ن در

Px۰ = ∥P∥x۰. (١.٢)

�ه��ت ج� �دی��ن ب� �ن��د. ک� ص��دق N ش��رط در PT اگ��ر �ق��ط وف� اگ��ر �ن��د م��ی�ک� ص��دق N ش��رط در T �واه دل��خ� �ر �ل��گ� �م� ع� �ه �اب� م��ش� ط��ور ب��ه

ری��م؛ دا و م��ی�ب��اش��د خ��ودال��ح��اق ع��م��ل��گ��ر ی��ک PT چ��ون ک��ه

∥T∥ = ∥PT ∥(∥T∥۲= ∥T ∗T∥= ∥P۲
T ∥= ∥PT ∥۲)

∥Tx∥ = ∥PTx∥(⟨Tx, Tx⟩ = ⟨x, T ∗Tx⟩ = ⟨x, P۲
T x⟩ = ⟨PTx, PTx⟩) (٢.٢)

وی��ژه م��ق��دار ی��ک ∥T∥ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر م��ی�ک��ن��د ص��دق N ش��رط در T ∈ L(H,K) دل��خ��واه ع��م��ل��گ��ر ی��ک .۵.١.٢ ن��ت��ی��ج��ه

ب��اش��د. PT ب��رای


