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  چکیده

بحث  1وجود نقاط ثابت مشترك براي جفت عملگرهاي باناخدر این پایان نامه در مورد 

وجود یک نقطه ي ثابت مشترك براي  2سپس با استفاده از شرط انقباضی سیریک .کنیم می

در پایان در مورد وجود نقطه .جفت عملگرناي باناخ در بهترین تقریب را به اثبات می رسانیم

  .ي ثابت مشترك براي جفت عملگرهاي باناخ در فضاهاي توپولوژیکی متر پذیر می پردازیم

شرط انقباضی  باناخ،جفت عملگر  نگاشت هاي سازگار، نقاط ثابت مشترك، :کلمات کلیدي

  .بهترین تقریب سیریک،

  .منبع اصلی این پایان نامه مقاله ي زیر می باشد

N.Hussain, Common fixed Point in best approximation for Banach 

operator pairs with Ciric type I-contraction (2008). 
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  پیشگفتار

بحث اصلی این پایان .در شاخه هاي مختلف ریاضیات استنقطه ي ثابت مشترك از جمله مفاهیم پرکاربرد 

انقباضی -Iبه وجود نقطه ي ثابت مشترك در بهترین تقریب براي جفت عملگرهاي باناخ نوع سیریک نامه 

معرفی شده اند،جفت  2و لی 1از عملگرهاي غیرجابجایی که توسط چندسته ي جدیدي . اختصاص دارد

در بهترین تقریب براي جفت عملگرهاي باناخ  عملگرهاي باناخ می باشند که حسین،وجود نقطه ي مشترك

  .انقباضی را به اثبات می رساند- Iبا نوع سیریک 

در فصل اول تعاریف و قضایاي مقدماتی که در فصل هاي بعد .این پایان نامه مشتمل بر سه فصل می باشد

سپس به معرفی تعدادي از نگاشت هاي جابجایی و .قرار می گیرند،آورده شده است استفاده مورد

  .غیرجابجایی پرداخته شده است

جدید از نگاشت هاي غیرجابجایی هستند، معرفی شده م،جفت عملگرهاي باناخ که دسته اي در فصل دو

سیریک  نگاشت ها که در شرط انقباضیته از این دسبه دنبال آن به مطالعه ي نقاط ثابت مشترك براي .است

همچنین وجود نقطه ي ثابت مشترك براي جفت عملگرهاي باناخ روي .صدق می کنند پرداخته شده است

                                                             
١ Chen 
٢ Li 



 ت

که شامل صفر می باشند نیز مورد بررسی قرار گرفته  Xکلاس زیرمجموعه هاي بسته ي محدب از فضاي 

  .شده است

در فصل سوم،جفت عملگرهاي باناخ روي فضاهاي توپولوژیکی مورد بررسی قرار می گیرد،و وجود نقاط 

  .عملگرها روي فضاهاي برداري توپولوژیکی متر پذیر به اثبات می رسدثابت مشترك براي این دسته از 

 ،]13[،]9[،]7[،]4[،]3[،]1[ لازم به ذکر است که منابع اصلی این پایان نامه را در مقالات

  .می توان یافت ]39[و ] 36[،]33[،]23[،]20[،]18[،]14[
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  فصل اول

  پیش نیاز

  تعاریف و قضایاي مقدماتی.1.1

  همراه با یک عمل Eعبارت است از یک مجموعه ي  Κیک فضاي برداري روي میدان  1.1.1تعریف 

,�)به نام عمل جمعی و یک ضرب اسکالر که" +"دوتایی   Κ در (� × E  در �� را بهE  می نگارد  

,�و براي هر  �, � ∈ E  و هر �, � ∈ Κ در شرایط زیر صدق می کند:  

�؛ )1 + � = � + � 

�)؛ )2 + �) + z = � + (� + �) 

∋∘عنصر  )3 E  به نام بردار صفر وجود دارد به طوري که براي هر� ∈ E داشته باشیم: 

�؛                                                                                                         +∘= �   

�براي هر  )4 ∈ E ، عنصر −� ∈ E که   به نام معکوس جمعی وجود دارد به طوري 

� ؛ + (−�) =∘                                                                                                       

�)�؛ )5 + �) = �� + �� 

�)؛ )6 + �)� = �� + �� 

�(��)؛ )7 = �(��) 
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8( 1. � = � . 

  

:‖∙‖ و Κیک فضاي برداري روي میدان E  فرض کنید 2.1.1تعریف E → ℝ� یک تابع باشد،  

  یک  نرم است هرگاه‖∙‖گوییم 

1( ‖�‖ �اگر و تنها اگر ∘=  ؛ ∘=

� براي هر )2 ∈ E  و هر� ∈ Κ                   ؛داشته باشیم ‖��‖ = |�|. ‖�‖ 

,�براي هر  )3 � ∈ E ؛                   داشته با شیم  ‖� + �‖ ≤ ‖�‖ + ‖�‖ 

,E) زوج    .گوییم  برداري نرم دار می را یک فضاي(‖∙‖

  .فضاي برداي نرم دار کامل را فضاي باناخ گوییم   3.1.1تعریف

را  τ .باشد Xگردایه اي از زیرمجموعه هاي  τیک مجموعه ي ناتهی و  Xفرض کنیم  4.1.1تعریف

  نامیم هر گاه Xیک توپولوژي روي 

,ϕ ؛ )1 X ∈ τ   

2( τ ؛تحت اجتماع هاي دلخواه بسته باشد 

3( τ  اشتراك هاي متناهی بسته باشدتحت. 

,�X زوج  τرا یک فضاي توپولوژیک گوییم�.  



٣ 
 

:� یک مجموعه ي ناتهی و  X فرض کنید  5.1.1تعریف X × X → ℝ� را یک  � .یک تابع باشد

  گوییم هرگاه X متر روي

,�براي هر   )1 � ∈ X      داشته باشیم ،�(�, �) �؛   و فقط اگر اگر  ∘= = �   

,�براي هر   )2 � ∈ X   ،                    ؛داشته باشیم�(�, �) = �(�, �)  

,�براي هر  )3 �, � ∈ X         داشته باشیم ،�(�, �) ≤ �(�, �) + �(�, �)  . 

,X)  زوج    .را فضاي متریک گوییم(�

,X)یک زیر مجموعه از فضاي نرم دار  کنیدفرض  6.1.1تعریف I:باشد و (‖∙‖ →    

T:نگاشت .یک نگاشت باشد → ، I – نامیده می شود هر گاه 1لیبشیتس� موجود باشد  ∘≤

,� طوري که براي هر  � ∈   داشته باشیم �(T�, T�) ≤ ��(I�, I�) اگر � < آنگاه ، 1

  .عامل انقباض گوییم �به .می نامیم 2انقباضی – I را T نگاشت

,X)یک زیر مجموعه از فضاي نرم دار  فرض کنیم  7.1.1تعریف   باشد و(‖∙‖

 I, T: →  دو نگاشت روي، نقطه،باشند � ∈  براي 3نقطه ي انطباق I و T  می باشد  

  :هرگاه داشته باشیم

I� = T� 

,I )�را با نماد T و I مجموعه نقاط انطباق دو نگاشت T) نمایش می دهیم.  

                                                             
١

 Lipschitz 
٢ contraction  
٣ coincidence 
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�گویند  8.1.1تعریف ∈ X نقطه ي ثابت نگاشت، I: X → X است اگر داشته باشیمI� = � .

  نمایش می دهند به عبارت دیگر F(I) را با نماد  Iمجموعه نقاط ثابت نگاشت 

F(I) = {� ∈ X: I� = �}                                                                              

,Iباشد و   Xیک زیر مجموعه از فضاي  فرض کنیم  9.1.1تعریف T: →  دو نگاشت  

� نقطه،باشند  روي  ∈  نقطه ي ثابت مشترك براي I و T می باشد هرگاه داشته باشیم:  

I� = T� = �                                                                                              

X مجموعه ي 1.1.1مثال = (−∞,  اگر نگاشت هاي.را با متر معمولی در نظر بگیرید(∞

I, T: X → X را به صورت زیر تعریف کنیم  

T� =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1             ; � ∈ (−∞, −1]

�              ; � ∈ (−1, 1)

−1             ; � ∈ �1, ∞�        

� 

  و

I� =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧1 + �

2
                    ; � ∈ �−1,∘�                

1 − �

2
                   ; � ∈ �∘, 1�                    

∘                      ; � ∈ (−∞, −1) ∪ [1, ∞)

� 

�در این صورت  =
1

3
    .می باشد  T و Iنگاشت ، نقطه ي ثابت مشترك دو   
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  مجموعه ي همه ي تبدیلات خطی و .یک فضاي نرم دار باشد Xفرض کنید  10.1.1تعریف

  Xنمایش می دهند وآن را دوگان  ∗X را با  K ) حقیقی یا مختلط(به توي میدان Xکران دار از 

  .می نامند 

  گوییم،دنباله اي در آن باشد {��}یک فضاي نرم دار و  Xفرض کنید  11.1.1تعریف

� به طور ضعیف به {��} ∈ X هرگاه براي هر ،همگرا است � ∈  X∗   داشته باشیم  

 �(��) → �وقتی که  (�)� → ∞        .  

  .حد ضعیف هر دنباله یکتا است 1.1.1قضیه

  .مراجعه شود ]41[به مرجع :اثبات

  عبارت است از مجموعه ي Xاز فضاي نرم دار  بستار ضعیف زیرمجموعه ي  12.1.1تعریف

  تعلق دارد هرگاه دنباله اي به بستار ضعیف  �، به عبارت دیگر  همه ي نقاط حدي ضعیف  

  .همگرا باشد �موجود باشد که به طور ضعیف به  از نقاط  

  نمایش ()���را با نماد  بستار ضعیف و  ()��را با نماد  بستار زیر مجموعه ي  

  .می دهند  

  به طور ضعیف کران دار است هرگاه به   Xاز فضاي نرم دار  عه ي وزیر مجم 13.1.1تعریف

�ازاي هر  ∈  X∗ مجموعه ي ،�()  درK  کران دار باشد.  
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  به طور اگر و تنها اگر  کران دار است X از فصاي نرم دار زیرمجموعه ي  2.1.1قضیه

  .کران دار باشد ضعیف 

  .رجوع شود] 41[به مرجع:اثبات

  را به طور ضعیف پیوسته گویند اگر وتنها  X از فضاي نرم دار  �خود نگاشت  14.1.1تعریف

�اگر براي هر  ∈ X  در  {��}و هر دنباله يX  همگراست داشته باشیم  �که به طور ضعیف به  

�(��) →   .به طور ضعیف (�)�

  گویند ) کاملاً پیوسته(را به طور قوي پیوسته  Xاز فضاي نرم دار   �خود نگاشت  15.1.1تعریف

�هر  اگر وتنها اگر براي ∈ X  در  {��}و هر دنباله يX  همگراست  �که به طور ضعیف به  

(��)�داشته باشیم  → �(�).  

  دارد، هرگاه براي 4خاصیت اوپیال Xیک فضاي باناخ باشد؛ گوییم  Xفرض کنید  16.1.1تعریف

  :داشته باشیم �با حد ضعیف  Xدر  {��}هر دنباله همگراي ضعیف  

��� ��� 
�®�

‖�� − �‖ < ��� ��� 
�®�

 

‖�� − �‖                                                  

�براي هر  ∈ X  و� ≠ � .  

  

                                                             
٤ Opial 
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T:نگاشت  17.1.1تعریف  → X را نیم بسته در صفر گوییم، هرگاه براي هر دنباله{��}    

   :، داشته باشیمکه به صفر همگراست{��T}همگرا است و دنباله � که به طور ضعیف به   در

T� =∘ 

  را نسبتاً فشرده گویند،اگر بستار آن فشرده Xاز فضاي نرم دار  زیر مجموعه ي  18.1.1تعریف

داشته  X،زیردنباله اي همگرا در  نسبتاً فشرده است هرگاه هر دنباله در  به عبارت دیگر. باشد 

  .باشد

  هر محدب نامیده می شود اگر براي  Xاز فضاي نرم دار  Cزیرمجموعه ي  19.1.1تعریف

 �, � ∈ C  وλ ∈ [∘ �λداشته باشیم  [1, + (1 − λ)� ∈ C .  

  

فشرده ي  ،هر زیر مجموعه ي محدب و بسته از یک مجموعه ي فشرده ي ضعیف  3.1.1قضیه 

  . ضعیف است

  .رجوع کنید] 40[به مرجع :اثبات 

    .باشد X یک زیر مجموعه ي محدب از فضاي برداري نرم دار فرض کنید  4.1.1قضیه

  .بسته است اگر وتنها اگر به طور ضعیف بسته باشد

  .کنیدرجوع ] 40[به مرجع  :اثبات
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  . ،کراندار است Xهر زیر مجموعه ي فشرده ي ضعیف از فضاي باناخ  5.1.1قضیه

  . رجوع کنید] 40[به مرجع  :اثبات

را فشرده ي ضعیف موضعی گوییم ، هرگاه هر زیر مجموعه ي  مجموعه ناتهی 20.1.1تعریف

  .فشرده ي ضعیف باشد محدب ، بسته و کراندار  

�به طور ضعیف به   ��اگر.باشد Xدنباله اي در فضاي باناخ {��}فرض کنید  6.1.1قضیه ∈ X   

‖�‖کراندار است و {��}همگرا باشد،آنگاه ≤ ��� ���
�®�

 

                  

‖��‖ .  

  . رجوع کنید] 40[به مرجع : اثبات

  زیرمجموعه اي از آن باشد، یک فضاي باناخ و  Xاگر ) 5شمولیان-ابرلین(7.1.1قضیه

  :هاي زیر معادلندگزاره 

 .زیر دنباله اي به طور ضعیف همگرا دارد هر دنباله از عناصر  )1

 .ه ي حدي ضعیف داردطیک نق هر دنباله از عناصر  )2

3(  به طور ضعیف فشرده است. 

  .رجوع کنید ]41[به مرجع :اثبات

  

  

                                                             
٥ Eberlein-Smulian 
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�باشد و نقطه ي  Xزیر مجموعه اي ازفضاي نرم دار   فرض کنید 21.1.1تعریف ∈ X  بیرون  

  قرار دشته باشد به مجموعه ي از مجموعه ي

 ��(�) = {� ∈ : ‖� − �‖ = ����(�,)} 

� نقطه ي 6موعه بهترین تقریبمج ∈ X می گوییم  که در آن  

����(�,) = ��� {‖� − �‖: y ∈ }                                                       

� در تعریف بالا اگر  ∈   باشد آنگاه ��(�) =   .می باشد {�}

 (�)�� مجموعه اي محدب باشد، آنگاه بسته است و اگر  (�)�� مجموعه ي 8.1.1قضیه

  .محدب است

اکنون با توجه به تعریف .همگرا است Xدر  ∘�باشد که به (�)�� دنباله اي در {��}فرض کنید :اثبات

∘�و این که نرم تابعی پیوسته است،(�)��  ∈   .بسته است(�)�� در نتیجه   (�)�� 

بیش از یک (�)�� فرض کنید .تهی یا داراي یک عضو باشد،مجموعه اي محدب است(�)�� اگر 

δ عضو داشته باشد و قرار دهید  = ����(�, �)    

,�بنا به تعریف براي هر  � ∈   داریم (�)�� 

‖� − �‖ = ‖� − �‖ = δ 

�نشان می دهیم که براي هر  ∈ [∘   :داریم [1,

� = �� + (1 − �)� ∈  ��(�) 

                                                             
٦ best approximation 
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�در واقع،از آنجا که  ∈ X   پس داریم‖� − �‖ ≥ δ .  

  همچنین داریم

‖� − �‖ = ��(� − �) + (1 − �)(� − �)� 

≤ �‖� − �‖ + (1 − �)‖� − �‖                                                        

= �δ + �1 − �� δ = δ                                                                       

�‖بنابراین  − �‖ = δ .در نتیجه� ∈ ,�و از آنجا که  . (�)��  � ∈   دلخواه بود لذا  (�)�� 

  .محدب است(�)�� ثابت می شود 

:I باشد ، Xزیر مجموعه اي ازفضاي نرم دار   Cفرض کنید 22.1.1تعریف C → C و نقطه ي  

 � ∈ X بیرون از مجموعه ي Cمجموعه ي . قرار دشته باشد��
�   را به صورت زیر تعریف می کنیم (�)

��
� (�) = {� ∈ C: I� ∈  ��(�)} 

q براي C مجموعه ي  23.1.1تعریف ∈ C   راq- گوییم اگربراي هر 7ستاره گون � ∈ C    

,q]مجموعه ي  �] = {(1 − λ)q + λ�:∘≤ λ ≤   .باشد Cداخل  {1

                                           

:T فرض کنید ) 8اصل انقباض باناخ(9.1.1قضیه C → C روي فضاي  �یک نگاشت انقباضی با عامل

,�Χمتریک کامل   .یک نقطه ي ثابت یکتا دارد Tباشد،آنگاه ��

                                                             
٧ starshaped 


