
چͺیده
سعید نام: کمالوندیان خانوادگͬ: نام

مثلث به بازگشت پایان�نامه: عنوان

نامداری مهرداد دکتر مشاور: استاد شهنͬ�کرمزاده امیدعلͬ دکتر راهنما: استاد

ریاضͬ آموزش گرایش: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده: اهواز چمران شهید دانشͽاه تحصیل: محل

٩٠ صفحات: تعداد ٨٩/٠۶/٣٠ التحصیلͬ: فارغ تاریخ

داخلͬ محاطͬ دایره همزاویه�ای، مزدوج ميانه�ها، مثلث مثلث، مراکز ثقل، مرکز کلیدی: واژه�های

متقارب. سواهای مثلث، خارجͬ محاطͬ دوایر مثلث،

درس، این صحیح تدریس عدم هندسه به آموزان دانش علاقمندی کاهش دلایل از ͬͺی چͺیده:

هندسͬ اشͺال رسم در خطا اثر در که مͬ�باشد نادرست اثبات�های از بعضͬ وجود مخصوصا

را مͬ�آید بدست اشͺال اینگونه از که نادرستͬ نتایج ابتدا نامه پایان این در مͬ�آید. وجود به

نتیجه شͺل، در شده اعمال خطای دادن نشان با ادامه در و مͬ�کنیم اثبات ریاضͬ استدلال با

با اینجا در که مثلث مراکز از برخͬ به هچنین مͬ�کنیم. ثابت را صحیح نتیجه و رد را نادرست

ثابت را هستند مهم�تر که ازآنها برخͬ و داشت خواهیم اشاره�ای اند شده رسم هندسͬ نرم�افزار

جلب ميانه�ها بالاخص و مثلث در متقارب سوایی خطوط به را خود توجه درادامه مͬ�کنیم.

تشͺیل همان که ميانه�ها، بفرد منحصر ویژگͬ آنالیزی، و هندسͬ مختلف روشهای با و مͬ�کنیم

مثال همچنین و مͬ�کنیم ثابت نااقلیدسͬ و اقلیدسͬ های هندسه در را است، ميانه�ها‘ ’مثلث

در و مͬ�دهیم. ارائه دهند، تشͺیل مثلث نمͬ�توانند ارتفاع�ها و نیمسازها مͬ�دهد نشان که نقضͬ

متقارب سوایی خطوط از ͷهیچ�ی میانه�ها، از غیر که مͬ�کنیم ثابت قضیه�ای بیان با نیز آخر فصل

دهند. مثلث ͷی تشͺیل نمͬ�توانند مثلث، در
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پیشͽفتار

که داد، سر را مثلث" بر مرگ و اقلیدس بر "لعنت معروف شعار دیودونه ژان�پل ١٩۵٨ سال در

جمله از کشورها بیشتر در که شد باعث امر همین و کردند تکرار را آن زیادی ریاضͬ�دانان متاسفانه

کشورهایی تنها شود. کاسته چشم�گیری بطور دبیرستان در تدریس هندسͬ مطالب حجم از ایران،

نشدند. شعار این تسلیم دیͽر کشور چند و ایتالیا و هلند سابق، شوروی نظیر

مشخص کاملا آنها اعضای که بودند فرانسوی ریاضͬ�دانان از گروهͬ که ١ها بورباکͬ� زمینه همین در

نیز مسیر این در که کنند. تعیین خود ابتکار و دلخواه به را ریاضیات مسیر داشتند، قصد و نبودند

خودداری خود، نوشته�های و کتاب�ها در نمودار و شͺل بͺاربردن آنهااز شدند. موفق نیز اندازه�ای تا

بودند. مخالف آن ͷکلاسی به�شͺل اقلیدسͬ هندسه با چون مͬ�کردند،

اشتباه اثبات به را ما است ممͺن هندسه در نمودارها، و اشͺال كه بودند معتقد بورباکͬ�ها

مͬ�دانستند. مناسب�تر را تحليلͬ هندسه و جبرخطͬ روشهای كلام، يك در و كنند هدايت

جرات هرکسͬ بودند، جهان اول طراز ریاضͬ�دانان از همه بورباکͬ� گروه زمان آن در چون متاسفانه

دبیرستان، در که بودند ریاضͬ�دانانͬ بورباکͬ�ها خود که است ذکر به لازم نداشت. مخالفت ابراز

بودند. خوانده هندسه فراوان

انسان�ها تفاوت مانند دو اين تفاوت مͬ�گوید: اَتیا مایͺل سر جبر، یا است بهتر هندسه اینکه مورد در

هردو و هستند رياضͬ دو هر جبر و هندسه است. دو اين بودن انسان مهم است. بودن زن و مرد در

ديͽری جای به�تنهايی نمͬ�تواند هيچͺدام و وابسته�اند نيز همديͽر به خيلͬ و هستند خوب خيلͬ هم

ریاضͬ�دان كاكستر٢ مانند شخصͬ مدرسه، در هندسه از غفلت سالهای اين در خوشبختانه بͽيرد. را

١Bourbaki
٢Coxeter



٧ پیشͽفتار

دانشͽاه در ( پرينستون در سال ٢ بجز ) را، خود كاری سالهای تمام و كرد عمر سال ٩۶ كه انگليسͬ

كارهايش ادامه� كه هندسه در او تحقيقات و نگه�داشت زنده را هندسه به�تنهايی گذرانيد، كانادا تورنتو

كاربرد ميͺروبيولوژی و ابرريسمان نظريه در كاكستر، گروههای شد، باعث بود، اقليدسͬ هندسه� در

مͬ�برند. نام هندسه دهنده نجات به�عنوان كاكستر از خيلͬ�ها كند. پيدا اساسͬ

باشد خوب كه نيست دبيرستان در رياضیات از شاخه يك تنها هندسه گفت: مͬ�توان جمله ͷی در

كسͬ هر لازمه كه را رياضͬ تفكر شك، بدون بلͺه باشد نداشته يا باشد داشته كاربرد باشد، بد يا

خود در هندسه كاربرد ديͽر به�عبارت مͬ�آموزد. فرد به كند دنبال را رياضͬ مͬ�خواهد كه است

است. اساسͬ رياضیات



١ فصل

هندسه در خطا

مͬ�شود حاصل نامعقولͬ نتایج دست با اشͺال کشیدن از که، مͬ�کنیم اشاره نمونه� دو به فصل این در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را آنها و

اول نمونه ١.١

اند. همنهشت هم با منفرجه و قائمه زوایای قضیه:

به�نحوی�که مͬ�کنیم، رسم BCرا ′ Bپاره�خط نقطه از باشد. �ABCDمستطیل فرضکنید اثبات:

را DC ′ عمودمنصف ، AB عمودمنصف کنید فرض باشد. منفرجه ∠ABC ′ و BC ′ = BC

. (١.١ شͺل باشد( AB زیر X اگر کند. قطع X در

مستطیل از خارج X :١.١ شͺل



٩ اول نمونه ١.١

داریم: (ض�ض�ض) بنابر

.∠DAX = ∠C ′BX بنابراین . △AXD ∼= △BXC ′

بدست تفریق با و ∠EAX = ∠EBX و △EAX ∼= △EBX (ض�ض�ض) بنابه همچنین

�. ∠DAE = ∠C ′BE مͬ�آوریم

و ∠DAX = ∠C ′BX داریم قبل مانند دقیقا باشد. AB بالای X اگر

�. ∠DAE = ∠C ′BE داریم تساوی طرف دو کردن جمع با ∠EAX = ∠EBX

کنید. نگاه (٢.١ (شͺل به

مستطیل داخل X :٢.١ شͺل

مͬ�شود؟ تناقض این موجب اشتباهͬ چه

اند. نادرست بالا نتایج که مͬ�کنیم ثابت ابتدا در

هست. نیز DC عمودمنصف EX پاره�خط امتداد حالت، دو هر در اثبات:

. XC = XD = XC ′ بنابراین

فرض خلاف که ∠XBC = ∠XBC ′ و △XCB ∼= △XC ′B (ض�ض�ض) بنابر پس

است.�

همواره XC ′B مثلث و AB زیر X نقطه که دید خواهیم کنیم رسم دقت به را شͺل اگر حال

BC ′ ضلع اگر یعنͬ گرفت. خواهد قرار B راس راست سمت XC ′ ضلع که بود خواهد بͽونه�ای

(٣.١ (شͺل کرد. خواهد قطع X از بالاتر نقطه�ای در را مذکور عمودمنصف�های دهیم، امتداد را



١٠ دوم نمونه ٢.١

:٣.١ شͺل

دوم نمونه ٢.١

است. متساوی�الاضلاع دلخواه، مثلث هر قضیه:

روبروی ، BC ضلع عمودمنصف و A دلخوه زاويه نيمساز است. شده داده ABC مثلث اثبات:

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را خط دو اين مختلف حالات و مͬ�کنیم رسم را ∠A

حالت، دو هر در هستند. ͬͺي يا و يͺديͽرند موازی منصفBCيا A∠وعمود نيمساز : حالت(١)

متساوی�الساقین مثلث بنابراين، و است ارتفاع تعريف، بنا�بر و است BC بر عمود ∠A نيمساز

است.�

را يͺديͽر پس منطبق. نه و باشند موازی نه BC عمودمنصف A∠و نيمساز مͬ�کنيم فرض اکنون

آيد: پيش است ممͺن حالت سه و مͬ�کنند قطع D نقطه ͷي در درست

شود. واقع مثلث درون D : (٢) حالت

مثلث درون D نقطه :۴.١ شͺل



١١ دوم نمونه ٢.١

وصل C و B رئوس به D از و مͬ�کنيم رسم AC بر عمود را DF و AB بر عمود را DE

اند. همنهشت زاویه، ͷی و وتر بنابر ADE و ADF الزاویه قائم مثلث دو حالت این در مͬ�کنيم.

ͷی و وتر بنابه CDF و BDE الزاویه قائم مثلث دو که مͬ�شود نتیجه آن از .DE = DF لذا

داریم: بنابراین اند. همنهشت ضلع

AE + EB = AF + FC =⇒ AB = AC.

است.� متساوی�الساقین △ABC یعنͬ این و

شود. واقع ضلع روی D : (٣) حالت

BC ضلع روی D نقطه :۵.١ شͺل

شود. واقع مثلث از بيرون D : (۴) حالت

مثلث از خارج D نقطه :۶.١ شͺل



١٢ دوم نمونه ٢.١

است: صادق (۴) و (٣) حالت�های در زیر برهان (۶.١) و (۵.١) شͺلهای به توجه با

DA ∼= DA يͷفاصله�اند. به زاويه ضلع دو از نيمساز، بر واقع نقطه�های همه که DEزيرا ∼= DF

انطباق قابل اقليدسͬ قضيه بنابر △ADE ∼= △ADF بنابراين قائمه�اند. ∠DFA و ∠DEA و

عمودمنصف نقاط همه که زيرا . DB ∼= DC اما . AF ∼= AE پس ساق. و وتر ͷي بودن

∠DFC و ∠DEB و DE ∼= DF همچنين فاصله�اند. ͷي به پاره�خط سر دو از پاره�خط ͷي

لذا است. انطباق قابل △DFC با △DEB ساق، ͷي و وتر حالت بنابر بنابراين، قائمه�اند.

مͬ�شود نتيجه تفريق راه از (۴) حالت در و جمع راه از (٣) حالت� در آنها از .FC ∼= EB

است.� متساوی�الساقين مثلث، پس .AB ∼= AC

نشان روبرويش عمودمنصفضلع و مثلث دلخواه زوايای از ͬͺي نيمساز رسم از استفاده با نتيجه در

است. متساوی�الاضلاع نتیجه در و متساوی�الساقين دلخواه مثلث هر که دادیم

در نيست، کم نیز تعدادشان که اينگونه مسائل آيا کجاست؟ در کار خطای که است اين سوال حال

D که ديد خواهيم کنیم، رسم به�دقت را شͺل اگر واقع در ندارند؟ تاثيری هندسه کردن اعتبار کم

بر ديͽری و مثلث ضلع روی F يا E نقاط از ͬͺي که شد خواهد واقع به�گونه�ای و مثلث از خارج

گرفت. خواهند قرار مثلث ضلع امتداد

. ( ٧.١ شͺل ) دارد. قرار محيطͬ دایره روی دقيقا D نقطه که مͬ�کنیم ثابت به�علاوه

برابری از کند. قطع D مانند نقطه�ای در را محیطͬ دایره تا مͬ�کنیم رسم را A زاویه نیمساز اثبات:

BC ضلع عمودمنصف روی D یعنͬ این و BD = DC مͬ�شود نتیجه DC و BD کمان�های

دارد.� قرار

و E نقاط یعنͬ ، D نقطه مͬ�کنیم.) استفاده پادک کلمه از قائم تصویر بجای اینجا (در پادکهای

مͬ�کنیم. ثابت را سیمسون خط وجود دارند. قرار سیمسون١ خط به موسوم خط، ͷی روی F و H

به H از حال مͬ�کنیم. مشخص را D۴ و D٣ ، D٢ ، D١ زوایای ، (٧.١) شͺل به توجه با اثبات:

، D و C و F نقطه سه از اکنون مͬ�نامیم. H٢ و H١ را حاصل زوایای و مͬ�کنیم وصل E و F

کنید. نگاه (٧.١) شͺل به مͬ�دهیم. عبور دایره ͷی نیز D و B و E نقاط از و دایره ͷی

١Simson line



١٣ دوم نمونه ٢.١

:٧.١ شͺل

بر واقع نقطه�ای D طرفͬ از DB = DC لذا، است BC عمودمنصف روی نقطه�ای D چون

و △DFC ∼= △DEB ضلع ͷی و وتر بنابر نتیجه در DE = DF پس، است ∠A نیمساز

هستند. FC
⌢

روبروی محاطͬ زوایای ∠H١ و ∠D١ اما . ∠D١ = ∠D۴ لذا

. ∠D۴ = ١
٢EB

⌢

= ∠H٢ ترتیب به�همین و ∠D١ = ١
٢FC

⌢

= ∠H١ داریم لذا

عبور سیمسون خط از و بوده همراستا F و H و E مͬ�دهد نشان که ، ∠H١ = ∠H٢ نهایت در

� مͬ�کنند.



٢ فصل

نرم�افزار و هندسه

Cabri قبیل از نرم�افزارهایی توسط هندسͬ، ساختارهای ترسیم قابلیت� به توجه با اخیر سالهای در

است. شده پیش از بیش مثلث هندسه� به علاقه�مندی� ، Geometer,s sketchpad و

تعدادی معرفͬ و خطوط همزاویه�ای، مزدوج بازتاب، به مربوط نکات و مطالب رئوس فصل این در

نتایج از برخͬ مͬ�کنیم. بیان را سه درجه خم�های و مثلثͬ مخروطͬ مقاطع و مثلثͬ جالب مراکز از

مͬ�دهیم. قرار مدنظر است، شده تهیه نرم�افزار توسط شͺل�هایشان که را جالب

انجام با و کشف نرم�افزارها همین توسط مͬ�توان را مثلث هندسه در نتایج از زیادی تعداد مثلا

استفاده با نتایج همه� اما مͬ�کنیم، ثابت را مهم نتیجه چند اینجا در اگرچه کرد. اثبات محاسبات

نرم�افزار از استفاده با اشͺال فصل، این در مͬ�شوند. تایید جرمͬ مرکز مختصات محاسبات از

آید. بدست بیشتری نتایج تا شده رسم کامپیوتری

و Geometer,s sketchpad در که پنچ-نقطه-مخروط دستور با مقاله، این مخروطͬ مقاطع

بحث مورد جزییاتش با قائم هذلولͬ ͷی مرکز مͺان شده�اند. ساخته است، استفاده قابل Cabri

که مͬ�دهیم ارائه را پرگار و خط�کش بوسیله اشͺال رسم از مثال�هایی همچنین گرفت. خواهد قرار

گیرند. قرار نرم�افزارها این (efficient tools) کارآمد ابزار قسمت در مͬ�توانند



١۵ مثلث جالب مراکز از برخͬ ١.٢

مثلث جالب مراکز از برخͬ ١.٢

مثلث ͷکلاسی مراکز ١.١.٢

محاطͬ دایره� مرکز و تعامد مرکز محیطͬ، دایره� مرکز مرکزثقل، مثلث، مراکز شناخته�شده�ترین مسلما

و ارتفاع�ها ها، عمودمنصف میانه�ها، تلاقͬ محل به�ترتیب نقاط این از ͷهری هستند. مثلث داخلͬ

هستند. مثلث درونͬ زوایای نیمسازهای

OA خطوط که کنید توجه مͬ�دهد. نشان را H تعامد مرکز و O محیطͬ�، دایره� مرکز (١.٢) شͺل

نیز HC ، OC و HB ، OB برای متشابها هستند؛ همزاویه AC و AB اضلاع به نسبت HA و

است. این�چنین

(O)ͬمحیط دایره� مراکز و (H)تعامد مرکز :١.٢ شͺل

مثلث مماسͬ دوایر ٢.١.٢

عدد چهار باشند. مماس ABC مثلث ضلع سه از ͷهری با که هستند دوایری مثلث، مماسͬ دوایر

با داخلͬ محاطͬ دایره� خارجͬ. محاطͬ دایره� سه و داخلͬ محاطͬ دایره� دارد. وجود دوایر این از

است. مماس BC و CA و AB ضلع سه هر

نشان را Ge گرگون١، نقطه� همچنین و است داخلͬ محاطͬ دایره مرکز که I نقطه� ،(٢.٢) شͺل

مͬ�دهد.

با داخلͬ محاطͬ دایره� تماس نقطه به را راس هر که است سوایی خطوط تلاقͬ محل گرگون نقطه

١Gergonne



١۶ مثلث جالب مراکز از برخͬ ١.٢

مͬ�کند. وصل راس، آن به روبرو ضلع

مͬ�کنیم. بیان را سوا قضیه� ابتدا کار این برای دارد. وجود گرگون نقطه� که مͬ�دهیم نشان

، BC اضلاع روی به�ترتیب C ′ و B′ و A′ نقاط ، ABC مثلث در که کنید فرض قضیه(سوا):

اگروتنهااگر: متقاربند CC ′ و BB′ و AA′ دارند. قرار AB و CA

AC ′

C ′B
× BA′

A′C
× CB′

B′A
= ١.

و AF = AE ، (٢.٢ (شͺل در که مͬ��کنیم توجه ابتدا گرگون، نقطه وجود اثبات برای حال

. CD = CE و BF = BD ترتیب به�همین

(I)ͬداخل محاطͬ دایره� مرکز و (Ge)گرگون نقطه� :٢.٢ شͺل

داشت: خواهیم لذا
AF

FB
× BD

DC
× CE

EA
= ١

نقطه� تقاربشان، نقطه� و متقاربند CF و BE و AD سوایی خطوط سوا، قضیه بنابر نتیجه در

دارد.� نام Ge گرگون

تلاقͬ نقطه� است. مماس دیͽر ضلع دو امتداد و مثلث ضلع ͷی با خارجͬ، محاطͬ دایره� ͷی

دایره� و CA با B خارجͬ محاطͬ دایره� ، BC با A خارجͬ محاطͬ دایره� تماس نقاط که خطوطͬ

دارد. نام Na ناجل٢، نقطه� مͬ�کند، وصل مقابلشان رئوس به را AB با C خارجͬ محاطͬ

کنید. نگاه (٣.٢) شͺل به

٢Nagel



١٧ مثلث جالب مراکز از برخͬ ١.٢

ناجل نقطه� و خارجͬ محاطͬ دوایر :٣.٢ شͺل

دارد. وجود ناجل نقطه� مͬ�کنیم ثابت

بر AA′′ و AA′ مماس دو A از چون بͽیریم. نظر در را Ia دایره� و A راس اگر (٣.٢) شͺل در

داریم: است، شده رسم Ia دایره

AA′ = AA′′ =⇒ AP + PB +BA′ = AN +NC + CA′′ (١)

داشت: خواهیم Ib و B برای همچنین

BB′ = BB′′ =⇒ BP + PA+ AB′ = BM +MC + CB′′ (٢)

Ia بر B نقطه� از پاره�خط هردو (چون بنویسیم را BM ، BA′ بجا�ی مͬ�توان (١) رابطه�ی در

بنویسیم. را CM ، CA′′ بجای و مماسند)



١٨ مثلث جالب مراکز از برخͬ ١.٢

بنویسیم. را CN ، CB′′ وبجای AN ، AB′ بجا�ی مͬ�توان نیز (٢) رابطه�ی در

نوشت: مͬ�توان جایͽذاری این با

AP + PB +BM = AN +NC + CM (٣)

BP + PA+ AN = BM +MC + CN (۴)

داریم: از(٣) (۴) رابطه�ی کردن کم با

BM − AN = AN −BM =⇒ AN = BM

است، برقرار سوا قضیه بنابراین ، PB = CN و AP = MC داشت خواهیم روند همین تکرار با

داریم: یعنͬ

AP

PB
× BM

MC
× CN

NA
= ١

است.� ناجل نقطه� ، CP و BN و AM همرسͬ نقطه�

ثقل مرکز شبه ٣.١.٢

و متقاربند مثلث هر ميانه�های شبه گویند. ميانه�‘ ’شبه راس همان نیمساز به نسبت را میانه هر قرینه

مͬ��دهیم. نشان K با را آن که دارد. نام ثقل�‘ مرکز ’شبه آنها تقارب نقطه

دارد. زیادی جذاب ویژگͬ�های و است G مرکزثقل همزاویه�ای مزدوج K واقع در

ثقل مرکز شبه همان AH ارتفاع وسط نقطه ، A قائمه راس با قائم�الزاویه مثلث در که مͬ�دانیم مثلا



١٩ همزاویه�ای مزدوج ٢.٢

( مͬ�آید بدست ارتفاعات پای از آن رئوس که مثلثͬ ) ارتفاعیه مثلث اضلاع میانه�ها، شبه است.

نقطه سه در را محیطͬ دایره تا کنیم وصل ثقل مرکز شبه به مثلث رئوس از اگر مͬ�کنند. نصف را

. ... و است اصلͬ مثلث ثقل مرکز شبه همان جدید، نقطه سه این ثقل مرکز شبه کند، قطع

است. ناجل نقطه همان ثقل مرکز شبه که داد نشان مͬ��توان بسادگͬ همچنین

بیشتر اطلاعات برای است. نامیده مدرن" هندسه��� تاج "یاقوت را آن [۵٣ صفحه ،١١] در هانسبرگر

کنید. رجوع [٢۴] به

همزاویه�ای مزدوج ٢.٢

بͽیرید. نظر در AB و CA ، BC اضلاع به نسبت Pc و Pb و Pa قرینه�های با را P مانند نقطه�ای

دیͽر به�عبارت باشد، A زاویه نیمساز به نسبت AP با متساوی�الزاویه خط روی نقطه ͷی Q گیریم

کنید. (۴.٢)نگاه شͺل به هستند. متقارن BAC زاویه نیمساز به نسبت AP و AQ خطوط

:۴.٢ شͺل

همنهشت�اند. AQPc و AQPb مثلث�های مͬ�دهیم نشان

A زاویه نیمساز لذا مͬ�کند، عبور PPb وسط از AC و بوده متساوی�الساقین APPb مثلث اثبات:

نتیجه در ∠PAC = ∠QAB داریم ازطرفͬ ∠PAC = ∠CAPb بنابراین است،

∠CAPb = ∠QAB (۵)

در ∠QAC = ∠PAB همچنین و ∠PAB = ∠BAPc داریم قبل همانند PAPc مثلث در



٢٠ همزاویه�ای مزدوج ٢.٢

نتیجه

∠QAC = ∠BAPc (۶)

داریم (۶) و (۵) روابط کردن جمع با

∠QAB + ∠BAPc = ∠QAC + ∠CAPb

�.△QAPc
∼= △QAPb داریم (ض�ز�ض) بنابر پس . ∠QAPc = ∠QAPb یعنͬ

دارد، قرار BP با متساوی�الزاویه خط روی که نقطه�ای هر مشابه، استدلال با .QPb = QPc لذا

متساوی�الزاویه خط دو تلاقͬ نقطه که P ∗ تقاطع نقطه نتیجه در است. فاصله ͷی به Pa و Pc از

خط روی P ∗ براین علاوه است. فاصله ͷی به Pc و Pb ، Pa از است، BP و AP خطوط با

نقطه این مͬ�نامیم. P همزاویه�ای مزدوج را P ∗ دلیل همین به دارد. قرار CP با متساوی�الزاویه

کنید. نگاه (۵.٢) شͺل به است. P بازتاب�های دایره مرکز

:۵.٢ شͺل

شͺل در چون هستند، همنهشت P ∗ و P بازتاب�های دوایر به�علاوه . (P ∗)∗ = P بوضوح

متساوی�الساقین ذوزنقه بنابراین است. متقارن BC ضلع به نسبت PP ∗P ∗
aPa ذوزنقه�ی (۶.٢)

این مͬ�دهد نشان که برابرند، P ∗ و P بازتاب�های دوایر شعاع�های یعنͬ . PP ∗
a = P ∗Pa و بوده

همنهشت�اند. دوایر

را آن که شده�اند. واقع PP ∗ میانͬ نقطه� مرکز با دایره�ای روی همه اضلاع، روی P ∗ و P پادکهای

مͬ�نامیم. P ∗ و P مشترک پادکͬ دایره�


