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 تشکر وقدر دانی     

  ست.ا جاودان و لایزال ابتدایش بی وازلیت  م که ذات لایزال ازلی استار ز سپاش وستایش می گ  ،عظمت پروردگاربه درگاي کبریا و                         

 حمد و ثىای بی پایان ما سساوار تو است وایه تویی که حمد وثىای ازلی وابدی را سساواری . الهی !

د پشتیبان و همراي نه بودن، یه رايمی دانم از زحمات عزیزانی  که همیشً در ا لازم برخود، ر  تویق  کب  دانش را به نه داداکنون که خدای بز                  

 .نماری ک ز سپاسگ 

  ،کنم.همچنیه از اساتید گرامی  اری میز سپاسگ  ،شان بدرقه راهم بودي وهبتاز پدر و مادرم که همیشً مشوق  نه بودند ودعای خیر                  

، مسیر را برایم هموار کردندیه دکتر ورسه ای که با علم واسع خود اوگیسي ادامه ریاضیات را برای نه فراهم کردند و دکتر صمیمی که با راهنمایی های خود ا    

 خواستارم .ان تىدرستی و تویق  روزافزون  کنم واز خدای بزر  برای ایه عزیز اری میز سپاسگ 
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 ثبقٙس. اٌط بی تهبزفی ٌٛؾیٗ ایؿتبی اؾتب٘ساضزطٞیه ز٘جبِٝ اظ ٔتغی         فطو وٙیس          

        (        )،     ∑   
 
ثیبٍ٘ط     ،        ٚ (  )    √    ،     

 ثطای یمیٗ  ٞسف ٔب ثطضؾی ٚ ُٔبِؼٝ لًیٝ حس ٔطوعی ثٝ َٛض لطیت ثٝ  ثبقٙس، حبثت ٞبی ثٝ ٞٙجبض ؾبظ 

⁄      (      )  *ز٘جبِٝ   (        )      تحت قطایُی ذبل ضٚی تبثغ وٛاضیب٘ؽ  +

 اؾت.

 

 

 

 

 

 

 ٞبی ٌٛؾیٗ، لًیٝ حس ٔطوعی ثٝ َٛض لطیت ثٝ یمیٗ. ، ز٘جبِٝجٕغ جعئیوّیس ٚاغٜ : 
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 ٔمسٔٝ

ض ػّْٛ زیٍط ٔی ثبقس. وبضثطز ٞبی ظیبزی ز ٞبی ٘ظطیٝ احتٕبَ ٚ آٔبض اؾت ٚزاضایتطیٗ لًیٟٝٔٓلًیٝ حس ٔطوعی یىی اظ    

 وٝ ٞط یه زاضای وبضثطز ذبنی اؾت. ٌٛ٘بٌٛ٘ی اظ ایٗ لًیٝ اضایٝ قسٜ، ٞبیثب تلاـ زا٘كٕٙساٖ حبِت

لًیٝ حس ٔطوعی ثٝ َٛض لطیت ثٝ یمیٗ ٘ٛع زیٍطی اظ ایٗ لًیٝ اؾت وٝ ثطضؾی آٖ زض قطایٍ ٌٛ٘بٌٖٛ اظ ٔٛيٛػبت         

 .ٔٛضز تٛجٝ ثؿیبضی اظ احتٕبَ زا٘بٖ اؾت

٘ىبتی اظ آ٘بِیع حمیمی آٚضزٜ قسٜ اؾت. زض فهُ زْٚ ُٔبِجی  ای ؾٝ فهُ انّی اؾت. زض فهُ ٘رؿت،٘بٔٝ زاضایٗ پبیبٖ       

 اظ ٔجب٘ی احتٕبَ ٌٙجب٘سٜ قسٜ اؾت.

زض اثتسای فهُ ؾْٛ ُٔبِجی تحت ػٙٛاٖ پیكٙیبظ فهُ آٚضزٜ قسٜ اؾت وٝ ثٝ ذٛا٘ٙسٜ وٕه ظیبزی ثطای زضن ُٔبِت       

 سی ٔی ٕ٘بیس.ثؼ

ٞبی ٌٛؾیٗ یٕب ٚجٕغ ز٘جبِٝزض لؿٕت زْٚ فهُ ؾْٛ لًیٝ حس ٔطوعی ثٝ َٛض لطیت یمیٗ ثطای حبِت تٛاْ ٔبوع          

 ثیبٖ ٚ احجبت ٔی قٛز. ایؿتب،

 ٕٞچٙیٗ ثطای احجبت ایٗ لًیٝ ؾٝ ِٓ وٕىی ثیبٖ ٚ احجبت ٔی قٛز وٝ زض احجبت لًیٝ انّی وبضثطزٞبی ظیبزی              

 زاض٘س.
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 فًبی ا٘ساظٜ  1-1

 ثبقس تؼطیف ٔی وٙیٓ Xٞبی ای ٘بتٟی اظ ظیط ٔجٕٛػٝزؾتٝ 𝒞 ای ٘بتٟی ٚٔجٕٛػٝ X: فطو وٙیس 1-1-1تؼطیف 

1  )𝒞  ( ٔی ٌٛییٓ اٌط  )زض   ٞبی ٘یٓ حّمٝ اظ ظیط ٔجٕٛػٝضا یه𝒞 ٙبٞی ثؿتٝ ٚ تفبيُ ٞط زٚ ػًٛ ٞبی ٔتتحت اقتطان

𝒞  ثطاثط ثب اجتٕبػی ٔتٙبٞی اظ اػًبی زٚ ثٝ زٚ ٔجعای𝒞 .ثبقس 

2 )𝒞  ضا یه ٘یٓ ٔیساٖ ٔی ٌٛییٓ اٌط𝒞 ٞبی ٔتٙبٞی ثؿتٝ ٚ ٔىُٕ ٞط ػًٛ ثطاثط ثب اجتٕبػی ٔتٙبٞی اظ اػًبی تحت اقتطان

 ثبقٙس. 𝒞زٚ ثٝ زٚ ٔجعای 

3 )𝒞  ضا یهζ- ٌط ٔیساٖ ٔی ٌٛییٓ ا𝒞 ٞبی قٕبضـ پصیط ٚ ٔىُٕ ثؿتٝ ثبقس. تحت اجتٕبع 

 ای ٔی ٘بٔیٓ.ٞب ثبقس، یه تبثغ ٔجٕٛػٝٔجٕٛػٝ ای اظتبثؼی ضا وٝ زأٙٝ آٖ زؾتٝ :2-1-1تؼطیف 

 𝒞ثب زأٙٝ  μ( تبثؼی ٔب٘ٙس 𝒞)زض  𝒞ٞب ثبقس، ٔٙظٛض اظ یه ا٘ساظٜ ضٚی جٕٛػٝای ٘بتٟی اظ ٔزؾتٝ 𝒞: فطو وٙیس 3-1-1تؼطیف 

  𝒞  چٙبٖ وٝ ثطای ٞط  اؾت،

   ( )    

⋃)ثبقس ٚ  𝒞زٚ ثٝ زٚ ٔجعای  ای )ٔتٙبٞی یب ٘بٔتٙبٞی( اظ اػًبیز٘جبِٝ +      *ٚ ٞطٌبٜ         
 
   )   𝒞 ٜآٍ٘ب 

μ(⋃  

 

   

)  ∑ (  )

 

   

 

ٔیساٖ  -ζثبقس. وٛچىتطیٗ )ثط حؿت ضاثُٝ قَٕٛ(   ٞبی ٕٛػٝای زِرٛاٜ اظ ظیط ٔجزؾتٝ 𝒞: فطو وٙیس 1-1-1ٔلاحظٝ  

٘كبٖ ٔی زٞیٓ، تٛجٝ ٔی وٙیٓ وٝ  ζ(𝒞)ٔی ٘بٔیٓ ٚ ثب  𝒞ٔیساٖ تِٛیس قسٜ تٛؾٍ  -ζضا   ٞبی اظ ظیط ٔجٕٛػٝ 𝒞قبُٔ 

ζ(𝒞)  ْاقتطان تٕبζ- ٖٞبی قبُٔ ٔیسا𝒞 .اؾت 

٘كبٖ ٔی زٞیٓ ٚ ٞط ػًٛ  𝔅ٔی ٌٛییٓ ٚ ثب ٕ٘بز  1ٔیساٖ ثٛضَ -ζضا  ℝ ٞب زضٔیساٖ تِٛیس قسٜ تٛؾٍ ثبظٜ -ζ: 4-1-1تؼطیف 

 ٔیساٖ ضا یه ٔجٕٛػٝ ثٛضَ ٔی ٌٛییٓ. -ζایٗ 

ثبقس،  𝒞ای ضٚی ا٘ساظٜ ی   و μٞبٔجٕٛػٝٔیساٖ( اظ ظیط  -δای )٘یٓ حّمٝ، ٘یٓ ٔیساٖ، ؾبظٜ 𝒞: فطو ٔی وٙیٓ 5-1-1تؼطیف 

( )𝒞،     μزض   ٞطٌبٜ ثطای ٞط  ٌٛییٓ،« ٔتٙبٞی» 𝒞ضا ضٚی  μا٘ساظٜ      

                                                           
1.borel 
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       ٚ«ζ- اظ اػًبی  +      *ای ٔب٘ٙس ٔی ٌٛییٓ، ٞطٌبٜ ز٘جبِٝ« ٔتٙبٞی𝒞  ٝٚجٛز زاقتٝ ثبقس چٙبٖ و

  ⋃   
 
(  )   ،nٚ ثطای ٞط         

ثبقس وٝ پٛقف قٕبضـ پصیطی ثطای   ٞبی ای اظ ظیط ٔجٕٛػٝ٘یٓ حّمٝ ℋ: فطو ٔی وٙیٓ )ا٘ساظٜ ذبضجی ( 6-1-1تؼطیف 

ا٘ساظٜ ذبضجی ثٝ نٛضت ظیط   اظ  Aثبقس. ثطای ظیط ٔجٕٛػٝ زِرٛاٜ  ℋیه ا٘ساظٜ ضٚی  μزاقتٝ ثبقس ٚ فطو ٔی وٙیٓ   

 تؼطیف ٔی قٛز

  ( )     {∑ (  )  

   

 {+      * پٛقكی اظ اػًبی زٚ ثٝ زٚ ٔجعای ℋ ثطای  اؾت

 : ثب تٛجٝ ثٝ تؼطیف ا٘ساظٜ ذبضجی زاضی2ٓ-1-1ٔلاحظٝ 

( )  ؛  ℋ  ( ثطای ٞط 1           ( ) 

 ثبقس آٍ٘بٜ  ٞبی ای زِرٛاٜ اظ ظیط ٔجٕٛػٝز٘جبِٝ    +  *( اٌط 2       

  (⋃  
   

)  ∑  (

   

  ) 

 زاقتٝ ثبقیٓ ℋزض  Iا٘ساظٜ پصیط ٔی ٌٛییٓ اٌط ثطای ٞط  ( )یب    ضا ٘ؿجت ثٝ  Xاظ  Aظیط ٔجٕٛػٝ 

 ( )    (   )    (   ) 

 زاضیٓ Xاظ  Bا٘ساظٜ پصیط ثبقس، آٍ٘بٜ ثطای ٞط ظیط ٔجٕٛػٝ زِرٛاٜ  Aاٌط 

  ( )    (   )    (   ) 

 ثبقس، ℋزض    ٔتٙبٞییه ا٘ساظٜ  X  ٚμٞبی اظ ظیط ٔجٕٛػٝای ٘یٓ حّمٝ ℋاٌط  :)ٌؿتطـ وبضاتئٛزٚضی( 1-1-1لًیٝ 

 زاضز. Xزض  ℋٔیساٖ  تِٛیس قسٜ تٛؾٍ  -ζٌؿتطـ یٍب٘ٝ ثٝ یه ا٘ساظٜ ضٚی  μآٍ٘بٜ 

 .- ,قٛز ثٝ  ضجٛع: ثطٞبٖ

ٔیساٖ  -ζ ا٘ساظٜ ََٛ )حجٓ( ثبقس، μ( ثبقس، ٞبٞب )جؼجٝی ثبظٜ٘یٓ حّمٝ ℝ (   ℝ ) ٚℋ  اٌط،  :7-1-1تؼطیف 

 ٔیساٖ ِجً ا٘ساظٜ ِجً ٘بٔیسٜ ٔی قٛز. -ζضٚی    ٘بٔیسٜ ٔی قٛز ٚ  1ٔیساٖ ِجً -ζٞبی ا٘ساظٜ پصیط ٔجٕٛػٝ

                                                           
1. Lebesgue 
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ٔیساٖ  -ζٔیساٖ ثٛضَ اؾت ثٝ َٛض ذبل ا٘ساظٜ ِجً یٍب٘ٝ ٌؿتطـ تبثغ ََٛ ثط  -ζٔیساٖ ِجً قبُٔ  -ζ: 3-1-1ٔلاحظٝ 

 ثٛضَ اؾت.

اظ ظیط  ، ٔیساٖ  -X  ٚζٔتكىُ اظ یه ٔجٕٛػٝ ٔب٘ٙس  (   )ساظٜ پصیط یه ظٚد ٔٙظٛض اظ یه فًبی ا٘: 8-1-1تؼطیف 

ػجبضت اؾت اظ « فًبی ا٘ساظٜ»ٔٙظٛض اظ یه  ٔی ٘بٔیٓ،« ساظٜ پصیطٔجٕٛػٝ ا٘»ضا یه   ٔی ثبقس. ٞط ػًٛ  Xٞبی ٔجٕٛػٝ

 اؾت.  اٖ ٔیس -ζیه ا٘ساظٜ ضٚی  μیه فًبی ا٘ساظٜ پصیط ٚ  (   )وٝ  (     )ؾٝ تبیی 

ٚ   ضا ا٘ساظٜ پصیط )٘جؿت ثٝ       فًبٞبی ا٘ساظٜ پصیط ثبقٙس.   (    )ٚ  (   )فطو ٔی وٙیٓ  :9-1-1تؼطیف 

(  )   ( ٔی ٌٛیٙس اٌط     .      ثطای ٞط    

ثٝ   ثبقس،  Xٔیساٖ ضٚی  -ζ یه   ؛ اٌط      ٞبی ٘بتٟی ثبقٙس ٚ ٔجٕٛػٝ X  ٚY: فطو وٙیس 4-1-1ٔلاحظٝ 

 اِمب ٔی وٙس Yٔیساٖ زض  -ζ،  نٛضت َجیؼی ٔتٙبظط ثب 

   {         (  )   } 

ضا ا٘ساظٜ پصیط ٔی وٙس،   اؾت وٝ  Yٔیساٖ زض  -ζتطیٗ( تطیٗ )ظطیفٝ ثسیٗ تطتیت تؼطیف ٔی قٛز، ثعضيو           

 ثبقس Yٔیساٖ زض  -ζ ،    ٕٞچٙیٗ اٌط 

  {   (  )      } 

 ضا ا٘ساظٜ پصیط ٔی وٙس.   اؾت وٝ  Xٔیساٖ زض  -ζتطیٗ( اؾت ٚ وٛچىتطیٗ )زضقت Xٔیساٖ زض  -ζیه 

 -تبثؼی ا٘ساظٜ      یه فًبی ا٘ساظٜ پصیط ٚ  (    )یه فًبی ا٘ساظٜ ٚ  (     )فطو وٙیس  :10-1-1تؼطیف 

 ثٙبٔیٓ ذٛاٞیٓ زاقت  اِمب ٔی قٛز وٝ اٌط آٖ ضا   ٚ   تٛؾٍ    ای ضٚی ثسیٗ تطتیت ثٝ نٛضت َجیؼی ا٘ساظٜصیط ثبقس، پ

 (  )   .   (  )/                               

 ا٘تٍطاَ ٘ؿجت ثٝ یه ا٘ساظٜ 1-2

٘كبٖ         یب    ضا ثب ػجبضت  Aی ٔجٕٛػٝ ثبقس تبثغ ٔكرهٝ  ٔیساٖ  -ζزِرٛاٜ اظ  ایٔجٕٛػٝ A: اٌط 1-2-1تؼطیف 

 ٔی زٞیٓ ٚ ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز

  ( )  {
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 ثبقس. : تبثغ ؾبزٜ ثٝ تبثؼی ثب زأٙٝ زِرٛاٜ ٚ ٔمبزیط حمیمی ٔی ٌٛییٓ وٝ تؼسازی ٔتٙبٞی ٔمساض زاقت2ٝ-2-1تؼطیف

ثبقس؛ ٔی تٛاٖ         ثب ٔمبزیط ٔتٕبیع  (     )تبثؼی ؾبزٜ ضٚی فًبی ا٘ساظٜ  θ: فطو ٔی وٙیٓ 1-2-1ٔلاحظٝ 

 ٘ٛقت

θ  ∑     

 

   

 

( )      *   وٝ زض آٖ         ؼبزَ اؾت ثب ایٙىٝ ٔ θٞب ٔجعا ٞؿتٙس، ا٘ساظٜ پصیطی    . ضٚقٗ اؾت وٝ  +   

 ا٘س(  ا٘ساظٜ پصیط٘س. )ٔتؼّك ثٝ    ٞبی ثٍٛییٓ ٔجٕٛػٝ

∞: ٔجٕٛع، تفبيُ، حبنًّطة تٛاثغ ؾبزٜ، ؾبزٜ اؾت. ثٝ قطٌ ایٙىٝ 2-2-1ٔلاحظٝ   پسیس ٘یبیس.   

 اؾت.ℝ: ٔجٕٛع تٛاثغ ؾبزٜ حمیمی ثب زأٙٝ ٔكتطن یه فًبی ثطزاضی ضٚی 3-2-1ٔلاحظٝ 

 ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز μ٘ؿجت ثٝ ا٘ساظٜ  θا٘تٍطاَ  :3-2-1تؼطیف 

∫    ∑   (  )

 

   

 

 

 

 (    )تؼطیف قسٜ اؾت تمطیجب ُٕٔئٗ ٕٞٝ جب   : ٌٛییٓ ذبنیتی وٝ ثطای تٕبْ اػًبی فًبی ا٘ساظٜ 4-2-1تؼطیف 

(almost everywhere) تٙس، ا٘ساظٜ پصیط ٚ زاضای ٔجٕٛػٝ ٘مبَی وٝ زاضای آٖ ذبنیت ٘یؿ ثطلطاض اؾت اٌط ٚتٟٙب اٌط 

 ی نفط ثبقٙس.ا٘ساظٜ

 تبثؼی ا٘ساظٜ پصیط ٚ ٘ب ٔٙفی ثبقس  یه فًبی ا٘ساظٜ ٚ  (     ): فطو وٙیس 5-2-1تؼطیف 

{  ؾبزٜ ٚ ٘بٔٙفی اؾت          ∫}       ∫

 

 

 

ٚ      + *ضا یه اتٓ ٔی ٌٛییٓ ٞطٌبٜ       یه فًبی ا٘ساظٜ ثبقس ٚ  (     ): فطو ٔی وٙیٓ 6-2-1تؼطیف 

 (* +)  ٔی ٘بٔیٓ. xی اتٓ ظٜضا ا٘سا (+ *) ٞٓ چٙیٗ  ،  

 ٔی ٌٛییٓ ٞطٌبٜ فبلس اتٓ ثبقس.« پیٛؾتٝ»ضا   یه فًبی ا٘ساظٜ ثبقس،  (     ): فطو وٙیس 7-2-1تؼطیف 
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ُّٔمبً       ضا ٘ؿجت ثٝ  𝒱ٞبی ضٚی آٖ ثبقٙس، ا٘ساظٜ ا٘ساظٜ   ٚ 𝒱ه فًبی ا٘ساظٜ پصیط ثبقس ی (   )اٌط  :8-2-1تؼطیف

𝒱پیٛؾتٝ ٔی ٌٛییٓ ٚ ثب ٕ٘بز   ، ثٝ َٛضی وٝ   ٔیساٖ  -ζاظ   ٘كبٖ ٔی زٞیٓ، اٌط ثطای ٞط ٔجٕٛػٝ ا٘ساظٜ پصیط    

μ( ) ( )𝒱    ،زاقتٝ ثبقیٓ      . 

𝒱ثبقس چٙبٖ وٝ    (    )ٞبیی ضٚی فًبی ا٘ساظٜ μ  ٚ𝒱فطو وٙیس  :()ضازٖٚ ٘یىٛزیٓ 1-2-1لًیٝ زض ایٗ نٛضت    

 زاضیٓ    ٚجٛز زاضز ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط  Xضٚی   ٔب٘ٙس   یه تبثغ ٘بٔٙفی ٚ ا٘ساظٜ پصیط ٘ؿجت ثٝ 

𝒱( )  ∫   

 

 

 

 پصیط زیٍطی ثب ایٗ ذبنیت ثبقس آٍ٘بٜتبثغ ا٘ساظٜ   یىتب اؾت ثٝ ایٗ ٔؼٙی وٝ اٌط تبثغ   تبثغ 

                                                        μ (    )                                                                    

ضا ثٝ نٛضت   تبثغ 
d𝒱

d 
 ٔی ٌٛییٓ.  ٘ؿجت ثٝ  𝒱 1٘كبٖ زازٜ ٚ آٖ ضا ٔكتك ضازٖٚ ٘یىٛزیٓ 

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

 ای اظ تٛاثغ ا٘ساظٜ پصیط ٘بٔٙفی ثبقس؛ آٍ٘بٜز٘جبِٝ     ،  اٌط  (:Fatou’s Lemma: )2-2-1ِٓ فتٛ 

∫    
   

         
   

   ∫   

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

 (Monotone Convergence Theorem: )3-2-1لًیٝ ٍٕٞطایی یىٙٛا 

تبثؼی حمیمی ثبقس ثٝ َٛضی وٝ    ٞبی ا٘ساظٜ پصیط ٘بٔٙفی ثبقس ٚ ای نؼٛزی اظ تبثغز٘جبِٝ +           *اٌط       

 زض ایٗ نٛضت     

                                            ∫   ∫  ∫          

 «زٜ حس ا٘تٍطاَ ثطاثط ثب ا٘تٍطاَ حس اؾتثٝ ثیبٖ ؾب»

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

                                                           
1.Radon Nikodyom 
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 (Dominated Convergence Theorem: )4-2-1لًیٝ ٍٕٞطایی تؿُّی

ای ٚ ا٘تٍطاَ پصیط ضٚی فًبی ا٘ساظٜ تبثؼی ٘بٔٙفی gای اظ تٛاثغ ا٘ساظٜ پصیط ٚ ز٘جبِٝ       فطو ٔی وٙیٓ         

|  | ،   ٙبٖ وٝ ثٝ اظای ٞط چ ثبقس، (     )  ا٘تٍطاَ پصیط٘س ٚ   ٚ  f آٍ٘بٜ        ٚ      

                                        ∫     ∫    

 .- ,ثطٞبٖ : ضجٛع قٛز ثٝ 

 (Bounded convergence theorem) :5-2-1لًیٝ ٍٕٞطایی وطا٘ساض 

|  |ٚ  ℝ    ٞبی ا٘ساظٜ پصیط ثبقس ٚ تبثغای اظ ز٘جبِٝ   فطو ٔی وٙیٓ        ( )μاٌط  ،       ٚ     

 ا٘تٍطاَ پصیط٘س ٚ f ٞب ٚ   آٍ٘بٜ 

                                                                               ∫   ∫  

 .- ,ضجٛع قٛز ثٝ  :ثطٞبٖ

 ثبقس، Aای اظ اػًب زٚ ثٝ زٚ ٔجعای ز٘جبِٝ       ثبقس ٚ  X، تبثؼی ا٘ساظٜ پصیط ٚ ٘بٔٙفی ضٚی  : فطو وٙیس 6-2-1لًیٝ

⋃  ثب فطو    
 
 ذٛاٞیٓ زاقت             

                                                           ∫    
 

 
 ∑ ∫    

 

  

 
    

 .- ,ضجٛع قٛز ثٝ  :ثطٞبٖ

 ثبقس؛ زض ایٗ نٛضت ذٛاٞیٓ زاقت (     )تبثؼی ا٘ساظٜ پصیط ٚ ٘بٔٙفی ضٚی فًبی ا٘ساظٜ   : اٌط 7-2-1لًیٝ

∫ 

 

 

                                                     

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ
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 تؼطیف احتٕبَ 2-1

« احتٕبَ»ف ٞبی ٔرتّفی تؼطیف وطز ثٝ َٛضی وٝ زض آٖ تؼطیف نسق وٙس. اوٖٙٛ ثٝ تؼطیاحتٕبَ ضا ٔی تٛاٖ ثٝ نٛضت     

 -    ,احتٕبَ یه پیكبٔس زض حمیمت ٔمساض قب٘ؽ ضخ زازٖ آٖ پیكبٔس ٔی ثبقس وٝ زض ٔمیبؼ  پطزاظیٓ،یه پیكبٔس ٔی 

احتٕبَ یه پیكبٔس ضا ٔی تٛاٖ ثٝ چٙس نٛضت ٔرتّف تؼطیف وطز وٝ چٟبض تب اظایٗ تؼبضیف زاضای  ا٘ساظٜ ٌیطی ٔی قٛز،

 إٞیت ظیبزی ٞؿتٙس:

 تؼطیف احتٕبَ ُٔٙمی )ولاؾیه( -1

 َ فطاٚا٘ی ٘ؿجیتؼطیف احتٕب -2

 تؼطیف احتٕبَ شٞٙی )قرهی( -3

 تؼطیف احتٕبَ پیكطفتٝ -4

احتٕبَ ثٝ ضٚـ ولاؾیه: ایٗ تؼطیف اظ احتٕبَ وٝ اظ تؼبضیف زیٍط احتٕبَ لسیٕی تط اؾت اظ اثتسای وبضثطز ػّٓ احتٕبَ زض 

ایٗ تؼطیف ٔجتٙی ثط ٞٓ  زض لطٖ ٘ٛظزٞٓ تسٚیٗ قس. فطو اؾبؾی 1لطٖ ٞفسٞٓ ُٔطح ٚ ثٝ ٚؾیّٝ ضیبيی زاٖ فطا٘ؿٛی لاپلاؼ

ی ٔؿبػس پیكبٔس ثٝ تؼساز وُ ٞبكبٔس ثب ایٗ فطو ٘ؿجت تؼساز حبِتاحتٕبَ یه پی ٘ؽ زا٘ؿتٗ پیكبٔسٞبی ٔمسٔبتی اؾت،قب

أب  تی زض ثؿیبضی اظ ٔٛاضز زضؾت ٘یؿت،ٞبی ٕٔىٗ آظٔبیف اؾت. پصیطفتٗ فطو ٞٓ قب٘ؽ ثٛزٖ پیكبٔسٞبی ٔمسٔبحبِت

 تٕبَ ثب تٛجٝ ثٝ ایٗ تؼطیف ا٘جبْ ٔی قٛز.ٞٙٛظ حُ ثیكتط ٔؿبئُ اح

Ωٔتٙبٞی ٚ ثٝ نٛضت  ،Ωفطو وٙیس فًبی ٕ٘ٛ٘ٝ   Aثبقس، زض ایٗ نٛضت احتٕبَ پیكبٔسی ٔب٘ٙس   +          * 

 ثٝ نٛضت

                                                       ( )  ∑  (  )    
 

 ٞب   ز. ثب تٛجٝ ثٝ حبِت ذبل فطو ٔؿبٚی ثٛزٖ احتٕبَ تؼطیف ٔی قٛ

 ( )  
تؼساز اػًبی پیكبٔسٞبی ٔمسٔبتی  

تؼساز وُ اػًبی فًبی ٕ٘ٛ٘ٝ
 

احتٕبَ ثٝ ضٚـ فطٚا٘ی ٘ؿجی: احتٕبَ یه پیكبٔس ضا ٔی تٛاٖ ٘ؿجت تىطاض ضخ زازٖ یه پیكبٔس ٘ؿجت ثٝ تؼساز تىطاضٞبی 

٘ؿت. ثب ایٗ تؼطیف وٝ ثط ٘ظطیٝ تجطثی اؾتٛاض اؾت، فطو ٞٓ قب٘ؽ ثٛزٖ پیكبٔسٞبی ٔمسٔبتی ا٘جبْ قسٜ زض یه آظٔبیف زا

                                                           
1. Laplace 
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ثٝ تؼساز وُ تىطاضٞب ثٝ  Aيطٚضی ٘رٛاٞس ثٛز. اٌط تؼساز تىطاضٞب ثٝ ؾٕت ثی ٟ٘بیت ٔیُ وٙس ٘ؿجت تؼساز تىطاضٞبی پیكبٔس 

 ٍٕٞطا ذٛاٞس ثٛز. Aاحتٕبَ ضخ زازٖ 

ٞبی ثب تىطاض وٓ ٔبیف ٞبی ثسٖٚ تىطاض ٚ یب آظٔبیفف ثطای ٘ؿجت زازٖ احتٕبَ ثٝ پیكبٔسٞب زض آظیه ایطاز اؾبؾی ایٗ تؼطی    

 اؾت.

احتٕبَ شٞٙی: ثطذی اظ زا٘كٕٙساٖ احتٕبَ ضا )قرهی( شٞٙی ٔی زا٘ٙس، ثٝ اػتمبز آ٘بٖ آ٘چٝ ثٝ ػٙٛاٖ احتٕبَ یه پیكبٔس 

ثّىٝ  ثٝ ذبنیت یه پسیسٜ ٔطثٌٛ ٕ٘ی قٛز،بضت زیٍط احتٕبَ ثیبٖ ٔی قٛز، تٟٙب اؾتٙتبجبت قرم ثیبٖ وٙٙسٜ اؾت، ثٝ ػج

 ثٝ زیسٌبٜ فطز ٔطثٌٛ اؾت.

یىؿبٖ ٘جٛزٖ ٔمساض احتٕبَ یه پیكبٔس ثٝ ٚؾیّٝ افطاز ٔرتّف اؾت.  ،ثیكتطیٗ ایطازی وٝ ثٝ ایٗ تؼطیف ٔی تٛاٖ زاقت     

 ٞبی ٔرتّف ضا ثب ٞٓ ٔمبیؿٝ وطز.ٌبٜٔرتّفی زاض٘س ٚ ٕ٘ی تٛاٖ زیس چٖٛ ثطای یه پسیسٜ ٔؼیٗ افطاز اؾتٙتبجبت

 زض ازأٝ ثٝ آٖ ٚ تؼبضیف آٖ ذٛاٞیٓ پطزاذت. ٘ظطیٝ ا٘ساظٜ پبیٝ ٌصاضی قسٜ اؾت،احتٕبَ پیكطفتٝ: احتٕبَ پیكطفتٝ ثط پبیٝ 
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 ٔی زٞٙس.٘كبٖ  Ωٞبی ٕٔىٗ یه آظٔبیف تهبزفی ضا فًبی ٕ٘ٛ٘ٝ ٔی ٌٛیٙس ٚ ٔؼٕٛلاً ثب ی ثطآٔس: ٔجٕٛػٝ 1ٕٝٞ-1-2تؼطیف

ٔیٓ، اٌط ضا یه پیكبٔس ٔی ٘ب  ثبقس زض ایٗ نٛضت ٞط ػًٛ  Ωٔیساٖ ضٚی  -ζیه   : فطو وٙیس 2-1-2تؼطیف:

ضا فًبی  (   )ثٝ آٖ پیكبٔس ؾبزٜ ٚ زض غیط ایٙهٛضت پیكبٔس ٔطوت ٔی ٌٛییٓ ٚ ظٚد  ظیطٔجٕٛػٝ ته ػًٛی ثبقس،

 پیكبٔس ٔی ٘بٔیٓ.

، تبثغ احتٕبَ ٌفتٝ ٔی قٛز، اٌط زاضای ؾٝ Pای ه فًبی پیكبٔس ثبقس، تبثغ ٔجٕٛػٝی (   ): فطو وٙیٓ 3-1-2تؼطیف

 قطٌ ظیط ثبقس

( )  ،   ثطای ٞط پیكبٔس ٔب٘ٙس  -1    

2-  ( )    

   +  *ثطای ٞط ز٘جبِٝ اظ پیكبٔسٞب ٔب٘ٙس -3
 زاضیٓ     ،        ؛ زٚ ثٝ زٚ ٔجعا، یؼٙی  

 (⋃  

 

   

)  ∑ (  )

 

   

 

( ) ثٝ َٛضی وٝ  (     ): یه فًبی احتٕبَ ػجبضت اؾت اظ فًبی ا٘ساظٜ 4-1-2تؼطیف     . 

 : فًبی احتٕبَ یه فًبی ا٘ساظٜ ذبل اؾت.1-1-2ٔلاحظٝ 

 زض ایٗ نٛضت  ثبقٙس،           : اٌط 1-1-2لًیٝ

 (⋃  

 

   

)     
   

 (   ) 

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

 زض ایٗ نٛضت ثبقس،                : اٌط2-1-2لًیٝ

 (⋂  

 

   

)     
   

 (   ) 

 .- ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ
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 احتٕبَ قطَی 2-2

 ،Bثٝ قطٌ  Aپیكبٔس ثبقس، احتٕبَ  (     )زٚ پیكبٔس ضٚی فًبی احتٕبَ  A  ٚB: فطو وٙیس 1-2-2تؼطیف 

 ضخ زازٜ ثبقس ٚ ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز Bاؾت اٌط پیكبٔس  Aاحتٕبَ ضخ زازٖ  

 ( | )  
 (   )

 ( )
                  ( )    

 احتٕبَ قطَی تؼطیف ٕ٘ی قٛز. P(B) = 0اٌط 

( ) یه فًبی احتٕبَ ٚ  (     ): فطو وٙیس 1-2-2لًیٝ  (  )   ط لطاض زٞیٓ اٌ     ٚ      ( |  ) 

 یه فًبی احتٕبَ اؾت. (      )آٍ٘بٜ 

 - ,: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

 ٔتغیط تهبزفی 2-3

ٔتغیط تهبزفی ٘ؿجت ثٝ     ضا ℝ    فًبی احتٕبَ یه آظٔبیف ثبقٙس، تبثغ  (     ): فطو وٙیس 1-3-2تؼطیف 

ζ-  ٖطٌبٜ ثٝ اظای ٞط ٔجٕٛػٝ ثٛضَ ٞ ٌٛییٓ،  اظ ظیط ٔجٕٛػٝ ٞبی   ٔیساB  اظδ-  ٖٔیساℬ ٓزاقتٝ ثبقی 

   ( )  *     ( )   +    

ثٝ ػجبضت زیٍط ٔتغیط تهبزفی تبثؼی اؾت وٝ تهٛیط ٔؼىٛؼ ٞط ٔجٕٛػٝ ثٛضَ تٛؾٍ آٖ پیكبٔس اؾت، ٔؼٕٛلاً         

 ٘یع ٘كبٖ ٔی زٞٙس.    ضا ثٝ نٛضت  ( )   

یه ٔتغیط        ثبقٙس،  ℝاػساز حبثت زض  a  ٚbٚ اٌط  (     ) ضٚی  یه ٔتغیط تهبزفی X: اٌط 1-3-2لًیٝ 

 ذٛاٞس ثٛز. (     )تهبزفی ضٚی 

 - ,.: ضجٛع قٛز ثٝ ثطٞبٖ

( )  )ٔتغیط تهبزفی ٘كبٍ٘ط(: تبثغ ٘كبٍ٘ط ثٝ نٛضت  2-3-2تؼطیف   تؼطیف ٔی قٛز ( )   

  ( )    ( )  {
                          
                   

 

 


