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پیشگفتار

آنها است. گرفته قرار خاصͬ توجه مورد ریاضͬ�دانان توسط گروه�ها احتمالͬ نظریه اخیر دهه چند در

در که بیاورند بدست را نتایجͬ خاص، موضوع ͷی در مناسب احتمال ͷی تعریف با کرده�اند سعͬ

در بیستم قرن ششم دهه از قبل آنکه با نماید. ͷکم آنها به مربوطه موضوع مختلف قضایای اثبات

بعد به ١٩۶۵ سال از اما بودند گرفته کار به گروه�ها نظریه در را احتمال ریاضͬ�دانان برخͬ مواردی

نظریه بحث جدی طور به [۶ ،۵] ۴ هال و [١١ ،١٠ ،٩ ،٨] ٣ تران ، [٧] ٢ رنͬ با همراه ١ اردوش

گروه�ها نظریه با ارتباط در را احتمالͬ و آماری مسائل توانستند و کردند پیͽیری را گروه�ها احتمالͬ

کنند. مطرح

جابجایی احتمال شد معرفͬ ١٩۴۴ سال در [٣٠] ۵ میلر توسط گروه�ها برای که احتمالاتͬ از ͬͺی

در را مرتبی جفت�های تعداد ،G مانند متناهͬ گروه ͷی برای او بود. متناهͬ گروه ͷی در عنصر دو

گروه مرتبه دو توان بر را شده حاصل تعداد سپس مͬ�شدند. جابجا هم با که گرفت نظر در G × G

١Erdös

٢Rényi

٣Turàn

۴Hall

۵Miller

١



۶ گاستافسون ١٩٧٣ سال در نامید. G گروه جابجایی درجه d(G) را، حاصل عدد و کرد تقسیم G

گروه مزدوجͬ کلاس�های تعداد و شده معرفͬ احتمال بین ارتباطͬ توانست فرمول ͷی ارائه با [١٨]

مزدوجͬ کلاس�های تعداد تقسیم حاصل با برابر گروه ͷی جابجایی درجه که داد نشان او کند. برقرار

باشد �آمده بدست مزدوجͬ کلاس�های درباره که اطلاعاتͬ هر بنابراین است. گروه مرتبه بر گروه آن

طور به [٣٣] در نیومن و [١١] در تران و اردوش مثال عنوان به شود. گرفته کار به نیز اینجا در مͬ�تواند

این تقسیم با حال مͬ�باشد. log٢log٢|G| Gحداقل مزدوجͬ کلاس�های تعداد که دادند نشان مستقل

که نتایجͬ بنابراین مͬ�شود. حاصل G گروه جابجایی درجه برای پایین کران ͷی گروه مرتبه بر عدد

جابجایی درجه در استفاده قابل آمده�اند بدست ... و [١۶] ،[١۴] ،[٢] در مزدوجͬ کلاس�های درباره

مͬ�باشند.

برای ۵
٨ بالای کران است، آمده بدست گروه�ها جابجایی درجه برای که نتایجͬ قدیمͬ�ترین از ͬͺی

اینکه به توجه با و گردید ارائه [١٨] گاستافسون توسط که مͬ�باشد آبلͬ غیر گروه�های جابجایی درجه

کران ͷی بالا کران این که مͬ�رسد نظر به� بنابراین مͬ�گیرد را کران این ،٨ مرتبه از آبلͬ غیر گروه ͷی

فشرده گروه�های برای را جابجایی درجه توانست هار٧ اندازه از استفاده با او همچنین است. دقیق

برای را قدم اولین کار این� با او حقیقت در آورد. بدست آن برای را فوق بالای کران و کند تعریف

ضمن [٣٧] ٨ روسین جͬ. دیوید ١٩٧٩ سال در برداشت. نامتناهͬ گروه�های جابجایی درجه تعریف

احتمال این محاسبه برای دقیق فرمول ͷی توانست جابجایی، درجه برای جدیدی نتایج آوردن بدست

آورد. بدست ٢ کلاس از حداکثر پوچتوان p−گروه�های برای

،٢۵] ٩ لسͺات پائول است، داده انجام جابجایی درجه روی را کار بیشترین که افرادی از ͬͺی

جابجایی درجه با آن ارتباط و گروه�ها ایزوکلینیسم مفهوم از استفاده با او مͬ�باشد. [٢٩ ،٢٨ ،٢٧ ،٢۶

گروهͬ اگر که داد نشان او کند. بندی رده را بود ١
٢ حداقل آنها جابجایی درجه که گروه�هایی توانست

جابجايی درجه با گروه�های و باشد ͷایزوکلینی S٣ متقارن گروه با باید کند اختیار را ١
٢ جابجایی درجه

۶Gustafson

٧Haar measure

٨David J. Rusin

٩Paul Lescot

٢



لسͺات توسط شده حاصل نتایج دیͽر از هستند. ٢ حداکثر کلاس از پوچتوان گروه�های ١
٢ از بزرگتر

که داد نشان او .[٢٨] بود ١٠ ٣-بازنویس گروه�های و جابجایی درجه بین ارتباط ͷی آوردن بدست�

همچنین لسͺات باشد. ٣-بازنویس اگر فقط و اگر است ١
٢ از بیشتر جابجایی درجه دارای گروه ͷی

تعریف را جابجایی) درجه (n−امین مضاعف جابجایی درجه و داد تعمیم را گروه�ها جابجایی درجه

جابجا هم با دو به دو آنها مولفه�های که مرتبی +n−تایی�های� ١ مجموعه تعداد تعریف این در کرد،

گردد. حاصل احتمال این تا مͬ�شود تقسیم G گروه مرتبه +n−ام ١ توان بر مͬ�شوند

کردند. معرفͬ را جابجایی درجه از دیͽری تعمیم [٣١] چیتͬ و سالمͺار مقدم، ٢٠٠۵ سال در

را مرتبی +n−تایی�های ١ تمام مجموعه شد، معروف پوچتوانͬ درجه n−امین به که تعریف این در

اعضای تعداد سپس مͬ�شد گروه همانͬ عنصر با برابر آنها n−تایی + ١ جابجاگر که گرفتند نظر در

تعریفجدید از استفاده با توانستند آنها کردند. تقسیم گروه مرتبه ١+n−ام توان بر را حاصل مجموعه

CN−گروه گروه�های برای را دیͽری جدید نتایج و داده تعمیم را جابجایی درجه قضایای از برخͬ

دهند. ارائه است) نرمال آن عنصر هر مرکزساز که (گروه�هایی

زوج ͷی برای را نسبی جابجایی درجه مفهوم [١٣] رضائͬ و لسͺات عرفانیان، ٢٠٠٧ سال در

را گروه�ها جابجایی درجه حقيقت در تعريف اين کردند. تعریف نرمالش زیرگروه و متناهͬ گروه از

نتایجͬ جدید تعریف از استفاده با جابجایی درجه قضایای تعمیم و بالا کران ارائه مͬ�دهد. تعمیم

درجه n−امین تعریف ضمن توانستند [١٣] در مؤلفین همچنین گرفت. صورت آنها توسط که بود

از را CN−گروه قوی شرط مͬ�داد، بدست را پوچتوانͬ درجه خاص حالت در که نسبی پوچتوانͬ

کنند. اثبات شرط این بدون را قضایا آن و کرده حذف پوچتوانͬ درجه n−امین قضایای

به شده، مطرح نیازها پیش عنوان با که اول فصل در است. شده تدوین فصل پنج در پایان�نامه این

است. نیاز مورد بعدی فصول در که مͬ�پردازیم تعاریفͬ و قضایا بیان

و جابجایی درجه مفهوم است، شده مطرح متناهͬ گروه�های جابجایی درجه عنوان با که دوم فصل در

مͬ�شود. بیان بود شده ارائه متناهͬ گروه�های جابجایی درجه از که مقدماتͬ قضایای برخͬ

و [٢٨] مقاله�های است، شده بیان جابجایی درجه و مرکزی توسیع�های عنوان تحت که آن سوم فصل

شود. رجوع [٣٨] به بیشتر اطلاعات ١٠برای

٣



در مͬ�دهد. قرار بررسͬ مورد کرد، ارائه ٢٠٠١ و ١٩٩۵ سال�های در ترتیب به که را لسͺات از [٢٩]

مرتبه از آبلͬ نا گروه�های مرکزی توسیع�های بررسͬ و آبلͬ گروه�های روی نتیجه�ای بیان ضمن فصل این

بزرگتر آنها جابجایی درجه که گروه�هایی آن از پس و معرفͬ گروه�ها بین ایزوکلینیسم�های مفهوم ،pq

اثبات و بیان فصل این اصلͬ قضیه نهایت در و مͬ�شود مشخص یͺریختͬ، حد در است، ١
٢ مساوی یا

مͬ�شود.

جابجایی درجه برای پایین کرانͬ ابتدا جابجایی، درجه برای پایین کران عنوان تحت چهارم، فصل در

بیان پوچتوان گروه�های برخͬ سازی مشخص جهت در قضایایی آن از پس و ارائه متناهͬ گروه�های

مͬ�پردازد. کردند، ارائه ٢٠١٠ سال در که [٣٢] ١١ دس و نس مقاله بررسͬ به فصل، این مͬ�شود.

گروه�ها این معرفͬ به وجهͬ، دو و چهارگانͬ گروه�های عنوان تحت پایان�نامه این آخر فصل نهایت، در و

دارد. تعلق آنها جابجایی درجه محاسبه و

١١Nath and Das

۴



١ فصل

پیش�نیازها

شامل فصل این مͬ�کنیم. بیان را است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

پایان�نامه این طول در که نمادهایی نماگذاری�ها، برخͬ معرفͬ عنوان با اول بخش است. بخش هفت

دربخش و مرکزسازها و مزدوجͬ رده�های دوم، بخش در مͬ�کند. معرفͬ را مͬ�گیرد قرار استفاده مورد

پنجم بخش در و نرمالسازها چهارم، بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ را رده�ای معادله و رده�ای عدد سوم،

بخش در نهایت در و مͬ�کنیم. معرفͬ را سیلو زیرگروه�های و متناهͬ p−گروه�های ترتیب، به وششم،

مͬ�پردازیم. گروه�ها سرشت نظریه و نمایش نظریه از مقدماتͬ معرفͬ به هفتم،

۵



نمادگذاری�ها برخͬ معرفͬ ١-١

در و مͬ�پردازیم مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که نمادهایی معرفͬ به بخش این در

کرد. خواهیم استفاده نمادها اين از صرفاً بعدی فصول

g ∈ G عنصر مركزساز :CG(g)

g ∈ G عنصر مزدوجͬ (كلاس) رده :ClG(g)

G مزدوجͬ رده�های تعداد :k(G)

g عنصر مرتبه :◦(g)

G گروه مركز :Z(G)

G مشتق زيرگروه :G′

کلاین چهارگروه :K۴

باشد. p اول عدد از توانͬ x مرتبه كه �طوری به x ∈ G تمام مجموعه :Gp

باشد. اول p به نسبت x مرتبه كه �طوری به x ∈ G تمام مجموعه :Gp′

.G گروه تحویل�ناپذیر مختلط سرشت�های تمام مجموعه :Irr(G)

٨ مرتبه از وجه١ͬ دو گروه :D٨

٨ مرتبه از چهارگان٢ گروه :Q٨

p نمای با p٣ مرتبه از گروه :E١

E١ = ⟨a, b, c | ap = bp = cp = ١, [a, c] = [b, c] = ١, [a, b] = c⟩

١Dihedral group

٢Quaternion group

۶



p٢ نمای با p٣ مرتبه از گروه :E٢

E٢ = ⟨a, b, c | ap٢ = bp = ١, cp = ap, [a, b] = ap, [a, c] = b, [b, c] = ١⟩

مرکزسازها و مزدوجͬ رده�های ١-٢

در x �مزدوجͬ رده صورت این در ،x ∈ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان ،ClG(x) با را G

ClG(x) = { g ∈ G | g = xy ; y ∈ G }

= { xy = yxy−١ | y ∈ G }.

مͬ�باشند زیر خواص دارای مزدوجͬ رده�های .٢.٢.١ گزاره

دارد. قرار خود مزدوجͬ رده در عنصر هر الف)

.ClG(x) = ClG(y) آنگاه ،x ∈ ClG(y) اگر ب)

.ClG(x) = ClG(y) یا ClG(x) ∩ ClG(y) = ∅ ج)

مͬ�باشد. G گروه برای افراز ͷی {ClG(x) | x ∈ G} مجموعه د)

مͬ�شود. نتیجه سادگͬ به است هم�ارزی رابطه ͷی تزویج رابطه که آنجایی از اثبات.

با را G در x مرکزساز صورت این در ،x ∈ G و باشد متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش CG(x)

CG(x) = { y ∈ G | yx = xy }.

صورت این در باشد، متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .۴.٢.١ گزاره

Z(G) =
∩
x∈G

CG(x).

٧



مͬ�شود. اثبات سادگͬ به تعریف به توجه با اثبات.

رده عناصر تعداد صورت این در ،x ∈ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

.[G : CG(x)] با است برابر G در x مزدوجͬ

شود. مراجعه [٢١] از ٨٩ صفحه به اثبات.

.x ∈ Z(G) اگر تنها و اگر است مزدوجͬ رده ͷی {x} مجموعه .۶.٢.١ نتیجه

رده�ای معادله و رده�ای عدد ١-٣

عدد را G متمایز مزدوجͬ رده�های تعداد باشد. متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان k(G) با را آن و مͬ�گوییم G گروه ٣ رده�ای

G متمایز مزدوجͬ رده�های نماینده�های xh, ... , x١ و ،k(G) = h كنيد فرض .٢.٣.١ ملاحظه

صورت این در باشد، ni برابر CG(xi) مرتبه i = ١, .. , h که i هر برای کنید فرض همچنين باشند،

داریم (٢.٢.١) گزاره (د) قسمت به توجه با همچنین .ni = [G : CG(xi)]

|G| =
h∑

i=١

|ClG(xi)| =
h∑

i=١

ni =
h∑

i=١

[G : CG(xi)]

(زیرا ni

∣∣∣[G : Z(G)] ،i = ١, ... , h که i هر برای بعلاوه مͬ�شود. گفته ۴ رده�ای معادله آن به که

برابر دقیقاً هستند ١ برابر که هایی ni تعداد همچنين و (Z(G) 6 CG(xi) مͬ�دانیم که همان�طور

مͬ�باشد. Z(G) مرتبه

٣class number

۴class equation

٨



نرمالسازها ۴-١

مزدوج صورت این در Gباشد. گروه از عنصری g و ناتهͬ Xمجموعه�ای فرضکنید تعریف١.۴.١.

زیرمجموعه با است برابر g وسیله به X

Xg = gXg−١ = { gxg−١ | x ∈ X }.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان NG(X) نماد با را G Xدر نرمالساز .٢.۴.١ تعریف

NG(X) = { g ∈ G | Xg = X }.

H که است G از زیرگروهͬ بزرگترین NG(H) آنگاه باشد، G از زیرگروهͬ H اگر .٣.۴.١ ملاحظه

است. نرمال آن در

صورت این در باشد، G از Hزیرگروهͬ کنید فرض مرکزساز). - (نرمالساز ۴.۴.١ قضیه

CG(H)▹NG(H)

است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با NG(H)/CG(H) و

شود. مراجعه [٣۵] از ٣٨ صفحه به اثبات.

متناهͬ p−گروه�های ۵-١

مͬ�پردازیم. متناهͬ p−گروه�های مورد در قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

اگر مͬ�شود نامیده ویژه۵ بسیار p−گروه ،G متناهͬ گروه .١.۵.١ تعریف

Z(G) = G′ ∼= Zp.

E١ ،Q٨ ،D٨ p−گروه�های مثال عنوان به است. مقدماتͬ آبلͬ G/Z(G) داد نشان مͬ�توان راحتͬ به

هستند. ویژه بسیار گروه��های E٢ و

۵extra special

٩



است. پوچتوان۶ متناهͬ p−گروه هر .٢.۵.١ قضیه

شود. مراجعه [٣۵] از ١١٨ صفحه به اثبات.

.N ∩ Z(G) ̸= ١ آنگاه ،١ ̸= N ▹ G و پوچتوان گروه ͷی G اگر .٣.۵.١ قضیه

شود. رجوع [٣۵] از ١٢۴ صفحه به اثبات.

صورت این در باشد، G پوچتوان گروه از مینیمال نرمال زیرگروه ͷی N گاه هر .۴.۵.١ نتیجه

.N 6 Z(G)

مͬ�شود. نتیجه (٣.۵.١) قضیه از اثبات.

دارند. نابدیهͬ مرکز پوچتوان گروه�های .۵.۵.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه (٣.۵.١) قضیه از اثبات.

دارد. نابدیهͬ مرکز متناهͬ p−گروه هر .۶.۵.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه (۵.۵.١) و (٢.۵.١) از آسانͬ به اثبات.

سیلو زیرگروه�های ۶-١

که |G| = pαm اگر باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١.۶.١ تعریف

بزرگتر مرتبه دارای نمͬ�تواند G از یpͷ−زیرگروه [٣۵] لاگرانژ قضیه به توجه با آنگاه ،(p,m) = ١

G گروه سیلوی p−زیرگروه است pα ماکزیمم مرتبه دارای که G از p−زیرگروه ͷی باشد. pα از

مͬ�شود. نامیده

NEG اگر صورت این در Gباشد، متناهͬ گروه از سیلو Pیpͷ−زیرگروه فرضکنید .٢.۶.١ قضیه

است. G/N سیلوی یpͷ−زیرگروه (PN)/N آنگاه

شود. مراجعه [٣۵] از ۴٠ صفحه به اثبات.

۶nilpotent

١٠



سرشت�ها و نمایش�ها ١-٧

نمایش�ها ١-٧-١

باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V و میدان ͷی F گروه، ͷی G کنید فرض .١.٧.١ تعریف

روی G از خطͬ نمایش ͷی ،V از نامنفرد خطͬ تبدیلات تمام گروه ،GL(V ) به G از ρ همریختͬ

فضای که مͬ�شود فرض همواره اینجا در مͬ�شود. نامیده G از ٧ F−نمایش ͷی ساده�تر به�طور یا ،F

مͬ�شود. گفته ρنمایش درجه آن به که باشد n متناهͬ ٨ بعد از V برداری

مͬ�شود. نامیده ٩ باوفا ،ρصورت این در ،ker(ρ) = ١ اگر

نگاشت صورت این در باشد. V از پایه ͷی {v١, ... , vn} کنید فرض .٢.٧.١ تعریف

ρ∗ : G −→ GL(n, F )

که

g 7−→ ρ∗(g) = gρ
∗

اگر یعنͬ مͬ�شود. نامیده شده ارائه پایه به نسبت وابسته، ماتریسͬ نمایش که است همریختͬ ͷی

خطͬ تبدیل که طوری به دارد وجود GL(n, F ) در gρ∗ ماتریس ͷی صورت این در ،g ∈ G

مͬ�دهد. نمایش را پایه این به نسبت gρ = ρ(g)

تمام مجموعه ،R[G] ١٠ گروهͬ حلقه باشد، یͺداری حلقه هر R و گروه ͷی G اگر .٣.٧.١ تعریف

آنها، از متناهͬ تعداد ͷی �جز به rx = ٠ و rx ∈ R که مͬ�شود تعریف
∑

x∈G rxx صوری جمع�های

زیر ضرب و جمع قوانين با همراه

٧F−representation

٨dimension

٩faithful

١٠group ring

١١



(∑
x∈G

rxx

)
+

(∑
x∈G

r′xx

)
=
∑
x∈G

(rx + r′x)x

و

(∑
x∈G

rxx

)(∑
x∈G

r′xx

)
=
∑
x∈G

(∑
yz=x

ryrz

)
x.

برای که مͬ�باشد ،١R١G همانͬ عنصر با حلقه ͷی R[G] قوانین این با که مͬ�شود تحقیق سادگͬ به

مͬ�دهیم. نشان ١ با را آن سادگͬ

یͷساختار بودن، حلقه بر علاوه ،F [G]اینصورت در باشد Fیͷمیدان فرضکنید تعریف٧.١.۴.

دارد زیر صورت به F−مدولͬ

f

(∑
x∈G

fxx

)
=
∑
x∈G

(ffx)x, (f ∈ F )

داریم بعلاوه مͬ�سازد. F روی برداری فضای ͷی صورت به را F [G] که

f(rs) = (fr)s = r(fs)

روی G از گروهͬ جبر عنوان به که است F−جبر ͷی F [G] بنابراین .r, s ∈ F [G] و f ∈ F که

مͬ�شود. شناخته F

ساده F−مدول [G]ͷی ρ(G) اگر مͬ�شود نامیده ١١ Gتحویل�ناپذیر از ρنمایش−F تعریف٧.١.۵.

باشد. نابدیهͬ نیز خود و نداشته سره�ای زیرمدول هیچ یعنͬ باشد.

سرشت�ها ١-٧-٢

مͬ�باشد. ضروری خطͬ جبر از زیر لم یادآوری گروه، ͷی سرشت تعریف بیان از قبل

١١irreducible

١٢


