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چͺیده

جدیدی ایدآل (Resolutions by mapping cones) مقاله�ی در تاکایاما و هرزوگ ٢٠٠٢ سال در

و جبری نظر از توجهͬ جالب خواص ایدآل این کردند. معرفͬ خطͬ قسمت�های خارج با ایدآل به�نام

دارد. ترکیبیاتͬ نظر از

همولوژی کزول، همبافت�های ایدآل�ها، این ترکیبیاتͬ و خواصجبری بررسͬ بر علاوه پایان�نامه این در

به�صورت که ایدآل�هایͬ و هستند خطͬ مولفه�ای به�صورت که ایدآل�هایͬ و سادکͬ مجتمع کزول،

مفهوم با مفاهیم این ارتباط همراه به آن�ها خواص و معرفͬ هستند خطͬ مربع از خالͬ مولفه�های

مͬ�شود. بررسͬ خطͬ قسمت�های خارج با ایدآل

(Ideals with linear quotients مقالات( و (Monomial Ideals کتاب( از عمدتا پایان�نامه این

است. شده� اقتباس (Graded Betti numbers of ideals with linear quotients ) و
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پیش�گفتار

با ایدآل مͬ�باشد دلخواه میدان ͷیK که S = K[x١, ..., xn] متغیره - n جمله�ای�های چند حلقه�ی در

معرفͬ تاکایاما و هرزوگ توسط [۶] مقاله�ی در ٢٠٠٢ سال در بار اولین برای خطͬ قسمت�های خارج

شد.

است. خطͬ قسمت�های خارج دارای که باشد هم�درجه همͽن مولدهای با S از ایدآلͬ I کنید فرض

هم ت�ͷجمله�ای�های توسط I که صورتͬ در مͬ�باشد. خطͬ آزاد تحلیل دارای I که �است شده ثابت

این در مͬ�دهیم. نشان ∆I با که مͬ�شود نظیر آن به سادکͬ مجتمع ͷی شود، تولید مربع از خالͬ درجه

مͺالͬ کوهن- سادکͬ مجتمع ͷی I الͺساندر دوگان آن�گاه باشد، خطͬ آزاد تحلیل دارای I اگر حالت

.(٨.١.۴ (قضیه�ی است

∆I الͺساندر دوگان آن�گاه باشد، خطͬ قسمت�های خارج دارای I اگر که مͬ�شود ثابت دیͽر طرف از

است. پذیر پوسته سادکͬ مجتمع ͷی

خطͬ قسمت�های خارج با و ت�ͷجمله�ای ایدآلͬ I اگر که کرده�اند ثابت [۴] در جهان سلیمان� و ژن

S همͽن ماکسیمال ایدآل m آن در که است خطͬ قسمت�های خارج با ایدآلͬ نیز mI آن�گاه باشد،

آن�گاه باشد، خطͬ قسمت�های خارج با ایدآلͬ I اگر که شده�است ثابت هم�چنین مقاله این در است.

I اگر که کرده�اند ثابت [۵] در واربارو و شریفان دارد. خطͬ قسمت�های خارج مولفه�ای به�صورت

است. خطͬ مولفه�ای به�صورت I آن�گاه باشد، خطͬ قسمت�های خارج با و همͽن ایدآل

در مͬ�شود. بررسͬ آن�ها خواص و معرفͬ نیاز مورد جبری اولیه مفاهیم اول فصل در نامه پایان این در

همولو�ژی و مجتمع�هایسادکͬ سوم فصل در خواص�آن�ها و همولوژیکزول و همبافتکزول دوم فصل

یͷمجتمع الͺساندر دوگان و رایزنر - استنلͬ مربع از خالͬ ت�ͷجمله�ای وایدآل�های سادکͬ مجتمع�های

١



ایدآل�های با متناظر مجتمع�های ویژگͬ�های بررسͬ به ابتدا در چهارم فصل در و مͬ�شود بررسͬ سادکͬ

در و پردازیم مͬ خطͬ تحلیل دارای هم�چنین و خطͬ قسمت�های خارج دارای مربع از خالͬ ت�ͷجمله�ای

مربع از خالͬ مولفه�های صورت به که ایدآل�هایͬ و هستند خطͬ مولفه�ای صورت به که ایدآل�هایͬ ادامه

با ایدآل�های با آن�ها رابطه�ی و مربع از خالͬ مولفه�های صورت به که ایدآل�های با آن�ها رابطه�ی و خطͬ

خارج با ت�ͷجمله�ای اید�آل�های ویژگͬ�های پنجم فصل در و مͬ�کنیم بررسͬ را خطͬ قسمت�های خارج

مͬ�شود. بررسͬ خطͬ قسمت�های

٢



اول فصل

جبری مفاهیم

کل در شود. مͬ بررسͬ آنها خواص و معرفͬ نامه پایان کل در نیاز مورد جبری مفاهیم فصل این در

مͬ�کنیم فرض همچنین شوند مͬ فرض یͺدار و جابجایͬ حلقه�ها همه�ی نامه پایان

.Z+ = {٠, ١, ٢, ...}

چندجمله�ای�ها حلقه�ی ١.١

K میدان بر چندجمله�ای�ها حلقه را S = K[x١, ..., xn] باشد میدان K کنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�باشد. aj ∈ Z+ که
∑n

j=١ ajx
aj١
١ · · · x

ajn
n شͺل به آن اعضای که گویند

گویند. ت�ͷجمله�ای ͷی را xa١١ ...xann شͺل به عنصر هر .٢.١.١ تعریف

گفته ت�ͷجمله�ای اید�����������آل را دارد ت�ͷجمله�ای�ها از مولد مجموعه ͷی که ایدآلͬ به .٣.١.١ تعریف

�مͬ�شود.

٣



مجموعه�ی مͬ�دهیم. نشان Mon(S) با را S به متعلق ت�ͷجمله�ای�های مجموعه�ی .۴.١.١ تعریف

چندجمله�ای هر دیͽر به�عبارت مͬ�باشد، برداری فضای عنوان به K روی S برای پایه ͷی Mon(S)

ͷی دارای f ∈ S هر یعنͬ مͬ�باشد، K در ضرایبͬ با ت�ͷجمله�ای�ها از منحصربه�فرد خطͬ ترکیب ͷی

صورت به فرد به منحصر نمایش

f =
∑

u∈Mon(S)
au∈K

auu

مجموعه مفروضات، این با هستند. ناصفر ها au از متناهͬ تعدادی فقط آن در که است

supp(f) = {u ∈ Mon(S) | au ̸= ٠}

گویند. f محمل را

N و باشد S در ت�ͷجمله�ای ایدآل ͷی I کنید فرض .(٢.١.١ قضیه�ی ،[١] (مرجع ۵.١.١ قضیه

فضای عنوان به K روی I برای پایه ͷی N این�صورت در باشد. I به متعلق ت�ͷجمله�ای�های مجموعه

مͬ�باشد. برداری

هم�ارزند: زیر شرایط باشد ایدآل ͷی I کنید فرض .(٣.١.١ قضیه�ی ،[١] مرجع ) ۶.١.١ نتیجه

است، ت�ͷجمله�ای ایدآل ͷی I (الف)

.supp(f) ⊂ I اگر اگروفقط f ∈ I داریم: f ∈ S هر برای (ب)

S = K[x١, ..., xn] حلقه (٨.٧ قضیه�ی [٧] (مرجع هیلبرت پایه بنابرقضیه�ی چون .٧.١.١ تذکر

است. مولد متناهͬ ت�ͷجمله�ای اید�آل هر به�ویژه آن از ایدآلͬ هر بنابراین است نوتری حلقه�ای

ت�ͷجمله�ای� مولد مجموعه ͷی {u١, ..., um} فرضکنید .(۵.١.١ قضیه�ی [١] مرجع ) ٨.١.١ گزاره

عدد و w ت�ͷجمله�ای اگر فقط و اگر دارد تعلق I به v ت�ͷجمله�ای صورت این در باشد I ایدآل برای

۴



.v = wui و ١ ≤ i ≤ m که باشد داشته وجود ،i صحیح

باشد. S حلقه�ی در ت�ͷجمله�ای ایدآل ͷی I کنید فرض [١]،نتیجه�ی۴.١.١). (مرجع ٩.١.١ نتیجه

-پایه K ͷی تشͺیل ،u /∈ I و است ت�ͷجمله�ای u که ها u + I شͺل به عناصر همه�ی مجموعه�ی

مͬ�دهد. S/I قسمتͬ خارج حلقه�ی برای

منحصر مینیمال مولد مجموعه ͷی ت�ͷجمله�ای هراید�آل قضیه�ی۶.١.١). [١] مرجع ) ١٠.١.١ گزاره

که باشد I عضو ت�ͷجمله�ای�های تمام Gمجموعه�ی فرضکنید واقع، در دارد، ت�ͷجمله�ای�ها از فرد به

مͬ�باشد. I منحصربه�فرد مینیمال مجموعه صورتGهمان این در نͺنند. عاد را همدیͽر عضو دو هیچ

G(I) رابا I ت�ͷجمله�ای ایدآل مولد ت�ͷجمله��ای�های منحصربفرد مینیمال مجموعه�ی .١١.١.١ قرارداد

مͬ�دهند. نشان

سازی موضعͬ ١.١.١

ضربͬ مجموعه�ی ͷی S گوییم .S ⊂ R و باشد یͺدار حلقه�ی ͷی R کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

�باشد داشته را زیر شرایط اگر است

١R ∈ S (الف)

.ab ∈ S ،a, b ∈ S هر �ازای به (ب)

مجموعه�ی زیر ͷی S و مدول - RͷیM و باشد یͺدار حلقه�ی ͷی R فرضکنید تعریف١٣.١.١.

S به نسبت M سازی موضعͬ یا S به نسبت M کسرهای مدول صورت این در باشد. R ضربͬ

به�صورت

S−١M = {m
s
| m ∈M, s ∈ S}

.t(ms١ −m١s) = ٠ که �باشد داشته وجود t ∈ S اگر فقط و اگر m
s
= m١

s١
مͬ�شود. تعریف

۵



اعمالͬ با S−١R مجموعه�ی باشد. R ضربͬ مجموعه�ی زیر S و باشد یͺدار حلقه�ی ͷی R فرضکنید

دارد حلقه�ای ساختار مͬ�شود تعریف زیر به�صورت که

،a
s
, b
t
∈ S−١R اگر (الف)

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st

،a
s
, b
t
∈ S−١R اگر (ب)

a

s
.
b

t
=
ab

st
.

بͽیرید. نظر در مدول - R ͷی را M باشد. R ضربͬ مجموعه�ی زیر S و حلقه� ͷی R کنید فرض

دارد. -مدولͬ S−١R ساختار مͬ�شود تعریف زیر به�صورت که اعمالͬ با S−١M مجموعه�ی

m١

s١
+
m١

s٢
=
s٢m١ + s١m٢

s١s٢
(si ∈ S,mi ∈M)

(
a

s١
).(
m

s٢
) = (

am

s١s٢
) (si ∈ S,m ∈M,a ∈ R)

هم�ریختͬ - R هم�چنین دارد. وجود ϕ(m) = m
١ ضابطه�ی با ϕ : M −→ S−١(M) طبیعͬ نͽاشت

هم�ریختͬ ، f :M −→ N

S−١f : S−١M −→ S−١N

مͬ�کند. القا S−١f(m
s
) = f(m)

s
ضابطه�ی با را

.S = {fn | n ≥ ٠} کنید فرض باشد آن از عضوی ،f و حلقه� ͷی R کنید فرض .١۴.١.١ مثال

مختلط اعداد میدان روی Rبر = C[x] چندجمله�ای�ها حلقه�ی Rfنمایشمͬ�دهند. با معمولا را S−١R

۶



لوران١ حلقه�یچندجمله�ای�های مͬ�شود، داده نشان ,C[xنیز x−١] با Rxکه حلقه�ی بͽیرید. نظر در Cرا

گویند.

این در .S = R \ p مͬ�دهیم قرار باشد. R یͺدار حلقه�ی از اول ایدآلͬ p فرضکنید تعریف١.١.١۵.

گویند. p در R سازی موضعͬ را وآن مͬ�دهیم نمایش Rp با را S−١R حالت

هر ازای به صورت این در باشد. -مدول R ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف ٠ ̸= x ∈M

(٠ :R x) := {r ∈ R | rx = ٠}.

ایدآل حلقه�یRرا از P اول ایدآل باشد. MیRͷ-مدول و Rیͷحلقه فرضکنید تعریف١٧.١.١.

مجموعه�ی .P = (٠ :R x) که باشد داشته وجود ٠ ̸= x ∈ M عنصر اگر گویند M به وابسته اول

مͬ�دهند. نمایش AssR(M) با Mرا به وابسته اول ایدآل�های

مدرج مدول�های و حلقه�ها ٢.١

زیرگروهای Rبه تجزیه ͷیR =
⊕
i∈G

Ri و نیم�گروه ͷیG و Rیͷحلقه� فرضکنید تعریف١.٢.١.

باشیم داشته i, j ∈ G هر ازای به که به�طوری باشد خود جمعͬ

RiRj ⊂ Ri+j.

گویند. i درجه�ی از همͽن را Ri عنصر هر است. -مدرج G حلقه ͷی R گوییم صورت این در

Laurant ١
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جمع به�صورت که است R از عناصری مجموعه ، RiRj از بالا،منظور تعریف در .٢.٢.١ ملاحظه

.rj ∈ Rj و ri ∈ Ri که مͬ�باشند rirj عناصر از متناهͬ

صورت به Mرا بتوان اگر است. MیRͷ-مدول و مدرج Rیͷحلقه�ی فرضکنید تعریف٣.٢.١.

گوییم ،RaMb ⊂Ma+b که شرط این با Mنوشت =
⊕

i∈GMi گروه�هایشمثل زیر از مستقیمͬ جمع

است -مدرج G ،M

تمام درجه�ی هرگاه گوییم، t درجه از همͽن را f ∈ S = K[x١, ..., xn] عنصر .۴.٢.١ تعریف

باشد. t برابر f محمل در موجود ت�ͷجمله�ای�های

چندجمله تمام Riمجموعه فرضکنید ،S = K[x١, ..., xn]چند�جمله�ای�های حلقه�ی در .۵.٢.١ مثال

صورت این در . است i درجه از همͽن یا f = ٠ که باشد f مانند �ای�هایͬ

S = K[x١, ..., xn] =
⊕
i∈Z

Ri

است. مدرج - Z حلقه�ی ͷی S = K[x١, ..., xn] حلقه�ی بنابراین

به را Sa ، a ∈ Zn هر ازای به ، S = K[x١, ..., xn] جمله�ای�های چند حلقه�ی در .۶.٢.١ مثال

صورت:

Sa =


Kxa١١ x

a٢
٢ ... x

an
n a ∈ Zn

٠ این�صورت غیر در

داشت: خواهیم صورت این در مͬ�کنیم. تعریف

S = K[x١, ..., xn] =
⊕
a∈Zn

Sa.

است. مدرج - Zn حلقه�ی ͷی S = K[x١, ..., xn] حلقه�ی بنابراین
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Ri ، i هر ازای به صورت این در باشد. مدرج حلقه ͷی R =
⊕
i∈N

Ri کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

بفردی منحصر به�طور مͬ�توان را (٠ ̸=)y ∈ R عنصر هر به�علاوه، گویند. i درجه از R همͽن رده را

در هستند. ناصفر ها yn از متناهͬ تعدادی فقط و yn ∈ Rn در�آن که داد نمایش y =
∑
yn به�شͺل

مͬ�نامیم. n درجه از R همͽن مولفه�ی را yn حالت این

شرایط صورت این در باشد. R از ایدآلͬ I و مدرج حلقه ͷی R =
⊕
i∈N

Ri فرضکنید .٨.٢.١ قضیه

معادلند: زیر

I =
⊕
i∈N

(Ri ∩ I) (الف)

هستند I به متعلق ، I عنصر هر همͽن (ب)مولفه�های

شود. مͬ تولید خودش همͽن عناصر ی وسیله به I (پ)

نوشت مͬ�توان y ∈ I هر به�ازای صورت این در R =
⊕
i∈N

Ri کنیم فرض ب) ⇐ (الف اثبات.

y =
∑
i∈N

y′i دیͽر طرف از صفرند. ͬͽهم yiها از متناهͬ تعداد به�جز و yi ∈ Ri آن در که y =
∑
i∈N

yi

.y′i ∈ I ∩Ri که

.yi ∈ I نتیجه در و yi = y′i همͽن، مولفه�های جمع حاصل به y تجزیه�ی بودن یͽانه علت به

چون .yi ∈ Ri آن در که y =
∑
yi داریم باشد. دلخواهͬ عنصر y ∈ I کنید فرض ⇐الف) (ب

.I =
⊕
i∈N

(I ∩Ri) درنتیجه و yi ∈ I ∩Ri پس ،yi ∈ I فرض طبق

مولفه�های همه�ی gi به�جای مͬ�توان ،i ∈ N هر به�ازای باشد. I مولد {gi}i∈N کنید فرض (ب⇐پ)

همͽن آن اعضای همه�ی که مͬ�آید به�دست نهایتمجموعه�ای در و داد قرار مجموعه این در را آن همͽن

مͬ�کنند. تولید را I و هستند

تولید M = {gi}i∈N مانند همͽن�اش عناصر از مجموعه�ای به�وسیله�ی I کنید فرض ب) ⇐ (پ

غیرصفر عنصر f ∈ I و I ̸= ٠ کنیم فرض پس نمͬ�ماند. اثبات برای چیزی I = ٠ اگر مͬ�شود.
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بنابراین باشد I از دلخواهͬ

f = xi١gi١ + · · ·+ xirgir ; xij ∈ R

مانند دارند. همͽن مؤلفه�های به تجزیه�ای xij پس مͬ�باشد xij ∈ R و مدرج R آنجاکه از

xij = xij١ + · · ·+ xijl

پس

f = (xi١١gi١ + xi١٢gi١ + · · ·+ xi١tgi١) + · · ·+ (xir١gir + · · ·+ xirlgir)

از آن�ها، از تعداد هر جمع پس دارند قرار I در نیز xijkgijها بنابراین دارند تعلق I به gijها آنجاکه از

دارند. قرار I در نیز هستند درجه هم که آن�هایͬ جمله

همͽن ایدآل را کند صدق قبل قضیه شرایط از ͬͺی در که را R مدرج حلقه از I ایدآل .٩.٢.١ تعریف

گوییم.

وهم�ریختͬ باشد حلقه�یمدرج Mدو ′
=

⊕
i∈N M

′
i Mو =

⊕
i∈N Mi فرضکنید تعریف١٠.٢.١.

که گوییم صورت این در ϕ(Mi) ⊆ M
′

i+d که خاصیت این با �باشیم داشته را ϕ : M → M
′ حلقه�ای

گوییم. همͽن هم�ریختͬ را ϕ ، d = ٠ اگر و است d درجه از مدرج هم�ریختͬ�ای ϕ

مخالف همͽن عنصر دو هر حاصلضرب هرگاه باشد. مدرج حلقه ͷی R کنید فرض .١١.٢.١ قضیه

ندارد. نابدیهͬ صفر علیه مقسوم R آن�گاه باشد، ناصفر R در صفر
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و باشند، R ناصفر عنصر دو y و x کنید فرض اثبات.

x = x١ + x٢ + · · ·+ xn , y = y١ + · · ·+ ym

کمترین از y و x همͽن مؤلفه�های ترتیب به y١ و x١ گیریم باشند. همͽن مولفه�های به y و x تجزیه�ی

آنͽاه ، (i, j) ̸= (١, ١) اگر همچنین و x١y١ ̸= ٠ داریم فرض طبق باشند. درجه

از xy همͽن مولفه�های بین در x١y١ که مͬ�شود نتیجه صورت این در .deg(x١y١) < deg(xiyi)

.xy ̸= پس٠ است. درجه کوچͺترین

داریم: صورت این در باشد d درجه از همͽن ریختͬ هم ϕ : R → R
′ کنید فرض .١٢.٢.١ قضیه

است R همͽن ایدآل ͷی ϕ (الف)هسته

است. R′ مدرج حلقه زیر ͷی ϕ (ب)برد

نظر در مقابل صورت به را ϕ(y) .yi ∈ Ri که y =
∑
finite

yi و y ∈ ker(ϕ) کنید فرض الف) اثبات.

است ϕ(yi) = ٠ داریم i هر برای درنتیجه .ϕ(yi) ∈ R′
i+d که ϕ(y) =

∑
finite

ϕ(yi) = ٠ بͽیرید

،(٨.٢.١) قضیه�ی بنابه و دارد قرار خودش در ker(ϕ) عنصر هر همͽن مؤلفه�های بنابراین و

است. همͽن اید�آل ͷی ker(ϕ)

ϕ(Ri) = ϕ(R) ∩ R′
i+d چون دیͽر طرف از .ϕ(R) =

∑
ϕ(Ri) پس ،R =

∑
Ri چون ب)

داریم: و ϕ(R) =
∑

(ϕ(R) ∩R′
i+d) درنتیجه

(ϕ(R) ∩R′
i+d)(ϕ(R) ∩R′

j+d) = ϕ(Ri)ϕ(Rj)

= ϕ(RiRj)

⊆ ϕ(Ri+j)
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= ϕ(R) ∩R′
i+j+d

′Rاست. مدرج زیرحلقه�ی Im(ϕ) که مͬ�دهد نشان این .ϕ(R) = ⊕((ϕ(R)∩R′
i+d)) بنابراین

نیز R
I
حلقه�ی صورت این در است. R مدرج حلقه همͽن ایدآل ͷی I کنید فرض .١٣.٢.١ قضیه

است. مدرج

ͷی ϕ چون است. طبیعͬ همریختͬ همان ϕ آن در که ϕ(Rq) = Sq و S =
R

I
دهید قرار اثبات.

r = ri١+· · ·+rij و r ∈ R فرضکنید مͬ�باشد. S از یͷزیرگروه Sq نتیجه در است طبیعͬ همریختͬ

چون rit ∈ Rit آن در که باشد همͽن مولفه�های به r تجزیه�ی

ϕ(r) = ϕ(ri١) + · · ·+ ϕ(rij) , ϕ(rit) ∈ ϕ(Rit) = Sit

.S =
∑
Sq پس

١ ≤ t ≤ j هر برای آن�گاه ، ϕ(r) = ٠ اگر که دهیم نشان است کافͬ ،S = ⊕Sq دادن نشان برای حال

ͷی kerϕ چون r ∈ kerϕ = I این�صورت در .ϕ(r) = ٠ کنید فرض .ϕ(rit) = ٠ داشت خواهیم

این�رو از .rit ∈ kerϕ داریم ١ ≤ t ≤ j که t هر برای ،(٨.٢.١) قضیه بنابه پس است همͽن ایدآل

.ϕ(rit) = ٠ ،t هر برای

.SqSq′ ⊆ Sq+q′ کنیم ثابت است کافͬ بودن مدرج برای حال

عناصر پس S ′ ∈ ϕ(Rq′) و S ∈ ϕ(Rq) چون S ′ ∈ Sq′ و S ∈ Sq که کنید فرض منظور این برای
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