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චاری... ণپاس໋�

و داشته عطا من به دانش کسب جهت در که توفیقͬ به�پاس را یͺتا پروردگار میͺنم ستایش آغاز در
ایشان ارزنده راهنمایی�های که دارابی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد از مͬ�کنم سپاس�گزاری
جناب از و مشاور استاد عنوان به رحیمͬ دکتر آقای جناب از همچنین است. بوده راهͽشایم همواره

دارم. را تشͺر کمال دارند عهده به را نامه پایان این داوری که عظیمͬ دکتر آقای
پاسخͽوی صدر سعه با همواره که نیز مزیار١ دکتر آقای جناب از را خود قدردانͬ و تشͺر مراتب

دارم. روز�افزون توفیق و سلامت آرزوی ایشان برای و آورم مͬ به�جا بوده�اند اینجانب مشͺلات

شهریور١٣٩١ سلطنت�پوری زهرا

١R. Mesiar
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٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

مقدمه ١.١

وسیعͬ به�طور [٢٠] شدند معرفͬ سوگینو١ توسط فازی انتگرال�های و فازی اندازه�های که زمانͬ از

[∞,٠]تعمیم به [٠,١] از را فازی اندازه�های بازه [١۶] آدامز٢ و رالسͺو گرفتند. قرار مطالعه مورد

ارائه فازی اندازه قضیه�ی از کلͬ توصیف ͷی [٢٢] کلیر۴ و وانگ ، [١۵] ٣ پاپ سپس دادند.

انتگرال به را ͷکلاسی انتگرال نامساوی چندین همͺارانش و فلورس۵ ـ رومن به�تازگͬ نمودند.

را یانگ نامساوی همͺارانش و فلورس ـ رومن [١٨] مرجع داده�اند[۴،١٧،١٨].در تعمیم فازی

مقاله�ی نتیجه�ی به توجه با کرده�اند. اثبات یͺنوا اکیداً و پیوسته توابع به نسبت فازی انتگرال برای

از فازی انتگرال برای چͬ�بی�شف نوع از نامساوی ͷی فلورس ـ رومن و ۶ͷفرانولی ـ فلورس [١٨]

اصلͬ نتایج فنگ٧ و اُیانگ نموده�اند[۴]. ارائه ͹لب اندازه اساس بر را یͺنوا اکیداً و پیوسته توابع

این اساس بر کردند. اثبات یͺنوا توابع برای مشابهͬ نتایج آنها واقع در دادند. تعمیم را [١٨] در

فازی اندازه اساس بر یͺنوا توابع از فازی انتگرال برای را چͬ�بی�شف نامساوی ͷی اُیانگ نتایج،

کرد[١۴]. اثبات دلخواه

چͬ�بی�شف نامساوی در درگیر عملͽر همچنین و مجرد فازی اندازه یͷفضای با ما پایان�نامه، این در

فصل در قضیه و تعریف چند از مختصری ارائه�ی از پس داریم. سروکار معمولͬ ضرب تعمیم با
١M. Sugeno
٢D. Ralescu, G. Adams
٣E. Pap
۴Z. Wang, G. Klir
۵Román-Flores
۶ Flores-Franulič
٧Y. Ouyang, J. Fang



٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

شده ارائه مثال چند همراه به چͬ�بی�شف نوع از کلͬ نامساوی ٣ فصل در مͬ�دانیم، قبل از که ١و٢

مͬ�شود. بیان اصلͬ نتایج پایان در و

يادآوری ٢.١

٨مͬ�باشند هم�یͺنوا توابع g و f گوئيم باشند. تابع دو f, g : X → [٠,∞) فرضكنيد تعریف١.٢.١.

نامساوی در x, y ∈ X هر برای g و f هرگاه

(
f(x)− f(y)

)(
g(x)− g(y)

)
≥ ٠

میباشند. نزولͬ هر�دو يا صعودی هر�دو g و f صورت این در كنند. صدق

تابع و f(x) =
√
x صورت به f : [٠,∞) → [٠,∞) و باشد X = R كنيد فرض .٢.٢.١ مثال

fو تابع دو چون صورت، اين در باشند. شده تعريف g(x) = x٢ صورت به g : [٠,∞) → [٠,∞)

مͬ�باشند. هم�یͺنوا پس صعودی�اند، دو gهر

زير شرايط در هر�گاه شود مͬ ناميده -نرم٩ t يك T : [٠,١]× [٠,١] → [٠,١] تابع .٣.٢.١ تعریف

كند: صدق

.T (x,١) = T (١, x) = x ،x ∈ [٠,١] هر برای الف)

آنگاه y١ ≤ y٢ و x١ ≤ x٢ اگر ،x١, x٢, y١, y٢ ∈ [٠,١] هر برای ب)
٨Comonotone
٩t-norm



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

بودن) (نانزولͬ .T (x١, y١) ≤ T (x٢, y٢)

جابجایی) یا (تقارن .T (x, y) = T (y, x) ج)

(شرکت�پذیری) .T (T (x, y), z) = T (x, T (y, z)) د)

.T (x, y) ≤ min(x, y) ه)

(ب)، شرایط در هرگاه مͬ�شود نامیده ١٠ t-زیر�نرم ͷی M : [٠,١]٢ → [٠,١] تابع .۴.٢.١ تعریف

کند. صدق قبل، تعریف از (ه) و (د)

مͬ�شود. معرفͬ ساده -نرم t چند ادامه در

t را آن که مͬ�باشد t-نرم يك TM صورت، اين در .TM (x, y) = min(x, y) كنيد فرض .۵.٢.١ مثال

مͬ�نامیم. مͬ�نیمم -نرم

t-نرم را آن که مͬ�باشد t-نرم يك TP صورت، اين در .TP (x, y) = x.y كنيد فرض .۶.٢.١ مثال

مͬ�نامیم. حاصلضرب

مͬ�باشد. t-نرم يك TL صورت، اين در .TL(x, y) = max(x+ y −١,٠) كنيد فرض .٧.٢.١ مثال

T t-نرم تابع هرگاه مͬ�شود ناميده t-هم�نرم يك S : [٠,١] × [٠,١] → [٠,١] تابع .٨.٢.١ تعریف

كه به�طوری باشد موجود

S(x, y) = ١− T (١− x,١− y).

١٠triangular subnorm



۵ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

مͬ�كند: صدق زير شرايط در نرم -هم t يك

.S(x,٠) = S(٠, x) = x ،∀x ∈ [٠,١] الف)

كند. صدق باید نیز قبل تعريف از (۴) و (٣) ،(٢) شرايط در همچنين ب)

مͬ�باشد. t-هم�نرم يك S صورت، اين در .S(x, y) = max(x, y) كنيد فرض .٩.٢.١ مثال

مͬ�باشد. t-هم�نرم يك S صورت، اين در .S(x, y) = x+ y − x.y كنيد فرض .١٠.٢.١ مثال

مͬ�باشد. t-هم�نرم يك S صورت، اين در .S(x, y) = min(x+ y,١) كنيد فرض .١١.٢.١ مثال

فازی اندازه ٣.١

اندازه�های به و دارند را یͺنوایی ویژگͬ که ریاضͬ�اند آنالیز در اندازه مفهوم از تعمیمͬ فازی اندازه�های

معروف�اند. غیرجمعͬ

اندازه فضای را (X,F)جفت آنگاه باشد، X در -جبر σيك F و مجموعه يك X اگر تعریف١.٣.١.

مͬ�شوند. ناميده اندازه�پذير مجموعه�های F اعضای و مͬ�نامند پذير

مجموعه�ای یͷتابع (X,F)روی اندازه باشد. اندازه�پذير يكفضای (X,F) فرضكنيد تعریف٢.٣.١.

به�طوری�كه باشد شده تعریف F مجموعه�های همه�ی برای که است µ مانند نامنفͬ

.µ(∅) = ٠ .١



۶ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

آنگاه باشد، F در متمايز دو�بدو مجموعه�های از دنباله يك {Ai} اگر .٢

µ(

∞∪
i=١

Ai) =

∞∑
i=١

µ(Ai).

داشت خواهیم آنگاه باشد، �اندازه فضای يك (X,F, µ) اگر .٣.٣.١ قضیه

آنگاه ،A ⊆ B و A,B ∈ F اگر .١

µ(A) ≤ µ(B).

آنگاه باشد، F در دنباله يك {An} اگر .٢

µ(

∞∪
n=١

An) ≤
∞∑

n=١
µ(An).

آنگاه ،An ⊆ An+١ باشیم داشته n ∈ N هر برای به�طوری�كه باشد F در دنباله يك {An} اگر .٣

µ(

∞∪
n=١

An) = lim
n→∞

µ(An).

و An ⊇ An+١ باشیم داشته n ∈ N هر برای به�طوری�كه باشد F در دنباله يك {An} اگر .۴

آنگاه µ(A١) < ∞

µ(

∞∩
n=١

An) = lim
n→∞

µ(An).

خواهیم است، متناهͬ جمع�پذير µ اینکه به� باتوجه .B = A ∪ (B − A) مͬ�دهيم قرار .١ برهان.

داشت

µ(B) = µ(A) + µ(B −A) ≥ µ(A).



٧ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

.Bn = An −
∪n−١

i=١ Ai مͬ�دهيم قرار ،n > ١ طبيعͬ عدد هر برای و B١ = A١ مͬ�كنيم فرض .٢

آنگاه

Bn =

n−١∩
i=١

(An −Ai) = An

n−١∩
i=١

Ac
i .

،n = ١,٢,٣, · · · هر برای� كه است واضح .Bn ∈ F داريم ،n = ١,٢,٣, · · · هر برای بنابراين،

و Bl ⊆ Al آنگاه .l < k به�طوری�که باشند صحيحͬ اعداد k و l كه كنيد فرض .Bn ⊆ An

داريم بنابراين

Bl ∩Bk ⊂ Al ∩Bk = Al ∩Ak

k−١∩
i=١

Ac
i

= Al ∩Ak ∩ · · · ∩Ac
l ∩ · · ·

= Al ∩Ac
l ∩Ak ∩ · · · ∩ · · · = ∅ ∩Ak ∩ · · · ∩ · · ·

= ∅.

n = هر برای چون .∪∞
i=١An =

∪∞
i=١Bn كه مͬ�كنيم ادعا حال .Bi

∩
i ̸=j Bj = ∅ يعنͬ،

.x ∈
∪∞

n=١An فرضكنيد .∪∞
i=١An ⊇

∪∞
i=١Bn داشت پسخواهیم ،Bn ⊆ An ،١,٢,٣, · · ·

باشد انديسͬ كوچͺترين k كه فرضكنيد .x ∈ An داشت خواهیم ها n از برخͬ� برای بنابراين،

x ∈ Ak صورت، اين در .j = ١,٢, · · · , k−١ هر برای x /∈ Aj و x ∈ Ak بنابراين ،x ∈ An كه

در .x ∈
∪∞

n=١Bn لذا، ،x ∈ Bk = Ak
∩k−١

j=١ Ac
j يعنͬ .j = ١,٢, · · · , k−١ هر برای x ∈ Ac

j و



٨ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

نتیجه،

µ(

∞∪
i=١

An) = µ(

∞∪
i=١

Bn) =

∞∑
n=١

µ(Bn) ≤
∞∑

n=١
µ(An).

آنگاه Bn = An −An−١ ،n > ١ هر برای و B١ = A١ كنيد فرض .٣

Bi

∩
i̸=j

Bj = ∅,

داريم نتیجه در .∪∞
i=١An =

∪∞
i=١Bn و Ak =

∪k
n=١Bn

µ(
∞∪
i=١

An) = µ(
∞∪
i=١

Bn) =
∞∑

n=١
µ(Bn) = lim

k→∞

k∑
n=١

µ(Bn) = lim
k→∞

µ(Ak).

آنگاه .A =
∩∞

n=١An كنيد فرض .۴

A١ −A = A١ −
∞∩

n=١
An =

∞∪
n=١

(A١ −An),

(٣) قسمت از استفاده با صورت، اين در .n طبيعͬ� عدد هر برای A١ −An ⊂ A١ −An+١ و

داريم قضيه اين

µ(A١ −A) = µ
( ∞∪

n=١
(A١ −An)

)
= lim

n→∞
µ(A١ −An).

،n طبیعͬ عدد هر برای چون همچنين، .µ(A) < ∞ پس ،µ(A١) < ∞ و A ⊂ A١ چون

خواهیم آنگاه ،A١ = (A١ − A) ∪ A مͬ�دهيم قرار .µ(An) < ∞ كه شود مͬ نتيجه An ⊂ A١

یعنͬ، .µ(A١) = µ(A١ −A) + µ(A) داشت

µ(A١ −A) = µ(A١)− µ(A).



٩ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

داشت خواهیم A١ = (A١ −An) ∪An گرفتن نظر در با مشابه، طور به

µ(A١ −An) = µ(A١)− µ(An).

داريم صورت اين در

µ(A١)− µ(A) = lim
n→∞

[µ(A١)− µ(An)] = µ(A١)− lim
n→∞

µ(An).

يعنͬ، ،µ(A) = limn→∞ µ(An) كه مͬ�شود نتيجه پس ،µ(A١) < ∞ چون و

µ(
∞∩

n=١
An) = lim

n→∞
µ(An).

و X زير�مجموعه�های از غيرتهͬ كلاسͬ F و ناتهͬ مجموعه�ای X كنيد فرض .۴.٣.١ قرارداد

قرارداد صورت این در باشد. توسعه�يافته مقدار حقيقͬ و نامنفͬ ای مجموعه تابع µ : F → [٠,∞]

كنيم: مͬ

.supx∈∅{x : x ∈ [٠,∞]} = ٠ .١

.infx∈∅{x : x ∈ [٠,١]} = ١ .٢

.٠×∞ = ∞×٠ = ٠ .٣

. ١∞ = ٠ .۴

.∞−∞ = ٠ .۵



١٠ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

است. حقيقͬ اعداد از دنباله�ای {ai} اینجا در که ،
∑

i∈∅ ai = ٠ .۶

صدق زير شرايط در اگر فقط و اگر شود مͬ ناميده (X,F) روی فازی١١ اندازه µ .۵.٣.١ تعریف

كند:

∅)؛ در رسيدن صفر به ) µ(∅) = ٠ .١

آنگاه ،E ⊆ F Fو ∈ F ،E ∈ F اگر .٢

(يͺنوايی)؛ µ(E) ≤ µ(F )

آنگاه ، ∪∞
n=١En ∈ F E١و ⊆ E٢ ⊆ · · · ،{En} ⊂ F هرگاه .٣

پایین)؛ از (پیوستگͬ limn µ(En) = µ(
∪∞

n=١En)

صورت اين در ،∩∞
n=١En ∈ F و µ(E١) < ∞ ، E١ ⊇ E٢ ⊇ · · · ،{En} ⊂ F وقتͬ .۴

بالا). از (پيوستگͬ limn µ(En) = µ(
∩∞

n=١En)

در اگر مͬ�شود ناميده (X,F) روی پايين ١٢ پيوسته) (شبه پيوسته نيم فازی اندازه µ تعریف٣.١.۶.

بالايی پيوسته) (شبه پيوسته نيم فازی اندازه µ و كند صدق فازی اندازه تعريف ٣ و ٢ ،١ شرایط

كند. صدق فازی اندازه تعريف ۴ و ٢ ،١ شرايط در اگر مͬ�شود ناميده (X,F) روی

و µ(X) = ١ اگر تنها و اگر شود مͬ ناميده منظم µ پيوسته نيم فازی اندازه یا فازی اندازه همچنین

.X ∈ F

١١Fuzzy measure
١٢Semicontinuous



١١ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

فضای روی پيوسته) شبه فازی اندازه فضای (يا فازی اندازه فضای را (X,F, µ) .٧.٣.١ تعریف

پذير اندازه فضای روی پيوسته) شبه فازی اندازه (يا فازی اندازه µ اگر مͬ�ناميم (X,F) پذير اندازه

.X ∈ F و باشد (X,F)

خاصيت نيم�حلقه، يك كلاسيكروی اندازه با مقايسه در پيوسته) شبه فازی اندازه (يا فازی اندازه

مجموعه روی رسیدن صفر به و (نيم�پيوستگͬ) پيوستگͬ يͺنوايی، خاصيت اما ندارد را جمع�پذيری

نظر در جمع�پذير غير اندازه�های به�عنوان را شبه�پيوسته) فازی اندازه (يا فازی اندازه دارد. را تهͬ

مͬ�گیریم.

.µ(E) < ∞ باشیم داشته ،E ∈ F هر برای هرگاه مͬ�نامیم متناهͬ را µ فازی اندازه .٨.٣.١ تعریف

حد که {En} ⊂ F دنباله هر برای آنگاه باشد. متناهͬ فازی اندازه ͷی µ کنید فرض .٩.٣.١ قضیه

داشت خواهیم باشد موجود آن

limnµ(En) = µ(limnEn).

مͬ�گیریم است. موجود آن حد که باشد F در مجموعه�ها از دنباله�ای {En} مͬ�کنیم فرض برهان.

E = limnEn = limnsupEn = limninfEn



١٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

داشت خواهیم µ بودن متناهͬ به باتوجه

µ(E) = µ(lim
n

supEn)

= limnµ
( ∞∪
i=n

Ei

)

= limnsupµ
( ∞∪
i=n

Ei

)

≥ limnsupµ(En)

≥ limninfµ(En)

≥ lim
n

infµ
( ∞∩
i=n

Ei

)

= limnµ
( ∞∩
i=n

Ei

)

= µ(limninfEn)

= µ(E).

.limnµ(En) = µ(E) داریم و است موجود limnµ(En) بنابراین

{En} مجزای دو�بدو دنباله�ی هر برای اگر فقط و اگر مͬ�نامیم جامع را µ اندازه�ی .١٠.٣.١ تعریف

.limnµ(En) = ٠ باشیم داشته F در مجموعه�ها از

جامع µ صورت این در باشد. متناهͬ بالایی پیوسته نیم فازی اندازه µ کنید فرض .١١.٣.١ قضیه

است.



١٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

Fn = بͽیریم درنظر اگر باشد. F در مجزا دو�بدو مجموعه�های از دنباله�ای En کنید فرض برهان.

داشت خواهیم و مͬ�باشد F در مجموعه�ها از نزولͬ دنباله�ای {Fn} آنگاه ،
∪∞

i=nEi

limnFn =

∞∩
n=١

Fn

= limnsupEn

= ∅.

بالا، از µ پیوستگͬ و بودن متناهͬ به توجه با است متناهͬ بالایی پیوسته نیم فازی اندازه µ چون

داشت خواهیم

limnµ(Fn) = µ(limnFn)

= µ(∅)

= ٠.

�اینکه به باتوجه

٠ 6 µ(En) 6 µ(Fn)

شد خواهد نتیجه

limnµ(En) = ٠

مͬ�باشد. جامع µ پس

است. جامع اندازه�پذیر، فضای ͷی روی متناهͬ فازی اندازه هر .١٢.٣.١ نتیجه


