
ö�µÆ��Ü�ø ö�µÆ�¨ ù�ÚÈ÷�¢üÜ�ÞØ� ���Ê½�ü®�þ¤ ¤�õ� Àª¤� ü¨��ª¤�î �õ�÷ ö�þ��:ö���äý¤�õ� ý�û��®Âê ö�õ¥� ø ý��Ü¬�ê ,ý��ÎÖ÷ ¢¤ø�Â�ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ß�Ú÷��õ
:�Þ�û�¤ À���¨�ü��õ� ÀÞ½õ Âµî¢üþ�®¤ ßÆ� Âµî¢:©¤�Ú÷ ø Õ�Ö½���Âè ýÂÔÑõ �þÀúõ
1388 ö�µÆõ¥



ùÀ�Ø�ß�Ú÷��õ ��®Âê ö�õ¥� ø ý��Ü¬�ê ¢¤ø�Â� .Ýþ¥�¢Â�üõ ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ü¨¤Â� �� ,�õ�÷ö�þ�� ßþ� ¤¢ý��ÎÖ÷ ¢¤ø�Â� ß��»Þû .Ý��îüõ ö��� ý¥�¨���ú� ý�û�ÜÿÆõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �¤ ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ý�Â�,�Âµ¨���� ý�û×��Ø� ýÂ�ð ¤�î�� �� ùø�ä�� ,ù¢�¢ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ L2 Âµõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �¤ ý¥�ê ß�Ú÷��õ�Ü¬�ê ø L2 Âµõ ¥� ù¢�Ô µ¨� � � �¤ ý�� ÷�Þ ÷À�� ø ý�� ÷�Þ ÷ø¢ ,ý�� ÷�Þ ÷×þ ý¥�ê ß�Ú÷� �õ ��®Âê ö�õ¥�.Ý�û¢üõ ���¤� �þø-���þ ¤�¢´õ�ä



¤�µÔðÇ��ý¤� ÿ � ,ý¢¤�� õ ß � �� ¤¢ .À ÷�ª ý¤ø�âÞ� � þ ´± � �f Ö � ì¢ À � ÷�� �üÞ ÷ � ûù¢�¢ üÌã � ,üã ì�ø ö� ú� ¤¢.¢�ª âì�ø ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ À÷���üõ Õ�ì¢�÷ ý�ûù¢�¢ ý¥�¨ñÀõ ¤¢ °¨��õ ¤���� ×þ ö���ä�� ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õÂ�Ûõ�î ¤�Ï�� ö� ý�û¢Â�¤�î ø �þ�� Ý�û�Ôõ ,(1965) 1ù¢�¥ Í¨�� ¤�� ß�óø� ý�Â� ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ ��úÔõø (1986) 5�ØÆó�¤ ø 4ý¤�� Í¨�� ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ��úÔõ ø (1995) 3ö��þ ø 2Â�Üî Í¨��.À÷�ùÀª �ÂÎõ (1978) 6í�÷Âî�îý¤�õ� ý�û��®Âê ö�õ¥� ö�ðø¢ �î À÷¢Âî üêÂãõ �¤ ý¥�ê ö���ÞÏ� �Ü¬�ê üä�÷ (2005) 8öÀ
 �õ ø 7Â�
ð
üÖ�Ö� Âµõ�¤�� ù¤��¤¢ ¯�±�µ¨� �� (2002) 9Ûµ�ê .À�µÆû ��÷ üÚ��ú� ý�û¤��ãõ ü¡Â� À��ø ß��»Þû ø ´¨�Â� ü�µ±õ ý�ûÂð¢¤ø�Â� ø ©ÂµÆð Û¬� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �Àµ�� ¤¢ ýø .´¨� �µ¡�¢Â� ý¥�ê ý�ûù¢�¢ �þ�� Â� � ¤�ÀÖõù¢�Ôµ¨� �� ù�ðö� .´¨� ù¢Âî üêÂãõ ý¥�ê ý�ûù¢�¢ �þ�� Â� ø � ý�Â� �¤ ý¥�ê ý�ûÂð¢¤ø�Â� ,üÖ�Ö� ý�ûù¢�¢ö��� � ý�Â� üó�Þãõ ö���ÞÏ� ����÷ ×þ f� ¥� üê¢�Ê� �÷�Þ÷ ×þ �þ�� Â� ø � ý�Â� üó�Þãõ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ¥�ý�ûÂµõ�¤�� ý�Â� ý¤�õ� ö���ÞÏ� Û¬��ê ¤¢ �¤ ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ ý¤�ÿ� ¢Â�¤�î (2009) 10øø .´¨� ù¢Âîö���ÞÏ� Û¬��ê �±¨�½õ ý�Â� ýø .´¨� ù¢�¢ ���¤� ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ßµêÂð ÂÑ÷ ¤¢ �� ñ�ú¹õ ý¥�ê�¤ üÜ¬� �ÜÿÆõ ø ù¢¤ø� ´¨¢ �� ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ ý¤�ÿ� ��úÔõ ´½� �¤ ¢�Þµä� ý�û��¤¢ ,�êÂÏø¢ ý¥�êö���ÞÏ� Û¬��ê ,ÛÊê ßþ� ¤¢ ùø�ä�� .´¨� ùÀª ù¢�¢ �Âª 2 ÛÊê ¤¢ �î ,ù¢Âî ÛþÀ±� ý¥�¨���ú� Û��Æõ ��Zadeh1Klir2Yuan3Puri4Rales
u5Kwakernaak6Geyer7Meeden8Viertl9Wu101



.À÷�ªüõ âì�ø ü¨¤Â� ¢¤�õ ý¥�ê ²� �êÂÏ×þ ø ý¥�ê ´¨�¤ �êÂÏ×þ13Àó� ÷¤� .À ÷¢�¢ ¢�ú �È� � ý¥� ê ��ä�Ï� � � �¤ ß¨Â� � ßÞ� ÷ � �®Âê ö�õ¥� (1989) 12Û�ð ø 11Û¨�î.´¨� ù¢�¢ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ üó�Þãõ ý�ûù¢�¢ �� ý¥�ê ý�û��®Âê ö�õ¥� �ÜÿÆõ ¤�� ß�óø� ý�Â� (1998)Û��Öõ ø ÂÔ¬­Âê ßµêÂþÁ� �þ ¢¤ ´ú� �¤ Ý�ÞÊ� Àä��ì ,ý¥�ê ý�û��®Âê ö�õ¥� �±¨�½õ ý�Â� (2005) øøù¢�¢ �Âª 3 ÛÊê ¤¢ �î ,ù¢Âî ö��� ý¥�¨���ú� Û��Æõ Û� �Ü�¨ø �� ü���À� ��¤¢ ø ü���©�¡ ��¤¢ ��úÔõ ��.´¨� ùÀª� Ü ÿ Æ õ ü ± ÷� ¹ õ ö� õ¥� ©ø¤ ¤� � ß � óø� ý�Â � (2004) ö�¤� Ø Þ û ø 15øÂ Ú � � µ ÷� õ ø (2000) 14Â ÷øÂ î¤¢ ,À÷�ªüõ ö��� ýÂÑ÷ à�½ó ¥� �î ü±÷�¹õ ý�ûö�õ¥� ý�û¢Â�¤�î üÌã� .À÷¢Âî �ÂÎõ �¤ ý��÷�Þ÷×þù¥�À÷� ß��»Þû ,À�µÆû �ãõ�� ñ�ú¹õ ý�ûÂµõ�¤�� Ûõ�ª ø ùÀ�»�� �fµ±Æ÷ �ú÷� �Âþ¥ .À�µÆû ñ�±ì Û��ì Â�è ÛÞäüÌã� ,ö�¤�ØÞû ø øÂÚ��µ÷�õ ß��»Þû .À�ª��üõ ï¤�� ,À÷�ªüõ °¨��õ ¸þ�µ÷ �� Â¹�õ �î ü��û�÷�Þ÷�î �¹÷� ¥� .À÷�ù¢�¢ ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ ��÷ ù¢�¨ ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ý�Â� �¤ �Âµ¨���� ö�õ¥� ý�ûù��ª.À÷¢�¢ ¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ �¤ �Âµ¨���� ý�û×��Ø� ,À�µÆû ü±÷�¹õ ¸þ�µ÷ ¥� Â��÷��� �Âµ¨���� ý�û×��Ø��¤ ý��÷�Þ÷À�� ø ý��÷�Þ÷ø¢ ý�û��®Âê ö�õ¥� (2006) ö�¤�ØÞû ø Û�ð ø (2001) ö�¤�ØÞû ø øÂÚ��µ÷�õ�êÂÏø¢ ��®Âê ö�õ¥� (2006) ö�¤�ØÞû ø 16�Úþ¤¢ø¤ .À÷¢Âî ö��� ý¥�ê ý�ûü®�þ¤ À�õ� ýø�Æ� ý�Â��� �¤ ý¥�ê ý�û��®Âê ö�õ¥� (2009) 17ü��Üî .À÷�ù¢�Þ÷ ö��� L2 Âµõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �¤ �ãõ�� ß�Ú÷��õ ý�Â�âì�ø ü¨¤Â� ¢¤�õ 4 ÛÊê ¤¢ �î ,´¨� ù¢Âî �ÂÎõ �Âµ¨���� ý�û×��Ø� ýÂ�ð ¤�î�� �� L2 Âµõ ¥� ù¢�Ôµ¨�.´¨� ùÀªCasals11Gil12Arnold13K�orner14Montenegro15Gonz�alez-Rodriguez16Colubi17
2



�� ý¥�ê ý�û��®Âê ö�õ¥� .À÷�ù¢Âî �ÂÎõ ý¥�ê ¢�Àä� ß�� �¤ ¤�¢´õ�ä °��Â� (2000) 19�þø ø 18���þ.´¨� ùÀª ù¢�¢ �Âª 5 ÛÊê ¤¢ �Âµ¨���� ý�û×��Ø� ýÂ�ð¤�î�� ø �þø-���þ ¤�¢´õ�ä �Ü¬�ê ¥� ù¢�Ôµ¨�.´¨� ùÀõ� Âþ¥ ¤¢ �¬�¡ ¤�Ï�� ÛÊê Âû °ó�Îõü®�þ¤ À�õ� ,ý¥�ê ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ,ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ,ý¥�ê ¢�Àä� ,�þ�� Óþ¤�ã� 1 ÛÊê ¤¢ �.À÷�ùÀª ù¢�¢ �Âª ý¥�ê Å÷�þ¤�ø ø ý¥�êý��±¨�½õ À�þ�Âê ø ý¥�ê ²� �êÂÏ×þ ,ý¥�ê ´¨�¤ �êÂÏ×þ ,ý¥�ê �êÂÏø¢ ö���ÞÏ� Û¬��ê 2 ÛÊê ¤¢ �.´¨� ùÀª ö��� ý¢Àä ý�ûñ�·õ �� �ú÷�ö��� ý¢Àä ý�ûñ�·õ �� �ú÷� ý��±¨�½õ À�þ�Âê ,ý¥�ê �êÂÏ×þ ø �êÂÏø¢ ý�û��®Âê ö�õ¥� 3 ÛÊê ¤¢ �.´¨� ùÀª âì�ø ü¨¤Â�¢¤�õ ��÷ ý¥�ê ý�û��®Âê ö�õ¥� ø ö���ÞÏ� Û¬��ê ß�� �Î��¤ ùø�ä�� .´¨� ùÀª,ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ß�Ú÷��õ ý��ÎÖ÷ ¢¤ø�Â� ,L2 Âµõ �� â��¤ ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø Ý�û�Ôõ 4 ÛÊê ¤¢ �ý�û��®Âê ö�õ¥� �Âµ¨���� Ýµþ¤�Úó� ø (F
 (R) ; D'W ) ý�Ìê ¤¢ ý¥�ê �Âµ¨���� ø ü±÷�¹õ üûö�õ¥�.´¨� ùÀþ¢Âð ö��� (F
 (Rp) ;DK) ý�Ìê ¤¢ �ú÷� ý�ûñ�·õ �� ý��÷�Þ÷À�� ø ý��÷�Þ÷ø¢ ,ý��÷�Þ÷×þö�õ¥� �Âµ¨���� Ýµþ¤�Úó� ,�þø-���þ ¤�¢´õ�ä �Ü¬�ê ��Ï��Âõ ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø Ý�û�Ôõ 5 ÛÊê ¤¢ �.´¨� ùÀª ù¢�¢ �Âª �ú÷� ý�ûñ�·õ �� ý��÷�Þ÷À�� ø ý��÷�Þ÷ø¢ ,ý��÷�Þ÷×þ ý�û��®Âê

Yao18Wu193



�û¢�Þ÷¢�Þ÷~A A ý¥�ê �ä�Þ¹õ~a a ý¥�ê ¢ÀäF (R) ý¥�ê ¢�Àä� �ä�Þ¹õF
 (R) R ¤¢ ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ �þ�¢ÂðP (R) R ü÷��� �ä�Þ¹õ� ~A ~A´þ�Ìä â���~f (~x) ý¥�ê ñ�Þµ�� üó�Ú� â���E � ~X� ý¥�ê ü®�þ¤ À�õ�V � ~X� ý¥�ê Å÷�þ¤�øCLT ý�îÂõ À� ��Ìì
ore(~�0) 12 �~�L1 + ~�U1�K ~H0;� � ý¤�¢ü�Þõ*Î¨ ¤¢ ~H0 ��®Âê ©ÂþÁ� ����÷K ~H1;� � ý¤�¢ü�ãõ*Î¨ ¤¢ ~H1 ��®Âê ©ÂþÁ� ����÷hmax~H0 ( ~H1 ßµêÂþÁ� ý�Â� ü���À� ��¤¢) ~H0 ñ�±ì ý�Â� ñ�Þ�Æî�õ ��¤¢hmax~H1 ( ~H0 ßµêÂþÁ� ý�Â� ü���À� ��¤¢) ~H1 ñ�±ì ý�Â� ñ�Þ�Æî�õ ��¤¢l �K ~H0;�� � ý¤�¢ü�ãõ*Î¨ ¤¢ ~H0 ßµêÂþÁ� ý�Â� ü���©�¡ ��¤¢l �K ~H0;�� � ý¤�¢ü�ãõ*Î¨ ¤¢ ~H1 ßµêÂþÁ� ý�Â� ü���©�¡ ��¤¢�
 (Rp) Rp ¥� üú� Â�è ù¢ÂÈê ý�û�ä�Þ¹õÂþ¥ �þ�¢ÂðF
 (Rp) Rp ¤¢ ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ �þ�¢Âð` (
; A; P ) ÂþÁ�ñ�ÂÚµ÷� ¤�¢ö�Âî ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ �ä�Þ¹õ�10 (P ) ¤�ÀÖõ üÖ�Ö� â���� �ä�Þ¹õ` 0 (
1 � 
2; A1 
A2; P ) ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ �ä�Þ¹õd� (a; b) b ø a ¤�¢´õ�ä �Ü¬�êd� ~A; ~B� ~B ø ~A �þø-���þ ¤�¢´õ�ä �Ü¬�êFp (1) ü½Î¨ -×þ ý¥�ê ý�û�ÎÖ÷ �Þû ù¢��÷�¡p� value ¤�ÀÖõ-p4



5



���¤À�õ ´¨Âúê
11 ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ ø Óþ¤�ã� 112 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ 1-112 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �þ�� Óþ¤�ã� 2-114 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â�¨�� Û¬� 3-115 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ú÷� ý�ûüðÄþø ø ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ 4-118 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �À½õ ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ 5-118 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý�ù¥�� ��Æ� 6-119 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ¢�Àä� 7-16



21 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��Ö÷¥ø£ ø ü·Ü·õ ý¥�ê ¢�Àä� 1-7-123 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ý�ù¥�� ��Æ� 2-7-123 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ¢�Àä� ��Æ� 3-7-123 : : : : : : : : : : : : : : : : ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ Â� ü�µ±õ ©ø¤ 4-7-124 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ù¢�¥ â�¨�� Û¬� Â� ü�µ±õ ©ø¤ 5-7-128 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ 8-129 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� 1-8-130 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ü®�þ¤ À�õ� 2-8-133 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê Å÷�þ¤�ø 3-8-136 ý¥�ê ý�ûù¢�¢ �� ý¤�õ� ö���ÞÏ� Û¬��ê 237 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ 1-237 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê �êÂÏø¢ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê 2-242 : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê �êÂÏø¢ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-2-245 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ´¨�¤ �êÂÏ×þ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê 3-246 : : : : : : : : : : ý¥�ê ´¨�¤ �êÂÏ×þ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-3-248 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ²� �êÂÏ×þ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê 4-249 : : : : : : : : : : : ý¥�ê ²� �êÂÏ×þ ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-4-27



51 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ�ð�¹�µ÷ 5-252 ý¥�ê ý�ûù¢�¢ �� ý¤�õ� ý�û��®Âê ö�õ¥� 353 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ 1-353 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê �êÂÏø¢ ��®Âê ö�õ¥� 2-356 : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê �êÂÏø¢ ��®Âê ö�õ¥� ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-2-366 : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê �êÂÏø¢ ��®Âê ö�õ¥� ø ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ß�� �Î��¤ 3-367 : : : : : : : : : : ~H1 : ~� > ~�0 Â��Â� ¤¢ ~H0 : ~� = ~�0 ý¥�ê �êÂÏ×þ ��®Âê ö�õ¥� 4-367 ~H1 : ~� > ~�0 Â��Â� ¤¢ ~H0 : ~� = ~�0 ý¥�ê ��®Âê ö�õ¥� ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-4-370 : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ´¨�¤ �êÂÏ×þ ��®Âê ö�õ¥� ø ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ß�� �Î��¤ 5-371 : : : : : : : : : : : ~H1 : ~� < ~�0 Â��Â� ¤¢ ~H0 : ~� = ~�0 ý¥�ê �êÂÏ×þ­Âê ö�õ¥� 6-371 ~H1 : ~� < ~�0 Â��Â� ¤¢ ~H0 : ~� = ~�0 ý¥�ê ��®Âê ö�õ¥� ý��±¨�½õ À�þ�Âê 1-6-374 : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê ²� �êÂÏ×þ ��®Âê ö�õ¥� ø ö���ÞÏ� �Ü¬�ê ß�� �Î��¤ 7-375 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ�ð�¹�µ÷ 8-38



76 L2 Âµõ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ý¥�ê ß�Ú÷��õ ý�û��®Âê ö�õ¥� ø ¢¤ø�Â� 477 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ 1-478 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø Ý�û�Ôõ 2-482 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¥�ê üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ ß�Ú÷��õ ý��ÎÖ÷ ¢¤ø�Â� 3-485 : : : : : : : : : : : : : : : : (F
 (R) ;D'W ) ý�Ìê ¤¢ ý¥�ê ß�Ú÷��õ ��®Âê ö�õ¥� 4-485 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷×þ ü±÷�¹õ ö�õ¥� 1-4-487 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷×þ �Âµ¨���� ö�õ¥� 2-4-491 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷À�� �Âµ¨���� ö�õ¥� 3-4-496 : : : : : : : : : : : : : : : : : (F
 (Rp) ;DK) ý�Ìê ¤¢ �Âµ¨���� ��®Âê ö�õ¥� 5-497 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷×þ ��®Âê ö�õ¥� 1-5-498 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷ø¢ ��®Âê ö�õ¥� 2-5-4100 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷À�� ��®Âê ö�õ¥� 3-5-4103 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ�ð�¹�µ÷ 6-4104 �þø-���þ ¤�¢´õ�ä �Ü¬�ê ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ý¥�ê ß�Ú÷��õ ý�û��®Âê ö�õ¥� 5105 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �õÀÖõ 1-59



105 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ü��õÀÖõ Óþ¤�ã� ø Ý�û�Ôõ 2-5107 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷×þ �Âµ¨���� ��®Âê ö�õ¥� 3-5109 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷ø¢ �Âµ¨���� ��®Âê ö�õ¥� 4-5112 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý��÷�Þ÷À�� �Âµ¨���� ��®Âê ö�õ¥� 5-5114 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ�ð�¹�µ÷ 6-5115 Õ�Ö½� ùÀ�þ� ø ¸þ�µ÷ 6134 �û¤�¢�Þ÷ A135 ñø�À� B136 â��Âõ C140 ü¨¤�ê �� üÆ�ÜÚ÷� �õ�÷ ù��ø D
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1 ÛÊê
ü��õÀÖõ Ý�û�Ôõ ø Óþ¤�ã�



�õÀÖõ 1-1Í±�Âõ ��ä�®�õ ø ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ ý�ûüðÄþø ¥� üÌã� ü¨¤Â� ø �þ�� Ý�û�Ôõ Â� ý¤øÂõ ÛÊê ßþ� éÀû¤¢ «�Ê¡�� ,ýÀã� ý�ûÛÊê ¤¢ �î Ý�û¢üõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ ü��ä�®�õ ÛÊê ßþ� ¤¢ .Àª��üõ ö� ��.À÷Â�ðüõ ¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ ý¤�õ� ý�ûÛ�Ü½� ø üÎ¡ ý�þ¤�õ�÷Â� Û��Æõ�þ�� Óþ¤�ã� 2-1ö� â�Âõ �ä�Þ¹õ ¥� �Ìä ×þ Âð� .À÷�ªüõ É¿Èõ ß�ãõ ø Õ�ì¢ üðÄþø ×þ �� ,×�¨�î ý�û�ä�Þ¹õÂð� �f ·õ .´Æ�÷ �ä�Þ¹õ �Ìä ,Àª�� üðÄþø ö� Àì�ê Âð� ø ´¨� ÂÑ÷ ¢¤�õ �ä�Þ¹õ �Ìä ,Àª�� �¤�¢ �¤ üðÄþø,Àª�� Âµõüµ÷�¨ 180 ¥� Â�À�Ü� üðÄþø p ø ,X = ℄0ø250[ �ûö�Æ÷� Àì ñ�Ï ý�Â� ßØÞõ Âþ¢�Öõ �ä�Þ¹õÂµÈ�� Àì �� ý�ûö�Æ÷� ¥� �¤�±ä �î À�îüõ ÓþÂã� �¤ A À�÷�õ �ä�Þ¹õ ×þ �î ´¨� Õ�ì¢ üðÄþø ×þ p ù�ðö�ø Õ�ì¢�÷ üðÄþø ×þ �� ,Ý��î ¶½� Àì À�Ü� ý�ûö�Æ÷� ù¤��¤¢ Ý�û��¿� Âð� ö��î� .´¨� Âµõüµ÷�¨ 180 ¥�.´¨� Ýú±õ ø Õ�ì¢�÷ á�®�õ ×þ ,À�µÆ�÷ �û��Àî ø À�µÆû Àì À�Ü� üþ�ûö�Æ÷� �� �îßþ� .Ýþ¤�¢ ¤�î ø Â¨ Ýú±õ.´Æ�÷ É¿Èõ ø üãÎì Àì À�Ü� ý�ûö�Æ÷� �þ�¢Âð ¤¢ ¢�Âê� ´þ�Ìä�Àä �þ ´þ�Ìä ÂÚþ¢ �¤�±ä ��ýÂ�ðÝ�ÞÊ� ø Ý�û¢üõ ��¹÷� ñ�Àµ¨� �ú÷� §�¨� Â� ø ÝþÂ�üõ ¤�î�� ùÂõ¥ø ¤ üðÀ÷¥ ¤¢ �î üÞ�û�Ôõ ÂµÈ��ÂÞä ñ�Ï �� ý�û²õ� �f ·õ .À�ª��üõ ü±þÂÖ� ý�ûö�Âî �� üþ�û�ä�Þ¹õ ø À�µÆû Õ�ì¢�÷ üÞ�û�Ôõ ,Ý��îüõ.À�µÆû �û�ä�Þ¹õ ø Ý�û�Ôõ á�÷ ßþ� ¥� üÚÞû ,��� �¤��  Â÷ ,ü÷��Ï ý�û´ê�Æõ ,¢�þ¥.´¨� Ý�û�Ôõ �÷�ðßþ� Û�Ü½� ø �þ�¹� ø ýÀ���¤�¬ ý�Â� ý��þÂÑ÷ ,ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ �þÂÑ÷:¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� A �Ê¿Èõ â��� Àª�� R ¥� ý��ä�Þ¹õÂþ¥ A À��î ­Âê .1.1 ÓþÂã�IA (x) = 8<: 1 x 2 A0 x =2 A;ü�ãþ ,´¨� f0;1g ý�Ìä ø¢ �ä�Þ¹õ ö� ¢Â� ø R ,�Ê¿Èõ â��� ��õ�¢ �î À�ª�� �µª�¢ ´ì¢IA (x) : R! f0;1g :12



�� ö� ¤¢ �î ¢�ªüõÉ¿Èõ � ~A : R! [0;1℄ ´þ�Ìä â��� �� R ¥� ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õÂþ¥ .2.1 ÓþÂã�.Àû¢üõ ö�È÷ �¤ ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ ¤¢ x´þ�Ìä ��¤¢ � ~A (x) ¤�ÀÖõ ,R ¥� x Âû ý�¥�℄(1999) øø [ .3.1 ÓþÂã�,h 2 (0;1℄ Âû ý�¥� �� ù�ðÂû .Àª�� ×þ��ó���� ý�Ìê ýø¤ üÖ�Ö� Âþ¢�Öõ �� â��� ×þ f À��î ­Âê (Óó�).À�þ�ð ü���� �µ¨��� �Þ�÷ �¤ f ,Àª�� �µÆ� �Ü¬�ê ×þ fx : f (x) � hgÂð� �ú�� ø Âð� ´¨� ü���� �µ¨��� �Þ�÷ y �ÎÖ÷ ¤¢ f â��� (�)8" > 0 ; 9Æ > 0 : jx� yj < Æ ) f (x) < f (y) + ":
Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ü����� �µ¨��� �Þ�÷ y �ÎÖ÷ ¤¢ f â��� ℄(1999) øø [ .4.1 ÓþÂã�8" > 0 ; 9Æ > 0 : jx� yj < Æ ) f (x) > f (y)� ":

�ä�Þ¹õ ñ�� ÝÞ�Æî�õ ¤�ÀÖõ ý�¤�¢ ü���� �µ¨��� �Þ�÷ â��� ℄(1993) ö�¤�ØÞû ø 1�¤�¥�� [ .5.1 ÓþÂã�ü�ãþ ,Àª��üõ S ù¢ÂÈê9 y 2 S : f (x) � f (y) 8x 2 S:ü�ãþ ,Àª��üõ S ù¢ÂÈê �ä�Þ¹õ ñ�� ÝÞ���õ ¤�ÀÖõ ý�¤�¢ ü����� �µ¨��� �Þ�÷ â���9 y 2 S : f (x) � f (y) 8x 2 S:â��� ø ù¢ÂÈê �ä�Þ¹õ×þ ñ�� ÝÞ�Æî�õ ¤�ÀÖõ ý�¤�¢ ü���� �µ¨��� �Þ�÷ â��� ℄(2009) øø [ .6.1 ��Ìì.À�ª��üõ ù¢ÂÈê �ä�Þ¹õ ×þ ñ�� ÝÞ���õ ¤�ÀÖõ ý�¤�¢ ü����� �µ¨��� �Þ�÷Bazaraa113



â�¨�� Û¬� 3-1ü�ãþ ,Àª�� Y �� X ¥� â��� ×þ f À��î ­Âêy = f (x) ; x 2 X ; y 2 Y;�� .Àª�� X ¥� üó�Þãõ ý��ä�Þ¹õÂþ¥ A À��î ­Âê ñ�� .¢¤�Ú÷üõ �¤ Y ¥� ý��ÎÖ÷ X ¥� �ÎÖ÷ Âû �� â��� ßþ�:Ýþ¤ø� ´¨¢ �� Âþ¥ �¤�¬�� �¤ f (A) ü�ãþ ,A ´½� f ´ª�Ú÷ Ý�÷���üõ A ø f ¥� ù¢�Ôµ¨�f (A) = ff (a) 2 Y ja 2 Ag :×þ �þ X ¥� �ÎÖ÷ ×þ ýø¤ �fêÂ¬ �îßþ� ý���� �î Ý�û¢ (©ÂµÆð) â�¨�� ý¤�Ï �¤ f Ý�û��¡üõ ö��î�Ýþ¤�¢ ¤�Ñµ÷� �fÞÜÆõ .À�î ÛÞä ��÷ X ¥� ý¥�ê �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ Â� À÷��µ� ,À�î ÛÞä X ¥� üó�Þãõ �ä�Þ¹õÂþ¥�ä�Þ¹õ ×þ �ØÜ� ,Àª�±÷ Y ¥� üó�Þãõ �ä�Þ¹õ ×þ ÂÚþ¢ ,X ¥� ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ Â� f ÛÞä Û¬�� ,f � ~A�üã��� f Âð� �î ´¨� ¼®�ø .´¨� Ýúõ � ~B (y) ´þ�Ìä â��� ß��ã� �¹�þ� ¤¢ . ~B = f � ~A� À�÷�õ Y ¥� ý¥�êù�ðö� ,Àª�� ×þ �� ×þ� ~B (y) = � ~A �f�1 (y)� :ÓþÂã� ©ø¤ â�¨�� Û¬� ´ó�� ßþ� ¤¢ .Àª�� X ¥� �ÎÖ÷ ßþÀ�� Âþ�Ê� y 2 Y ´¨� ßØÞõ üÜî ´ó�� ¤¢ �õ�.℄(1387) ü�ß�ª�õ ø ýÂû�Ï [ Àû¢üõ ���¤� �¤ ~B = f � ~A�.Ý���Þ÷üõ ö��� �¤ ö� üÜî ´ó�� Å³¨ ø ù¢Âî ö��� ùÂ�çµõ ×þ â���� ý�Â� �¤ â�¨�� Û¬� ´Æ¿÷ý¥�ê �ä�Þ¹õ ×þ ~A ø â��� ×þ f : X ! Y À��î ­Âê ℄(1387) ü�ß�ª�õ ø ýÂû�Ï [ .7.1 ÓþÂã�ÓþÂã � Â þ¥ ´þ�Ìä â�� � � � Y ¥� ý¥� ê �ä�Þ¹õ ×þ �¤�¬�� ~B = f � ~A� �¤�¬ßþ� ¤¢ .Àª� � X ¥�:¢�ªüõ� ~B (y) = 8><>: supy=f(x);x2X � ~A (x) f�1 (fyg) 6= ;0 f�1 (fyg) = ;;.À�û¢üõ ö�È÷ f�1 (y) �� �¤ ö� üû�ð �î ´¨� f §�Øãõ ´ª�Ú÷ f�1 (fyg) ö� ¤¢ �î14



.Ý��îüõ ö��� �¤ (©ÂµÆð Û¬�) â�¨�� Û¬� üÜî ´ó�� ö��î�ø â �Â õ � ä� Þ ¹ õ n ,Xn; :::;X1 À � � î ­Â ê ℄(1387) ü �ß � ª� õ ø ýÂ û� Ï [ .8.1 ÓþÂã�¥� °��Â��� ý¥�ê �ä�Þ¹õ n , ~An; :::; ~A1 ß��»Þû .Àª�� �ú÷� ü�¤�î¢ �Â®Û¬�� X = X1 � ::: �Xn�ä�Þ¹õ n Â� f ÛÞä Û¬�� .Àª�� Y �� X ¥� ´ª�Ú÷ ×þ y = f (x1; :::; xn) ùø�ä�� .À�ª�� Xn; :::;X1:¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ ´þ�Ìä â��� �� Y ¥� ~B ý¥�ê �ä�Þ¹õ �¤�¬�� ~An; :::; ~A1 ý¥�ê� ~B (y) = f �� ~A1; :::; � ~An� (y) = 8>>><>>>: supx1;:::;xny=f(x1;:::;xn)minn� ~A1 (x1) ; :::; � ~An (xn)o f�1 (y) 6= ;0 f�1 (y) = ;;.´¨� f ´½� y §�Øãõ ´ª�Ú÷ f�1 (y) ö� ¤¢ �î,´±·õ ¢Âê ¢�Àä� �ä�Þ¹õ A Âð� .¢�ª ÓþÂã� f (x) = 2x �Î��® �� f : X ! Y À��î ­Âê .9.1 ñ�·õù�ðö� , A = f1;3;5;7; :::g ü�ãþf (A) = ff (a) 2 Y ja 2 Ag = f2;6;10;14; :::g ::Àª�� ùÀª ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� 5 �f±þÂÖ� ¢�Àä� Âðö��� X ¥� ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ À��î ­Âê ö��î�~A = (0=43 ; 0=74 ; 15 ; 0=76 ; 0=47 ) ; :Ýþ¤�¢ â�¨�� Û¬� Õ±Ï ù�ðö�~B = f � ~A� = (0=46 ; 0=78 ; 110 ; 0=712 ; 0=414 ) :
�ú÷� ý�ûüðÄþø ø ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ 4-1� î Ý � � îüõ üêÂ ã õ �¤ üÊ¿Èõ ý�û�ä�Þ¹õ ,R ¤¢ ~A ùÀª ù¢�¢ ý¥� ê �ä�Þ¹õ ý�Â � Ç¿� ß þ� ¤¢�þÂÑ÷ �ãó�Îõ ¤¢ �¤ üÞúõ ÇÖ÷ ,É¿Èõ ý�û�ä�Þ¹õ ßþ� .À÷�ªüõ ùÀ�õ�÷ ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ15



ù¢��÷�¡ ×þ Í¨�� �µØþ �¤�¬�� ö���üõ �¤ R ¤¢ ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ Âû �Âþ¥ .À��îüõ �Ôþ� ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ¤¢ �¤ �õ ¤�î ,ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ ¥� ù¢�Ôµ¨� ùø�ä�� .¢�¢ Çþ�Þ÷ ~A �� ÂÒ��µõ üþ�û�ä�Þ¹õ ß��� ¥�.À�îüõ ´��¤ ¤��Æ� ý¥�ê ��Æ� �ãó�ÎõÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� ,¢�ªüõ ù¢�¢ ö�È÷ ~Ah �� �î ~A ü½Î¨ - h �ä�Þ¹õ ℄(2009) øø [ .10.1 ÓþÂã�:¢�ªüõ~Ah = fx 2 R : � ~A (x) � hg; 8h 2 (0;1℄ :2 "¤� µ Æ �' �¤�¬� � ~A0 ü½Î¨ - Â Ô¬ � ä� Þ¹ õ .À ª� � ü ó� Þ ã õ ý�� ó� �� � ý�¤�¢ R À � � î ­Â êü�ãþ ,¢�ªüõ ÓþÂã� �x 2 R : � ~A (x) > 0	~A0 = 
losure ��x 2 R : � ~A (x) > 0	� = 
losure �[h>0 ~Ah� :
.À�ª�� R ¤¢ ý¥�ê �ä�Þ¹õ ø¢ ~B ø ~A À��î ­Âê ℄(1387) ü�ß�ª�õ ø ýÂû�Ï [ .11.1 ��Ììü�ãþ ,´¨���Øþ n ~Ah jh 2 [0;1℄o ù¢��÷�¡ (Óó�)0 < h � t � 1) ~At � ~Ah:~A � ~B , ~Ah � ~Bh ; 8h 2 [0;1℄ (�)� ~A \ ~B�h = ~Ah \ ~Bh ; � ~A [ ~B�h = ~Ah [ ~Bh (�)ø Àª�� � ~A ´þ�Ìä â��� �� R ¥� ý¥�ê �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ ~A À��î ­Âê .(3 �þ�¹� Û¬�) .12.1 ��Ìì:À÷�ª ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� ö� ü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ~Ah = �r : � ~A (r) � h	 ; 8h 2 [0;1℄ ; 
losure2Resolution Identity316



:¢�ªüõ ö��� Âþ¥ �¤�¬�� ~A´þ�Ìä â��� ù�ðö�� ~A (r) = sup0�h�1h:I ~Ah (r) ;�îüÞÆì�� ,´¨� ~Ah ¥� �Ê¿Èõ â��� ×þ I ~Ah (r) �îI ~Ah (r) = 8<: 1 r 2 ~Ah0 r =2 ~Ah
,r Âû ý�¥� �� :��±��sup0�h�1 h:I ~Ah (r) = sup0�h�1minfh; I ~Ah (r)g= maxfsup0�h�� ~A(r)minfh; I ~Ah (r)g; sup� ~A(r)<h�1minfh; I ~Ah (r)gg= maxfsup0�h�� ~A(r)minfh;1g; sup� ~A(r)<h�1minfh;0gg= suph�� ~A(r) h = � ~A (r) :2¢�Àã� �� ¯��Âõ ö�¨��� üê¢�Ê� Â�çµõ ×þ Âþ¢�Öõ �ä�Þ¹õ X = f0;1;2; :::g À��î ­Âê .13.1 ñ�·õ�� Ýî ��ê¢�Ê� ¢�Àã� Âðö��� X ¥� ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ À��î ­Âê ø Àª�� ����÷ ×þ ¤¢ ý¥ø¤ �÷�±ª ��ê¢�Ê�:¢�ª ÓþÂã� Âþ¥ ´þ�Ìä â���� ~A (r) = (10 ; 0=81 ; 0=62 ; 0=43 ; 0=24 ) ;:´ª�÷ ö���üõ �þ�¹� Û¬� Â� ���� ~A (r) = 0=2n10 ; 11 ; 12 ; 13 ; 14o [ 0=4n10 ; 11 ; 12 ; 13o[0=6n10 ; 11 ; 12o [ 0=8n10 ; 11o [ 1n10o ; Â��¬�¡ ¤�Ï�� �þ� ~A (r) = 0=2 f0;1;2;3;4g [ 0=4 f0;1;2;3g[0=6 f0;1;2g [ 0=8 f0;1g [ 1 f1g= n10 ; 0=81 ; 0=62 ; 0=43 ; 0=24 o :17



�À½õ ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ 5-1.´¨� Ýúõ ý¥�ê ��Æ� ø ý¥�ê ¢Àä �ÜÞ� ¥� Óþ¤�ã� ¥� ý¤��Æ� ý�Â� ý¥�ê ý�û�ä�Þ¹õ �À½� ��úÔõ�ú�� ø Âð� ´¨� �À½õ ý¥�ê �ä�Þ¹õ×þ ,R ¤¢ ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ ℄(1995) ö��þ ø Â�Üî [ .14.1 ��ÌìÂð�� ~A (tx+ (1� t) y) � min�� ~A (x) ; � ~A (y)	 ; 8x; y 2 R ; 8t 2 [0;1℄ :.(´¨� �Âð�ø �±ª â��� ×þ � ~A ,ü�ãþ)Â ð� � ú � � ø Â ð� ´ ¨� �À ½ õ ~A ý¥� ê � ä� Þ ¹ õ ℄(1965) ù¢�¥ ø (1999) øø [ .15.1 ��Ìì.Àª�� �À½õ h 2 [0;1℄ Âû ý�¥� �� fx 2 R : � ~A (x) � hgü½Î¨ - h ý�û�ä�Þ¹õ h 2 (0;1℄ Âû ý�¥� �� ù�ðÂû ,Ý���ð ¤�¢ö�Âî �¤ ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ .16.1 ÓþÂã�.À�ª�� ¤�¢ö�Âî ü��û�ä�Þ¹õ ö��À½õ ý¥�ê �ä�Þ¹õ ×þ �¤ ö� Àª�� ¤�¢ö�Âî Ýû ø �À½õ Ýû R ¤¢ ~A ý¥�ê �ä�Þ¹õ Âð� .17.1 ÓþÂã�.Ý���ð ¤�¢ö�Âîý�ù¥�� ��Æ� 6-1¤�Âì ù¥�� ×þ ¤¢ �ûÂµõ�¤�� ßþ� �ØÜ� ,À�µÆ�÷ ��Üãõ �fÖ�ì¢ �ÜÿÆõ ý�ûÂµõ�¤�� �î ¢�ªüõ ùÀû�Èõ ��ìø� üû�ð��¹÷� �ûù¥�� ýø¤ �¤ ü®�þ¤ (ý�ûÂÚÜÞä) ��±¨�½õ ,ý�ù¥�� ��Æ� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� üãì��õ ß��� ¤¢ .À÷Â�ðüõßþ� ¤¢ .Ýþ¤ø�üõ ´¨¢ �� ý�ù¥�� ��¤�±ä �¤�¬�� �¤ ÂÑ÷ ¢¤�õ ý�û´�Þî ¥� üó�±ì Û��ì ¢¤ø�Â� ø Ý�û¢üõ.ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ R ¤¢ �¤ b = [bL; bU ℄ ø a = [aL; aU ℄ �µÆ� ù¥�� ø¢ ,´ÞÆì
18


