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چکیده
مختلف نوع دو شامل که است دیفرانسیل انتگرو- و انتگرال معادلات مطالعه�ي نامه، پایان این اصلی هدف

نامیده فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- و انتگرال معادلات معادلات، این هستند. انتگرالی عملگرهاي از

می�شوند.

می�شود: شامل را زیر موضوعات نامه پایان این

غیرخطی و خطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- و انتگرال معادلات جواب یگانگی و وجود قضایاي -1

می�دهد. قرار بحث مورد باناخ ثابت نقطه قضیه�ي توسط را

و خطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادلات حل براي مؤثر تحلیلی و عددي روندهاي برخی -2

اصلاح تجزیه روش تیلور، چندجمله�اي روش هموتوپی، اختلال روش قبیل از بالا مرتبه غیرخطی

می�دهد. ارائه را گسسته هم�محلی روش و چبیشف محلی هم روش شده،

روند این می�پردازد. ذکرشده روش�هاي دقت و همگرایی سرعت مقایسه�ي به مثال چند بیان با -3

دارد. بستگی تیلور بسط روش به عمده به�طور
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تاریخچه 1.1
مسائل با ارتباط در آن اهمیت اصولاً که است ریاضی آنالیز شاخه�هاي از یکی انتگرال، معادلات نظریه

با علوم از مختلفی زمینه�هاي در می�شود. مشخص جزئی مشتقات با معادلات مرزي مقدار و اولیه مقدار

انعطاف ،1 (کشسانی) الاستیک در بیشماري کاربردهاي انتگرال معادلات می�شویم. مواجه انتگرال معادلات

بیومکانیک8، الکترودینامیک7، الکترواستاتیک6، گرما5، انتقال پالایش4، تئوري سیال3، دینامیک ،2 پذیري

هم�چنین دارد. غیره و داروسازي13 ،12 اقتصاد الکتریک11، مهندسی کنترل10، ،9 سرگرمی و بازي تئوري

پردازش�ها و پدیده�ها کیفی ویژگی�هاي صحیح درك در را مهمی نقش انتگرال معادلات دقیق جواب�هاي

می�کنند. ایفا طبیعی علوم مختلف بخش�هاي در

١٨٨٨ سال در ریموند14 دوبوا کرد، استفاده انتگرال معادلات اصطلاح از که کسی اولین تاریخی ازنظر

نمود: معرفی را زیر به�صورت انتگرالی معادله سال١٧٨٢ در لاپلاس بود.

F (x) =

∫ ∞

٠
e−xtf (t) dt

تکامل و پیشرفت جریان در می�رفت. کار به خطی دیفرانسیل معادلات اولیه�ي مقدار مسائل حل براي که

1Elasticity

2Plasticity

3Fluid dynamics

4Filtration theory

5Heat transfer

6Electrostatics

7Electrodynamics

8Biomechanics

9Game theory

10Control

11Electrical engineering

12Economy

13Medicine

14Du Bois−Reymond
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به حرارت انتقال فیزیکی مسائل مطالعه�ي ضمن ١٨٢۶ سال در آبل16 و ١٨٢٢ سال در 15 فوریه ریاضیات،

قبیل از معادلاتی

f (x) =

∫ ∞

٠
(x− y)−a g (y) dy

و

f (x) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
sin (xy) g (x) dy

موضوعاتی مطالعه�ي ضمن ١٨٢۶ سال در نیز پوآسن17 هستند. انتگرالی نوع از معادلاتی خود که برخوردند

رسید: زیر انتگرالی معادله�ي به مغناطیس در

g (x) = f (x) + λ

∫ x

٠
k (x− y) g (y) dy

همگرایی سپس شد، معادله این حل به موفق λ پارامتر برحسب توانی سري یک به g (x) بسط با او

نمود. حل مستقلاً را خاصی معادلات لیوویل هم�چنین شد. اثبات لیوویل18 توسط ١٨٣٧ سال در سري این

حل چگونگی زمینه�ي در آن و شد برداشته لیوویل توسط انتگرال معادلات توسعه�ي راه در مهم گام یک

بود. انتگرال معادلات کمک به دیفرانسیل معادلات از برخی
هیلبرت19 توسط بار اولین می�روند کار به انتگرال معادلات در امروزه که دوم و اول نوع اصطلاحات

بودند. شده بیان دوم و اول نوع قالب�هاي در لیوویل و آبل معادلات هیلبرت از قبل البته شدند. پیشنهاد

کرد: معرفی را زیر به�صورت انتگرالی معادله ١٨٩۶ سال در پوآنکاره20

V (x) + λ

∫ b

a

k (x, y)V (y) dy = g (x)

یک g و V و دومتغیره f و u ) است ∇u + λu = f (x, y) جزئی دیفرانسیل معادله�ي با متناظر که

داریم: آن در و هستند) متغیره

∇ =
∂٢

∂x٢ +
∂٢

∂y٢

15Fourier

16Abel

17Poisson

18Liouville

19Hilbert

20Poincare
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قرن اواخر در ولترا22 سرانجام و داد. انجام تحقیقاتی معادلات این جواب آوردن بدست براي فردهلم21

نمود. ارائه را انتگرال معادلات عمومی نظریه�ي نوزدهم

این کارهاي و رسید خود اوج به جزئی دیفرانسیل معادلات نظریه�ي فردهلم و ولترا مقالات انتشار با

انتگرو- معادلات زمینه این در بعدي پیشرفت�هاي با و شد منجر انتگرال معادلات نظریه�ي ابداع به دو

شدند. مطرح نیز دیفرانسیل23

را دیفرانسیل انتگرو- معادلات و انتگرال معادلات فیزیکی، پدیده�هاي از بسیاري ریاضی فرمول�بندي

است شده معطوف دیفرانسیل انتگرو- معادلات به رشدي به رو علاقه�ي اخیر سال�هاي در می�شوند. شامل

معادلات هستند. فردهلم انتگرال معادلات و ولترا انتگرال معادلات دیفرانسیل، معادلات از ترکیبی که

در آنها کاربرد و غیرخطی و خطی تابعی آنالیز شاخه�هاي از بسیاري در را مهمی نقش دیفرانسیل انتگرو-

مطالعه�ي هنگام ولترا می�کنند. ایفا الکترونیک و اقتصاد بیولوژي، شیمی، فیزیک، مکانیک، مهندسی، تئوري

کرد. انتخاب آنها براي را نام این و شد مواجه دیفرانسیل انتگرو- معادلات با جمعیت رشد پدیده�ي

از محدودي تعداد استثناي به و است پیچیده تحلیلی نظر از معمولا دیفرانسیل انتگرو- معادلات حل

آنها براي را مناسبی تقریبی حل روش تا داریم نیاز بنابراین ندارند. تحلیلی جواب آنها بیشتر مسائل، این

شده�اند. شناخته فردهلم و ولترا دیفرانسیل انتگرو- معادلات تقریبی حل براي روش چندین آوریم. بدست

در که می�شوند حل تحلیلی روش�هاي از استفاده با برخی و عددي روش�هاي از استفاده با آنها از برخی

براي بسیاري مختلف پایه�ي توابع هم�چنین شود. بررسی روش پایداري و همگرایی باید عددي روش�هاي

تیلور26، چندجمله�اي�هاي لاگرانژ25، توابع هار24، موجک قبیل از دیفرانسیل انتگرو- معادلات جواب تقریب
30 پالس بلاك و 29 لژاندر دورگه�ي توابع کسینوس28، - سینوس موجک�هاي چبیشف27، چندجمله�اي�هاي

21Erik Ivan Fredholm

22V ito V olterra

23Integro−Differential Equations

24Haar −Wavelet

25Lagrange functions

26Taylor polynomials

27Chebyshev polynomials

28Sine− cosin wavelet

4



می�گیرند. قرار استفاده مورد غیره و

بعدي یک انتگرال معادلات حل براي عددي روش�هاي تحلیل و توسعه مورد در روش�هایی چنین

است. گرفته انجام کمی کارهاي تاکنون دوبعدي حالت�هاي در اما هستند

بسط به که است تکراري روندي و تحلیلی عددي- روش یک (DTM) دیفرانسیلی31 تبدیلات روش

این از استفاده با شد. پیشنهاد ژاو32 توسط ابتدا دیفرانسیلی تبدیل�هاي دارد[37]. بستگی تیلور سري

دارد. وجود دیفرانسیل انتگرو- معادلات و دوبعدي انتگرال معادلات دیفرانسیل، معادلات حل امکان روش

انتگرالی عملگر دو شامل که می�پردازیم دیفرانسیلی انتگرو- معادلات مطالعه�ي به نامه پایان این در

را مؤثر عددي و تحلیلی روند یک که هستیم آن بر و هستند فردهلم و ولترا دیفرانسیل انتگرو- معادلات

به اساساً ما روند دهیم. ارائه بالا مرتبه�ي با غیرخطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادلات حل براي

یک به را آن مشخصشده�ي شرایط و دیفرانسیل انتگرو- معادله�ي روش این دارد. بستگی تیلور بسط روش

عددي آزمایش�هاي برخی با روش این بودن اطمینان قابل و بهره�وري می�کند. تبدیل ماتریسی معادله�ي

می�شود. داده نشان

دیفرانسیل معادلات 2.1
معادله�ي یک را x مستقل متغیر و آن مشتقات و y = ϕ (x) مجهول تابع یک بین رابطه�ي 1.2.1 تعریف

است: زیر شکل به آن کلی صورت که می�نامیم، دیفرانسیل

F
(
x, y, y′, · · · , y(n)

)
= ٠ (1-2.1-1)

و هستند y مشتقات y(n), · · · , y′′, y′ و وابسته متغیر y مستقل، متغیر x معلوم، تابعی F آن در که

است y = ϕ (x) تابع تعیین دیفرانسیل(1-2.1-1) معادله حل از منظور است. مجهول تابع y = ϕ (x)

کند. صدق (1-2.1-1) معادله�ي در به�طوري�که

29Hybrid Legendre functions

30Block − pulse

31Differential transformmethod

32Zhao
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انتگرال معادلات 3.1
معادله�ي یک را x مستقل متغیر و آن انتگرال و y = ϕ (x) مجهول تابع بین رابطه�ي 1.3.1 تعریف

است: زیر شکل به آن کلی صورت که می�نامیم انتگرال

F

(
x, y,

∫ u٢(x)

u١(x)

G (t, x, y) dt

)
= ٠ (2-3.1-1)

y = ϕ (x) تابع و معلوم u٢ (x) و u١ (x) ،G ،F توابع و است وابسته متغیر y و مستقل متغیر x آن در که

در به�طوري�که است y = ϕ (x) تابع تعیین (2-3.1-1) انتگرال معادله حل از منظور می�باشد. مجهول

کند. صدق (2-3.1-1) معادله�ي

دیفرانسیل انتگرو- معادلات 4.1
یک را آن مشتقات و y تابع انتگرال و آن مشتقات و y = ϕ (x) مجهول تابع بین رابطه�ي 1.4.1 تعریف

است: زیر شکل به آن کلی صورت که می�نامیم دیفرانسیل انتگرو- معادله�ي

F

(
x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x),

∫ u٢(x)

u١(x)

G
(
t, x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)

)
dt

)
= ٠

(3-4.1-1)

y = ϕ (x) تابع و معلوم u٢ (x) و u١ (x) ،G ،F توابع و است وابسته متغیر y و مستقل متغیر x آن در که

در به�طوري�که است y = ϕ (x) تابع تعیین (3-4.1-1) دیفرانسیل معادله حل از منظور می�باشد. مجهول

کند. صدق (3-4.1-1) معادله�ي

(n ≥ ١) مرتبه�يnام مشتق دیفرانسیل انتگرو- معادله�ي یا دیفرانسیل یکمعادله در هرگاه 2.4.1 تعریف
مرتبه�ي معادله�ي یک را آن نباشد، موجود معادله در y بالاتر مراتب مشتقات و شود ظاهر y مجهول تابع

می�نامیم. n

تابع مقدار ،n مرتبه�ي دیفرانسیل انتگرو- معادله�ي یا دیفرانسیل معادله یک کنار در هرگاه 3.4.1 تعریف
مسئله�ي یک معادله آن به باشند، شده مشخص نقطه یک در (n− ١) مرتبه�ي تا آن مشتقات و جواب

می�گوییم. اولیه مقدار
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داراي که n مرتبه�ي دیفرانسیل انتگرو- معادله�ي یا دیفرانسیل معادله یک کنار در هرگاه 4.4.1 تعریف
باشیم: داشته است، [a, b] بازه در y (x) جواب

y(ji) (a) = αji i = ٠, ١, · · · , r (4-4.1-1)

y(ji) (b) = αji i = r + ١, r + ٢, · · · , n− ١

می�گوییم. مقدارمرزي مسئله�ي یک را آن آنگاه است، {١, · · · , n} جایگشت یک {ji|١ ≤ i ≤ n} که

اگر می�شوند. تقسیم فردهلم و ولترا انتگرال معادلات مهم دسته�ي دو به انتگرال معادلات 5.4.1 تعریف
دهیم: قرار (2-3.1-1) معادله�ي در

u١ (x) = a , u٢ (x) = b (5-4.1-1)

دهیم: قرار اگر و می�نامیم فردهلم انتگرال معادله�ي یک را معادله آنگاه

u١ (x) = ٠ , u٢ (x) = x (6-4.1-1)

می�نامیم. ولترا انتگرال معادله�ي یک را معادله

صورت: به را انتگرال معادله�ي ساده�تر، شکل به

A(x)y(x)− λ

∫ b

a

k(x, t)y(t)dt = f(x) (7-4.1-1)

و معلوم توابع k و f ،A و می�شود نامیده انتگرال معادله�ي هسته�ي k(x, t) آن در که می�گیریم نظر در

k هسته�ي باشد، (فشرده) پیوسته کاملاً a ≤ x, t ≤ b براي انتگرال عملگر اگر است. مجهول تابع y

براي k هسته�ي اگر و می�شود نامیده فردهلم انتگرال معادله یک معادله�ي لذا و است فردهلم هسته�ي یک

لذا و است ولترا هسته�ي یک انتگرال، معادله هسته�ي آنگاه باشد، صفر با مساوي a ≤ x, t ≤ b و t > x

می�شود. نامیده ولترا انتگرال معادله یک انتگرال معادله

دوم و اول نوع انتگرال معادلات است اهمیت حائز انتگرال معادلات حل در که دیگري بندي دسته

یک را معادله شود ظاهر انتگرال علامت زیر فقط (2-3.1-1) معادله�ي در y مجهول تابع اگر می�باشد.

می�شود. نامیده دوم نوع انتگرال معادله�ي یک معادله� این�صورت غیر در و می�نامیم اول نوع انتگرال معادله�ي
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2 فصل

دیفرانسیل انتگرو- معادلات حل روش�هاي
فردهلم ولترا-
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غیرخطی فردهلمخطیو دیفرانسیلولترا- معادلاتانتگرو- 1.2
: زیر شکل� به را غیرخطی و خطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادلات ابتدا بخش این در

m∑
j=٠

pj (x) y
(j)(x) = f(x) + λ١

∫ x

a

k١(x, t)y(t)dt+ λ٢

∫ b

a

k٢(x, t)y(t)dt (1-1.2-2)

معادله�ي و بالاست مرتبه�ي خطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادله یک که می�گیریم نظر در
m∑
j=٠

pj (x) y
(j)(x) = f(x) + λ١

∫ x

a

k١(x, t)[y(t)]
pdt+ λ٢

∫ b

a

k٢(x, t)[y(t)]
qdt

(2-1.2-2)

این در 1است. همرشتاین نوع از بالا مرتبه�ي غیرخطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادله یک نیز

(n ≥ m) مرتبه n تا توابع ،(j = ٠, ١, · · · ,m) ، k٢(x, t) و k١(x, t) ،pj(x) ،f(x) توابع معادله دو

مثبت صحیح اعداد q و p و ثابت اعداد λ٢ و λ١ ،b ،a و هستند a ≤ x, t ≤ b ناحیه�ي روي مشتق�پذیر

هستند.

روندي چنین لذا می�کند. استفاده 2 سازي خطی از معادلات نوع این حل براي متداول تحلیلی روند

می�شود باعث کار این و می�دهد تغییر شود، کنترل قابل متداول ابزارهاي با که این براي را واقعی مسئله�ي

کند. تغییر ملاحظه�اي قابل طور به مسئله جواب�هاي اوقات بعضی که

براي را تقریبی جواب�هاي کنیم، استفاده است متکی سازي گسسته بر که عددي روش�هاي از اگر اما

انشعاب�ها و بی�نظمی�ها نظیر مهم اتفاقات از برخی می�شود سبب این و کرد محاسبه می�توان مقادیر برخی

کامپیوتري زیاد بسیار محاسبات انجام مستلزم که عددي روش�هاي برخی طرفی از شوند. گرفته نادیده

یک یافتن که این اهمیت شده گفته مطالب به توجه با لذا می�دهند. ما به محدودي اطلاعات فقط هستند،

بود. خواهد روشن باشد، کارساز می�تواند چقدر غیرخطی مسئله�ي براي تحلیلی روش به جواب

روش ابتدا فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادلات تقریبی جواب آوردن بدست براي اینجا، در

و کرده بیان هستند تحلیلی نیمه روش دو که را آدومیان شده اصلاح تجزیه روش و هموتوپی3 اختلال

پرداخت. خواهیم عددي روش�هاي بیان به سپس

1Hammerstein

2Linearization

3Homotopy perturbation
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هموتوپی اختلال روش 2.2
استفاده متنوعی تابعی معادلات حل براي زیادي مهندسان و ریاضیدانان توسط هموتوپی اختلال روش

می�رود کار به مسائلی جواب�هاي یافتن براي که است تحلیلی روندي هموتوپی اختلال روش است. شده

می�شود، گرفته نظر در کوچک پارامتر به�عنوان که p نشانده�ي پارامتر با هموتوپی یک ساختن براساس که

تغییرشکل خطی و ساده معادلاتی به هستند پیچیده بودن غیرخطی دلیل به که را روشمسائلی این هستند.

غیرخطی فردهلم ولترا- دیفرانسیل انتگرو- معادلات حل براي را هموتوپی اختلال روش اینجا در می�دهد.

می�کنیم. بررسی

هموتوپی اختلال روش مقدمات 1.2.2

فضاي یک به X توپولوژیک فضاي یک از g و f پیوسته�ي تابع دو بین هموتوپی یک 1.2.2 تعریف
آنگاه: ،x ∈ X اگر به�طوري�که است H : X × [٠, ١] → Y پیوسته�ي تابع یک ،Y توپولوژیک

H(x, ٠) = f(x), H(x, ١) = g(x)

به f از پیوسته شکل تغییر یک H آنگاه بگیریم، نظر در زمان پارامتر عنوان به را H دوم پارامتر اگر

داریم. را g تابع ١ زمان در و f تابع ٠ زمان در است: g

پایه�اي ایده�ي توضیح براي است. هموتوپی روند و کلاسیک اختلال روند از ترکیبی هموتوپی اختلال روش

زیر: غیرخطی دیفرانسیل معادله�ي روش، این از

A(u)− f(r) = ٠, r ∈ Ω (3-2.2-2)

یک B کلی، دیفرانسیل عملگر یک A که می�گیریم نظر در B(u,
∂u

∂n
) = ٠, r ∈ Γ مرزي شرایط با را

سمت به امتداد در مشتق نماد ∂

∂n
است. Ω دامنه�ي مرز Γ و معلوم تحلیلی تابع یک f(r) مرزي، عملگر

داریم: بنابراین شود. تفکیک غیرخطی و خطی دوقسمت به می�تواند A عملگر می�باشد. Ω دامنه�ي خارج

L(u) +N(u)− f(r) = ٠ (4-2.2-2)
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