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 بسم االله الرحمن الرحیم

  تقدیر و تشکر

موفق ) عج(و ائمه اطهار و در سایه عنایات حضرت ولی عصر ) ص(اکنون که به یاري خداوند متعال و در ظل توجهات نبی اکرم

به خانواده و اساتید محترم خود ئزحمات ، حمایتها و کمکهاي بی شابه انجام این پایان نامه شده ام، وظیفه خود می دانم که از 

.ه اند سپاسگزارمداز خانواده ام که همواره در تمام مراحل زندگی و انجام این پایان نامه مرا یاري کر. تشکر و قدر دانی نماییم  

یل چه در طول کارشناسی و چه در تحصاز جناب آقاي دکتر حبیب اله انصاري طرقی، استاد بزرگوارم که در تمام مراحل 

کارشناسی ارشد همواره راهنماي من بوده اند ودر طول نگارش این پایان نامه مرا یاري نموده اند ومشوق من در کارهاي 

.هستند کمال تشکر را دارم پژوهشی بوده و  

.ابراهیمی براي راهنماي هاي مفیدشان در تمام طول تحصیلم بی نهایت سپاسگزارم شهاب الدین از جناب آقاي دکتر  

.از جناب آقاي دکتر منصور  هاشمی که در دوره کارشناسی دید جدیدي از ریاضی را به آموختند بسیار سپاسگزارم  

جدیدي از زندگی را مقابلم گشوده  کتر ورسه اي به خاطر اینکه همواره حامی من بوده اند و افقاز دکتر اسماعیل انصاري و د

در پایان بر خود واجب می دانم از خانم فرشادي فر که در نگارش این پایان نامه مرا یاري نموده اند تشکر .  کمال تشکر را دارم

  .و سپاسگزاري نماییم
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  چکیده

  بعد کرول در مدول ها برتحقیقی 
   

    خلیفهفاطمه 
  

و شرایط زنجیر یک زیرمدول از دیدگاه هاي مختلف  ماکزیمال بودن زیرمدول هاي اول و  رابطه بیندر این پایان نامه      

مورد مطالعه قرار می ] 7[و ] 4[را از منابع  مربوط به آنها تعمیم بعد کلاسیک کرول وروي زیر مدول ها  و کاهشیافزایشی 
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Abstract 

On the  krull dimention of modules 
 

  Fateme khalife 

 

In this thesis, we study and explain in details the relation between prime submodules and 

maximal submodules from refrence[4], [7]  . Furthermore, the ascending chain(resp.descending) 

condition of submodules and the generalization of classical krull will be studied. 
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  مقدمه

بعد کلاسیک کرول براي اولین بار براي حلقه هاي جابجایی نوتري مطرح شد که با شمردن طول زنجیر از ایده آل هاي حلقه 

بعد کلاسیک کرول به مفهوم . حلقه ها با بعد کلاسیک کرول نامتناهی را متمایز کرد [12]در   Krauseسپس . محاسبه می شد

) با رابطه ترتیبی دلخواه یک مجموعه برايکنونی  , )X  Teply و Albu ، Krauseو در مقالات اخیر توسط   [2]در Albuتوسط  ≥

0α تعریف شده است که اگر  بدین ترتیب [1]در  را به صورت بازگشتی  Xاز  Xαزیر مجموعه یک عدد ترتیبی باشد   ≤

1X.تعریف میکنیم φ− Xو اگر  = β  برايβ αp  آنگاهشده باشدتعریف ،  

: { : , }X x X y X x y y Xα β
β α

= ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈
p

p U:  

بعد اول از یک . معرفی شد [2]در Masqueو  Marcelo  ها مفهوم بعد اول از یک مدول توسط د کرول روي مدولعدر تعمیم ب

  .مدول سوپریمم طول زنجیر زیرمدول هاي اول یک مدول تعریف می شود

با رابطه ترتیبی  Albuتعریف شده است که این تعریف جدید همان تعریف  Behboodiاخیراً بعد کلاسیک کرول مدول ها توسط 

)شمول قوي )Sp  یک مدول می باشدروي زیرمدول هاي اول.  

در فصل اول این مقاله مفهوم زیرمدول هاي واقعاً ماکزیمال را بیان کرده و رابطه بین زیرمدول هاي اول، واقعاً ماکزیمال، اول         

هاي  به بررسی مدول ورا تعریف کرده  )کاهشی قوي(وم زنجیر افزایشی قويدر فصل د. واقعاً ماکزیمال و ماکزیمال را بیان می کنیم

در ادامه بعد کلاسیک کرول در فصل سوم ابتدا زیرمدول خاصی از یک مدول را تعریف و  .می پردازیم) واقعاً آرتینی(واقعاً نوتري 

 و مدولها تعمیم می دهیمشده در فصل اول و دوم روي  کمک تعاریف و قضایاي ارا ئه  یک حلقه را یادآوري کرده و این مفهوم را به

در فصل چهارم مثال هاي از مدول هایی که بعد کلاسیک کرول آنها .  بعد کلاسیک آنها  صفر است بیان می کنیم مدول هایی را که

و حلقه هایی خاص  در فصل پنجم قضایاي بعد کلاسیک کرول را در حلقه هاي که  ناجابجایی هستند. است  می آوریم - 1

حلقه هاي جدیدي را  مدول هاي ضربی را به طور مفصل بیان کردهدر فصل ششم بعد کلاسیک کرول . اثبات می کنیمناجابجایی 

در نهایت در فصل هفتم بعد کلاسیک کرول را براي  و بیان می کنیم وبه طور مختصر به بررسی بعضی از خواص آنها می پردازیم 

  .بررسی می کنیم و بعضی خواص مدول تابی را  پوشش انژکتیو یک مدول
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   .یک مدول یکانی می باشد Mیک حلقه شرکت پذیر با عنصر یکه است و  Rدر سراسر این پایان نامه 

، لم و ر گرفته می شود، تحت عنوان تعریفبعد به کا ل هايدر این فصل آن دسته از مفاهیم و مطالب و قضایایی که در فص

  .می کنیم قضیه بیان

  :گوئیم اگر اول ا ر Rاز حلقه  P ایده آلحلقه جابجایی باشد،  Rر اگ: )1 –٠(تعریف 

1(P R≠   ایده آل براي هر دو) 2و ,I J ز اR   اگرIJ P⊆، آنگاه I P⊆ یاJ P⊆. 

  می نامیم هرگاهاول  را  Rاز  P ایده آلحلقه ناجابجایی باشد،  R اگر: )2– ٠(تعریف 

1(P R≠   چپ(راست ایده آلبراي هر دو ) 2و( ,I J ز اR   اگرIJ P⊆ ،آنگاه I P⊆ یاJ P⊆.)9.ك.ر.(  

Pباشد به طوریکه R در حلقه آلیک ایده  Pهرگاه): 3– ٠(قضیه R≠ و به ازاي هر,a b R∈ اگر ،ab P∈ ،آنگاه 

b P∈ ا یa P∈   .عکس این مطلب در حلقه هاي جابجاي برقرار است. استاول  P آنگاه، باشد  

  ).]  10از 197فحهص[ .ك.ر( :برهان

x,هراست اگر براي  Rاول از  ایده آل P آنگاه، باشد R حلقه ناجابجایی سره ایده آل Pاگر ): 4– ٠( لم y R∈  به

xRy طوري که P⊆ داشته باشیم x P∈ یا y P∈.  

  .)]  9از 23صفحه[ .ك.ر( :برهان

  ).10.ك.ر.(اول باشد ایده آلصفر یک  ایده آلاست اگر  اول یک حلقه  Rگوییم حلقه  ):5-0(تعریف

  .باشد Rهاي اول  ایده آلمی نامیم هرگاه اشتراکی از  نیمه اول ایده آلرا یک  Rحلقه از  Iسره ایده آل: )6– ٠(تعریف

)می نامیم هرگاه  نیمه اولرا یک حلقه  R حلقه: )7– ٠(تعریف   .نیمه اول باشد ایده آلیک  0(

نیمه اول است اگر و تنها اگر براي  ایده آلیک  Rدر  Iسره  ایده آل آنگاه،  یک حلقه جابجایی باشد Rاگر : )8– ٠(قضیه

x هر R∈  2  اگرx I∈، آنگاه x I∈.  

  .)]  9از 27صفحه[ .ك.ر( :برهان
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Rنیمه اول است اگر وتنها اگر حلقه  Rاز حلقه Iایده آل  :نکته
I

  .نیمه اول باشد 

  .)]  9از 26صفحه[ .ك.ر( :برهان

x تنها اگر براي هر اگر و استنیمه اول  ایده آلیک  R حلقهاز  I ایده آل: )9-0(قضیه R∈   به طوري کهxRx I∈ ،

x آنگاه I∈.  

  ).[9].ك.ر( :برهان

در این صورت . باشد Mمدول زیر−Rیک  Nفرض کنیم . یک حلقه جابجایی باشد Rفرض کنید :)10–0(تعریف

{ }:r R rM N∈ )است که با نماد  R ایده آلیک  ⊇ ):RN M  یا( )MAnn
N

)نشان می دهیم بعلاوه   )0: M  را

)می نامیم و با نماد  M پوچساز )Ann M [20].ك.ر( .بیان می کنیم.(  

)معمولاً  سهولتبراي  :تذکر ):RN M را با( ):N M نمایش می دهیم.  

از  Nمی نامیم اگر براي هر زیرمدول غیرصفر  اولمدول را یک  M ،چپ باشدمدول -Rیک  M اگر): 11– ٠(تعریف

M داشته باشیم ( ) ( )Ann M Ann N=.   

 یک مدول اول است اگر و تنها اگر براي هر Mمدول چپ -R . یک حلقه جابجایی باشد Rفرض کنید: )12– ٠(لم

,r R m M∈ 0rmاگر  ∋ 0m آنگاه، = ) ای = )r Ann M∈.  

  :برهان

0rmباشد و یک مدول اول M فرض کنیم) ⇐ = 0mفرض کنیم  اگر.   0mفرض می کنیم . حکم برقرار است، = ≠ .

0rmچون  0mو = ≠ ) بنابراین   ) ( )r Ann m Ann Rm∈ = مخالف صفر از مدول  زیر مدول Rm چون از طرفی.  

)می باشد نتیجه می گیریم  Mاول  ) ( )Ann M Ann Rm= . پس( )r Ann M∈. 

0Nاز آن جایی که . باشد Mز زیرمدول مخالف صفر ا N کنیمفرض می ) ⟹ ≠ ،0 x N≠ چون .موجود است اي∋

N M⊆  پس( ) ( )Ann M Ann N⊆ . حال نشان می دهیم( ) ( )Ann N Ann M⊆ فرض می کنیم دیگر عبارت به
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( )r Ann N∈ نشان می دهیم  و( )r Ann M∈ .اگر ( )r Ann N∈ ،0 آنگاهrx xبراي هر  = N M∈  بنا بر .⊇

0x خواهیم داشت  فرض ) که در تناقض با فرض است یا = )r Ann M∈ و این یعنی حکم برقرار است.     

Mه می نامیم هرگا M مدول اولزیررا  Mاز  Nزیر مدول سره .یک حلقه جابجایی باشد Rفرض کنید: )13-0(تعریف
N

 

IK به طوري کهباشد  R ی ازایده آل Iو Mیک زیرمدول از  K ادل اگرمعیا به طور . یک مدول اول باشد N⊆ ،آنگاه

K N⊆  یاIM N⊆.  

r,براي هر یک زیر مدول اول است اگر و تنها اگر  Mاز  Nزیرمدول سره: )14- 0(لم R m M∈ rmاگر  ∋ N∈ ،آنگاه 

m N∈ یا ( ):r N M∈.  

M بنابراین. باشد Mز اول ازیرمدول  Nفرض کنیم ) ⇐:برهان
N

 براي هر )12-0(لمیک مدول اول می باشد و بنا به  

, Mr R m
N

∈ 0rmاگر  ∋   :داریم =

0m )یا        = )Mr Ann
N

∈  

Mm از طرفی براي هر
N

∈،m M∈ کهموجود است اي m m N=                  پس خواهیم داشت  +

( )Mr Ann
N

)یا   ∋ ) 0 0r m N m N+ = ⇒ + =  

  واین یعنی 

.( )( ) :Mr Ann N M
N

∈ rmیا       = N m N∈ ⇒ ∈  

M نشان می دهیم) ⇒
N

,هر یعنی براي . یک مدول اول است  Mr R m
N

∈ 0rmاگر  ∋ 0m آنگاه، = یا  =

( )Mr Ann
N

Mmبراي هر می دانیم  .∋
N

∈، m M∈ موجود است که ايm m N=   بنابراین داریم . +

( )0 0rm r m N rm N= ⇒ + = ⇒ ∈  
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  نتیجه می گیریم  فرضبنا بر 

( )Mr Ann
N

mیا  ∋ N∈  

0m   و این یعنی )ا ی = )Mr Ann
N

∈.     

0Rمی نامیم اگر  سادهرا  Rحلقه : )15 –٠ (تعریف   .دنباش (0)و  Rهاي آن  ایده آلو تنها  ≠

0Mرا ساده می نامیم اگر Mچپ مدول -R: )16-0(تعریف ≠   .دنباش  Mخود و M ،0 هاي و تنها زیر مدول  

  .است اول یک مدول M آنگاهیک مدول ساده باشد،  Mاگر  :)17-0(قضیه

r,نشان می دهیم براي هر  :برهان  R m M∈ 0rmاگر  ∋ 0m آنگاه، = )یـا   = )r Ann M∈ .0گـر  اm حکـم    =

0mپس فرض می کنیم  .برقرار است )لذا  ≠ )m  یک زیر مدول از مدول سادهM   می شود به عبارت دیگـر( ) ( )0m = 

)یا  ) ( )m M= . اگر( ) ( )0m 0m آنگاه، = )یک تناقض می باشد پـس   که  = ) ( )m M=     بنـابراین طبـق مفروضـات

( ) ( )r Ann m Ann M∈ =.  

از  Lمی نامیم اگر بـه ازاي هـر زیـر مـدول      زیر مدول ماکزیمالیک را M  مدول-Rاز  Kزیر مدول سره : )18-0(تعریف

M  کهK L M⊆ Lآنگاه ،⊇ K= یاL M=.  

ساده است اگر و تنها اگـر بـا    M در این صورت. باشد Rمدول روي حلقه تعویض پذیر یک  M فرض کنید: )19– ٠(قضیه

R-به صورت یمدول R
m

  .است Rاز  ماکسیمال ایده آلیک  mیکریخت باشد که  

   ).[20].ك.ر( :برهان

)فرض کنید: )20–٠(تعریف  ) A
Mα α∈

 Mاگـر  . باشـد  Mل مـدو −Rیک مجموعه اندیس گذار از زیر مدول هاي سـاده   

 جمع مستقیم عناصر این مجموعه باشد در این صورت
A

M Mα
α∈

= را  Mمـدول −Rاسـت Mسـاده از   هنیم ـیک تجزیه  ⊕

 همچنین اگر در این تجزیه تمام جمعوندها بـا هـم ایزومـوروف باشـند    . ساده داشته باشد هگوئیم اگر یک تجزیه نیم ساده هنیم

M  می گوئیم همگن نیمه سادهرا.  
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 Mاز زیر مدول هاي ماکسـیمال   یمی نامیم اگر هر زیر مدول آن اشتراک هم نیمه سادهرا M ل مدو-R: )21 – ٠(تعریف 

  .)]  8از 121صفحه[ .ك.ر( .باشد

  .، هم نیمه ساده استهم نیمه ساده مدول ی از یک خارج قسمت مدول و هر مدولهر زیر : )22– ٠(قضیه 

   ).]8 ،23-18[. ك.ر( :برهان

  :همواره نمودار زیر را داریم : )23–٠(لم

M  ه استسادیک مدول هم نیمه⇒  M است یک مدول  نیمه ساده ⇒ M است یک مدول ساده  

⇑  

M است همگن هیک مدول نیمه ساد  

                                                       .)]  8از 122صفحه[ .ك.ر( :برهان

aکـه بـه ازاي هـر     Rحلقه اي ماننـد  ( بولیرا حلقه  Rمثال حلقه راي ب. برگشت پذیر نیست الزاماً نمودار بالا: تذکر R∈ ،
2a a=( ،در این صورت  . در نظر بگیریدR R  کـه نیمـه سـاده و سـاده نمـی باشـد       هم نیمه ساده است در حالیمدول یک. 

  .)]  8از 122صفحه[ .ك.ر(

0یک مدول اول است اگر وتنها اگـر بـراي هـر     Mآنگاه . باشد مدولRیک  M فرض کنید: )24– ٠(قضیه  m M≠ ∈ ،

( ) ( )Ann m Ann M=.  

  .)] 1،6-2[.ك.ر( :برهان

) لسـوکُ  ،Mپ چ ـمـدول  -Rبراي : )25–٠(تعریف  )RSoc M       عبـارت اسـت از مجمـوع زیرمـدول هـاي سـاده از M. 

( ) 0RSoc M وتنهــا اگــر  اســت اگــرســاده یــک مــدول  Mو  .زیــر مــدول ســاده نداشــته باشــد Mاگــر و تنهــا اگــر  =

( )RSoc M M=  .  

)است اگر و تنها اگر  همگن نیمه سادهM  مدول-R یک : )26– ٠(قضیه  ) 0RSoc M   .یک مدول اول باشد Mو  ≠

  .)] 1،6-3[.ك.ر( :برهان
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یک مدول نیمه ساده همگن است اگر و تنها اگر هـر   M. باشد Rدول روي حلقه جابجایی میک  Mاگر ) : 27– ٠(قضیه 

  . اشدهم نیمه ساده باول  Mزیر مدول 

  . )] 1،6-10[.ك.ر( :برهان

) می نامیم اگر وفابا را M مدول-R: )28– ٠(تعریف )0 : 0M =.  

  مجموعه .چپ باشد مدول-Rیک  Mدامنه صحیح و یک  Rم فرض کنی: )29– ٠(تعریف

}0 r R≠ 0rmوجود دارد به قسمی که ∋ = ,m M∈ {  

)می نامیم و با  M تابدار مدولرا زیراست که آن  Mمدول ک زیری )T M    اگـر . نشـان مـی دهـیم( )T M M= ،M  را

)اگر و  تابیمدول  ) 0T M = ،M  می نامیم تاب بیرا.  

می نامیم  اگـر بـراي هـر زیرمـدول      مدول ضربیرا M مدول-R .یک حلقه جابجایی باشد Rفرض کنید ):30–٠(تعریف  

N  ازM  ایده آلیک I  ازR  چنان موجود باشد کهN IM= .  

  ).]3[.ك.ر.(، ضربی استمدول دوريبراي مثال هر 

متناهیـاً تولیـد    M آنگـاه  ،ضربی باوفا باشدمدول -Rیک  M اگر. یک حلقه جابجایی باشد Rفرض کنید ):31–٠(قضیه 

)شده است اگر و تنها اگر  )T M متناهیاً تولید شده باشد.  

  .)] 3،3-3[.ك.ر( :برهان

Xیک مدول راست و  Mفرض کنید  ):32–٠(تعریف M⊆ بـراي هـر  {مجموعـه . باشدx X∈ : 0 ,r R xr∈  را} =

)نامیم و با نماد  می پوچساز راست ).r Ann X  نمایش می دهیم که یک ایده آل راست ازR را بـا   پوچسـاز چـپ  . می باشد

)نماد  ).l Ann X  براي هر{نشان می دهیم وعبارت است ازx X∈ : 0 ,r R rx∈ مـی   Rکه یک ایده آل چپ از  } =

  .باشد

)آنگاه . باشد Mزیر مدولی از  Xاگر : تذکر )Ann X 9از 31صفحه[ .ك.ر( ..یک ایده آل دو طرفه از می باشد  [(.  
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M .یک مدول ضربی باوفا باشد Mفرض کنید  :)33-0(قضیه
PM

Rیک  
P

مدول متناهیاً تولید شده بی تاب است براي هر   

  .Rاز Pاول  ایده آل

  .)] 3،3-5[.ك.ر( :برهان 

) آنگاهیک زیرمدول اول،  Nباشد و مدول -Rیک  Mاگر  :)34-0(قضیه ):N M  اول است ایده آلیک .  

)ℤو  ℤ×ℤمـدول آزاد  -M، ℤاگـر  به عنـوان مثـال    .عکس این مطلب در حالت کلی برقرار نیست :تذکر ),0N a=   بـراي

1a عدد صحیح ) آنگاه،باشند < ) ( ): 0N M   ).]14[. ك.ر( .مدول اول نیست Nدر حالی که زیر  =

)اول است اگر و تنها اگر  Mاز  Nزیرمدول  :)35-0(قضیه ):P N M=  اول از  ایده آلیکR  وM
N

Rیک  
P

 مدول-

  .بی تاب باشد 

  .)] 1،17-1[.ك.ر( :برهان

مدول صفر هر  –Rبه طور مثال . می نامیم هرگاه مقسوم علیه صفر نباشد منظم Rیک عنصر را در حلقه): 36– ٠(تعریف  

  .)]  9از 87صفحه[ .ك.ر( .عنصرش منظم است

r عنصر منظم می نامیم هرگاه براي هر بخش پذیررا  M مدول-R: )37– ٠(تعریف  R∈ داشته باشیم rM M=.  

0هرگـاه بـراي هـر     را بخـش پـذیر مـی نـامیم     M مـدول -Rحوزه صحیح باشـد   Rاگر  :نکته r R≠  داشـته باشـیم   ∋

rM M=.  

  .بخش پذیر استاست اگر وتنها اگر  کتیوژان مدول-Rهر  آنگاهباشد، جابجایی حوزه صحیح  Rاگر  ):38-0(قضیه

   ).] 10[.ك.ر (:برهان

1 اگر: )39–٠(تعریف  2,N N  زیر مدول هايM 1 ، می گوئیمباشندN     2قویاً به طور سـره مشـمول درN   اسـت و بـا 

1 نماد 2SN N⊂  1نشان می دهیم اگر 2N N⊂ و ( ) ( )1 2: :N M N M⊂ . 1 می گـوئیم 2SN N⊆    اگـر و تنهـا اگـر 

1 2N N= 1 یا 2SN N⊂.  
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باشـد و زیرمـدول اول    Mیـک زیرمـدول اول از    N می نـامیم اگـر   اول ماکزیمالرا  Mاز  N زیرمدول: )40–0(تعریف 

N موجود نباشد به طوري که Mاز K دیگري مانند K⊂.  

اول باشـد و   Nمـی گـوئیم اگـر زیـر مـدول      اول واقعـاً ماکزیمـال    راM ل  مدو-Rاز یک   N زیرمدول: )41-0(تعریف 

SNموجود نباشد ، به طوري که Mاز  Kد زیرمدول اول دیگري مانن K⊂.  

Mمی نامیم اگر  ماکزیمال اًواقعرا  M از Nزیرمدول : )42–0(تعریف 
N

  .باشدهمگن یک مدول نیمه ساده  

E,اگر  ):43-0(تعریف M، R-باشند می گوییم  مدولE  از  توسیع اساسییکM     می باشد اگر بـه ازاي هـر زیرمـدول

0Lباشیمداشته  Lچون  Eناصفر  M ≠I eMکه بـا  است  Eزیر مدول اساسی از  Mاین معادل است با اینکه .  E≤ 

  .است ℤیک توسیع اساسی  ℚبه طور مثال  .نمایش می دهیم

)و بـا   است  Mیعنی مدول انژکتیوي که یک توسیع اساسی از Mبراي  پوشش انژکتیو :)44-0(تعریف )E M   نمـایش

)  بعبارت دیگر، می باشد     ℤ( )  ،ℤ  به طور مثال توسیع انژکتیو. داده می شود ℤ( )) = ℤ  .  

می نامیم هر گاه به طور سـره   اول مینیمال ایده آل  را P. باشد Rاول از حلقه  ایده آلیک  Pفرض کنید ):45-0(تعریف

  .نباشد R غیر صفر دیگري از ایده آلشامل هیچ 

  .می باشد Rاول مینیمال از  ایده آلشامل یک  P آنگاهباشد،  Rاول از حلقه  ایده آلیک  Pاگر  ):46-0(لم

  ).]17 [.ك.ر(:برهان

cم می نامیم اگر براي هر عنصر منظ کراندار چپ را Rل حلقه او: )47–0(تعریف  R∈ ـ  و عنصـر   Rاز  Iی ماننـد  ایده آل

Rd چنان موجود باشند به طوري که dمنظمی مانند  I Rc⊆   .مثال همه حلقه هاي جابجایی کراندار می باشند به طور. ⊇

  .)] 9[ .ك.ر(:برهان

  .چپ غیرصفر باشد ایده آلمحتوي یک  Rچپ اساسی  ایده آلاست اگر و تنها اگر هر  کراندار چپ Rحلقه اول : )47-0(لم

  .)]  9از 133صفحه[ .ك.ر( :برهان
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}ه خانواد: )49 – 0(تعریف  }:jI j J∈  هاي چپ  ایده آلازR  گوییم مشروط بر اینکـه بـه ازاي هـر    مستقلرا k J∈، 

ˆ 0k kI I =I که در آن ،k̂I ه چپ تولید شـده بـه وسـیل    ایده آل{ }:jI j k≠  بـه عبـارت دیگـر   . اسـت، { }:jI j J∈  

} تولید شده به وسیله Iچپ  ایده آلمستقل است اگر و تنها اگر  }:jI j J∈  مجموع مستقیم داخلـی j
j J

I I
∈

=  .باشـد  ∑

  .)]  10از 702صفحه[ .ك.ر(

  می نامیم اگر  گولدي چپ را حلقه Rحلقه : )50–0(تعریف

)1( R  سازهاي چپ صدق کندپوچدر شرط زنجیر افزایشی روي.  

 .باشند، متناهی Rهاي چپ  ایده آلهر مجموعه مستقل از  )2(

  .)]  10از 504صفحه[ .ك.ر(. ي چپ یک حلقه گولدي چپ می باشدترهر حلقه نو :مثال

Mمتناهیاً تولید شده اسـت اگـر و تنهـا اگـر     Mآنگاه  .یک مدول ضربی باوفا باشد Mفرض کنید  :)51-0(قضیه PM≠ 

  .R ایده آل اول مینیمال ازPبراي هر 

  ).] 1،3-4[. ك.ر :(برهان

  :جملات زیر معادلند آنگاه. اول در یک حلقه گولدي راست نیمه اول باشد ایده آلیک  Pفرض کنید : )52–0(قضیه 

1( P اول مینیمال است. 

2( P  راست است پوچسازیک. 

3( P چپ استپوچساز  یک. 

4( P شامل هیچ عنصر منظمی نیست. 

  .)]6،9-3[.ك.ر( :برهان

روي زیـر مـدول هـاي خـود صـدق مـی        )شـرط زنجیـر کاهشـی   (شرط زنجیر افزایشـی در  Mگوییم مدول  ):53-0(تعریف

1اگر به ازاي هر زنجیر) dcc آرتینی یا)(accنوتري یا(کند 2 3 ...N N N⊂ ⊂ ⊂ )1 2 3 ...N N N⊃ ⊃ از زیر مدول  )⊂

  ، Mهاي 

ℕ ∈n موجود باشد به طوري که به ازاي هر  ايi n≥ ،i nN N=.  
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  .صدق کند) راست(هاي چپ ایده آلاست اگر در شرط زنجیر کاهشی بر ) راست(آرتینی چپ  Rحلقه  ):54-0(تعریف

  ).] 10 .[ك.ر(.آرتینی چپ باشد آرتینی است اگر آرتینی راست وRحلقه  :تذکر

Rمدول چپ( RR است اگر وتنها اگر مدول راست) چپ(آرتینی راست  Rحلقه  ):55-0(لم R (آرتینی باشد.  

  .)]  9از 53صفحه[ .ك.ر( :برهان

متناهیاً تولیـد شـده باوفـا    مدول -Rیک  Mفرض کنید یک حلقه گولدي چپ اول باشد و  Rد فرض کنی: )56 – 0(قضیه

Rآنگاهکراندار چپ باشد،  Rاگر . باشد R  در جمع مستقیم متناهی از کپی هايM نشانده می شود.  

  .)]8،9-7[.ك.ر(:برهان

  :جملات زیر معادلند Rدر هر حلقه دلخواه : )57-0(قضیه

  .Rاز  ماکزیمال هاي راست ایده آلاشتراك همه ) 1

  . Rاز  ماکزیمال هاي چپ ایده آلاشتراك همه ) 2

   .)9]،2-16[.ك.ر(: برهان

)می نامیم وبا  R جیکبسن رادیکالتعریف شده به وسیله اشتراك هاي قضیه فوق را  ایده آل ):58-0(تعریف )J R   نمـایش

  .)]37،9ص [.ك.ر( .می دهیم

  :شرایط زیر معادلند R ه براي حلق )  Wedder burn Artian( : )59–0(قضیه 

1( R آریتنی راست است و( ) 0J R =. 

2(R آریتنی چپ است و  ( ) 0J R =. 

3(R نیمه ساده است. 

  .)]3،9-13[.ك.ر(:برهان
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مخالف صفر باشد و اشتراك هر دو زیر مدول غیرصفر از آن مخالف  Mاست اگر  یکنواخت ،M مدول-R: )60 – 0(تعریف 

  .باشدیک مدول اساسی  Mیا به طور معادل هر زیر مدول غیر صفر . صفر باشد

  .)]  9از 71صفحه[ .ك.ر( .استیکنواخت مدول  –Rیک  Rبه طور مثال میدان خارج قسمتی از حوزه صحیح جابجایی 

L,می نامیم اگر زیر مدول هاي سـره   تجزیه پذیررا  M مدولR): 61 – 0(تعریف   K ،, 0L K چنـان موجـود    Mاز ≠

Mباشند که L K= ⊕ .  

Mیک مدول را تجزیه ناپذیر می نامیم اگر : تذکر L K= 0L آنگاه ،⊕ 0Kیـا  = تجزیـه   ℤمـدول  −ℤبـراي مثـال    .=

  . ناپذیر است

)است اگر و تنها اگر   یکنواخت، M یک مدول غیر صفر: )62– 0(قضیه  )E M تجزیه ناپذیر باشد.  

  ).]4،9-10[ .ك.ر(:برهان

  .تابی است یا بی تاب است M آنگاهروي حلقه نیمه اول گولدي باشد،  یکنواختیک مدول   Mاگر : )63–0(قضیه 

  .)]6،9-3[.ك.ر( :برهان

  .طول متناهی داردو   استنوتري  و هر مدول ضربی آریتنی ، دوري : )64–0(قضیه 

  .)]3، 2-9[.ك.ر( :برهان

iM، 1 فــــرض کنیــــد: )65–0(قضــــیه  i n≤  مــــدول هــــاي دوري باشــــد و – Rاز مجموعــــه اي متنــــاهی  ≥

1 2 ... nM M M M= ⊕ ⊕   .دوري باشد Mمدول ضربی اگر و تنها اگر  M آنگاه، ⊕

  ).]2،3-4[. ك.ر( :برهان

. باشـد  ضربی با تعداد متناهی زیر مدول ماکزیمـال مدول -Rیک  M ویک حلقه جابجایی  Rفرض کنید : )66 – 0(قضیه 

  .دوري است M آنگاه

  ).]2،3-8[. ك.ر( :برهان
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فقط شـامل تعـداد متنـاهی     Mضربی به طوري کهمدول -Rیک  M یک حلقه جابجایی و Rفرض کنید  :)67-0(قضیه

  .متناهیاً تولید شده است M آنگاه. زیرمدول اول مینیمال باشد

  ).]3،3-7[. ك.ر( :برهان 

  :آنگاهضربی مخالف صفر باشد مدول -Rیک  M یک حلقه جابجایی و Rفرض کنید  :)68-0(قضیه

  .می باشد Mمشمول در یک زیرمدول ماکزیمال از  Mهر زیر مدول سره از زیرمدول ماکزیمال دارد و ) 1

2 (K  زیرمدول ماکزیمال ازM  ماکزیمال  ایده آلاست اگر و تنها اگرP  ازR چنان موجود باشد کهK PM M= ≠.  

  ).]2،3-5[. ك.ر( :برهان

  :می نامیم اگر اولقویاً را  Mاز  N زیر مدول سره :)69-0(تعریف

)1( ( ):P N M=  اول باشد و ایده آلیک R
P

  .حلقه گولدي چپ باشدیک  

)2( M
N

R یک 
P

  .مدول چپ بی تاب باشد- 

Rه اول به طوري که حلق ایده آل P یک حلقه و Rفرض کنید  :)70-0(قضیه
P

فرض بوده و کراندار چپ و گولدي چپ  

  :معادلند Mاز  Nبراي زیرمدول  جملات زیر آنگاه .مدول چپ باشد –Rیک  Mکنید 

1 ( N  زیر مدول اول ازM  است به طوري که( ):P N M=.  

2( N  زیر مدول  قویاً اول ازM  است به طوري که( ):P N M=.  

  ).]12،17- 6[. ك.ر( :برهان

) اول است اگر و تنها اگـر  Mاز  Nزیرمدول . مدول ضربی باشد –Rیک  Mفرض کنید  :)71-0(قضیه ):N M   ایـده

  . اول باشد آل

  ).]2،3-11[. ك.ر( :برهان


