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  چكيده

ترين سازه محسـوب   عنوان اصلي ها، به هاي بخار و گاز در نيروگاه مپرسورك ،ها ها از جمله توربين در كليه توربوماشين دارديسك پره سيستم
 يكسان هسـتند. هاي سيستم تمام پرهآل  در حالت ايدهدارد.  شود. همچنين در موتور جت، هواپيما، كشتي و كليه تجهيزات مشابه كاربرد مي

اي بسيار  دار، پديدهناميزاني در سيستم ديسك پره شود.ناميزاني ميهايي وجود دارد، كه باعث بوجودآمدن ها تفاوتولي در واقعيت بين پره
نـاميزاني   عوامـل بوجـود آورنـده    شـود.  ايجـاد مـي   اي در سيسـتم  در اثر از بين رفتن تقارن دايـره  ناميزاني .خطرناك و غير قابل اجتناب است

 اي، هـا در سيسـتم تقـارن دايـره     زانيايـن نـامي   ر. در اث ـندو اسـتهلاك هسـت   هاي ساخت، اجزاي استهلاكي، نيروهاي آيرودينـاميكي  تولرانس
نامه ابتدا مفاهيم كلي  نا. در اين پايگردد كه براي سيستم نامطلوب است هاي بسيار آشكار بين پاسخ سيستم ميزان و ناميزان پديدار مي تفاوت

-پـره  بعدي ديسـك  سه نحوه فرمولاسيون مدل ديناميكي .شودمي بيان دارپره مسئله براي درك تاثيرات ناميزاني بر ارتعاشات سيستم ديسك

. سـپس بـراي يـك مـدل     گرددوجهي و ايزوپارامتريك بيان مي اي، شش گرههشتمحدود و براي المان  با استفاده از روش اجزاء واقعي دار
. در ادامـه بـراي تحليـل دينـاميكي     شـود مي اي بيان هاي داراي تقارن دايره شده و خواص سيستم بعدي پاسخ اجباري و آزاد سيستم بررسي سه

-مـي سازي فرمولـه  صورت يك مسئله بهينهشده بهپاسخ براي سيستم معرفي ماكزيمممسئله يافتن ، تحت تاثير ناميزاني دارپره سيستم ديسك

پاسـخ سيسـتم بـراي     مـاكزيمم آوردن دسـت منظـور، بـراي ب   بـراي ايـن  . گـردد ژنتيك براي حل مسئله بهينـه اسـتفاده مـي   از الگوريتم  شود.
آزمـايش بـا پارامترهـايي كـه از يـك بـازه        200هـا، ابتـدا   ها يا مدول الاستيسيته پـره پارامترهاي مختلف همچون وجود ناميزاني در طول پره

هاي دهشبكه عصبي با داآيد. ميماكزيمم پاسخ فركانسي سيستم براي هر حالت بدست  شود.افزار انجام ميند در نرمشوميمشخص انتخاب 
و  گـردد شده و الگوريتم ژنتيك استفاده مي. در ادامه براي يافتن بدترين الگو از شبكه عصبي آموزش دادهشودميآمده آموزش دادهبدست

ار افـز آمده از الگوريتم ژنتيك، مدل در نرمدر نهايت با استفاده از پارامترهاي بدست آيد.فركانسي سيستم ناميزان بدست ميماكزيمم پاسخ 
هـا و همچنـين وجـود نـاميزاني در     . اين مراحل براي دو حالت وجود ناميزاني در طـول پـره  گرددايجادشده و پاسخ فركانسي آن محاسبه مي

بـه بررسـي اثـرات    ر ادامه گردد. دمياثر وجود غلاف بر روي پاسخ فركانسي سيستم بررسي  همچنين. شودميها تكرار مدول الاستيسيته پره
نظرگرفتن پارامترهـاي   . نوآوري اين قسمت درشودپرداخته ميدار همراه با وجود ناميزاني وي رفتار ارتعاشي سيستم ديسك پرهرغيرخطي بر

هـاي تقـارن    منظور، اثرات وجود ترم غيرخطي براي حالت كلـي از سيسـتم   بدينباشد.  آوردن پاسخ فركانسي سيستم ميخطي در بدست غير
از  معـادلات  سـپس  شـود. مـي حركت آن نوشـته   ت. ابتدا مدل غيرخطي ارائه شده و معادلاگرددمي بررسي  زانياي با فرض وجود نامي دايره

هـاي نـاميزان مـورد بررسـي قرارگرفتـه و پاسـخ        در ادامه پاسخ حالت دائم سيستم .ندشوميمقياس چندگانه حل و روش اختلالات كوچك 
ها بر روي پاسخ سيسـتم يـك   منظور بررسي اثرات استهلاك داخلي پره ، بهدر پايان .گرددميهاي ميزان و ناميزان مقايسه  حالت دائم سيستم
ناميزاني سيستم در دو پارامتر ضريب اسـتهلاك و سـختي   شود. ميآوردن پاسخ براي آن استخراج فرمولاسيون بدست گردد.مدل معرفي مي

شـده و بـدترين الگـو بدسـت     سازي الگوريتم ژنتيك استفادهاز روش بهينهآوردن ماكزيمم پاسخ . براي بدستشودميهر پره در نظر گرفته 
بـراي چنـدين سيسـتم بـا      اين مراحـل . گرددميو بدترين پره معرفي  . سپس پاسخ سيستم در حالت ميزان و ناميزان با يكديگر مقايسهآيدمي

وشش درجه آزادي ابتدا سيستم در حالت وجود ناميزاني و سيچهار وهاي بيستدر ضمن براي سيستم شود.ميهاي متفاوت انجام تعداد پره
ها و در نهايـت در حالـت وجـود همزمـان     سپس در حالت وجود ناميزاني در ضريب استهلاك پرهگردد. مي ها بررسيدر ضريب سختي پره

  .گيردر دو ضريب مورد بررسي قرار ميناميزاني در ه
عصبي، الگوريتم ژنتيك، مـاكزيمم پاسـخ، ارتعاشـات غيرخطـي، روش مقيـاس چندگانـه،        دار ناميزان، شبكهديسك پره: كلمات كليدي

  .سختي پره، استهلاك پره
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  مقدمه -1-1

 هـا  پـره خـواص  نـاميزاني در  وجـود  همراه بـا   دارپره شده مربوط به تحليل سيستم ديسكدر اين فصل به مطالعات انجام
نتـايج و تـاثيرات ناشـي از تغييـرات      دارديسك پـره سيستم مربوط به  هاي مهندسي ر بسياري از تحليلدشود.  ميپرداخته

در  دانـيم طور كه مـي همانشوند.  ميگرفته ها كه عمدتا ناشي از پارامترهاي ساخت هستند، ناديده بسيار كوچك پارامتر
بسياري از موارد اين تغييرات كوچك و ناخواسـته  . با اين وجود در استممكن توليد قطعات با تولرانس صفر غير عمل

صـورت  هايي كه بـه آل يكسان هستند تاثيرات قابل توجهي نخواهدداشت. اما براي سيستم بين اجزايي كه در حالت ايده
بـر پاسـخ    زيـادي توانـد تـاثير    هـا، ايـن پديـده مـي     در توربوماشين دارديسك پرهباشند، مانند سيستم  مي 1اي تقارن دايره

و معمـولا هنگـامي اتفـاق    بـوده  تحت عنوان ناميزاني  2دارديسك پرهباشد. اين پديده در سيستم  ارتعاشات سيستم داشته
هـاي   آيـد. ايـن نـاميزاني    ميپديد هاي فيزيكي و هندسي ها تفاوتهاي ساخت، بين پرهافتد كه در اثر وجود تولرانسمي

اي كه در اين حالـت بيشـترين دامنـه پاسـخ را      و پره ادهد د زيادي تغييرح تا د پاسخ ارتعاشات سيستم را نتوان كوچك مي
  دارد.  نام 3شود بدترين پره متحمل مي

آورنـده ايـن پديـده     پديـد  مختلـف  باشد. سپس عوامل و كاربردهاي آن مي ، اهميتهدف اصلي اين فصل معرفي مسئله
و در پايان هـدف از انجـام ايـن     شدهآورده در اين زمينهشده دامه تاريخچه كامل مطالعات انجامشد. در ا دنخواه معرفي

  .شودميآمده بيان هاي بدست پروژه و نوآوري
  

                                                
1
Cyclic Symmetric Systems 

2
Mistuning in Bladed Disk System 

3Worst Blade 
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  دار و كاربردهاي آنمعرفي سيستم ديسك پره -1-2

ترين اجزاي يك توربين گازي است را نشان  كه در واقع يكي از اصليدار ديسك پره) قسمتي از سيستم 1-1شكل (
  دهد.مي
  

 
  در يك توربين گازي دارديسك پرهسيستم  : )1-1شكل(

ترين  عنوان اصلي ها، به هاي بخار و گاز در نيروگاه ها و كمپرسور ها از جمله توربين اين سيستم در كليه توربوماشين
  )).2- 1(شكل ( ددار  شود. همچنين در موتور جت، هواپيما، كشتي و كليه تجهيزات مشابه كاربرد سازه محسوب مي

هاي گازي هر  ها، كه در توربين : روتور، ديسك و پرهشوندمي ها از سه قسمت عمده تشكيل كلي توربوماشين طورهب
وسيله هها ب د. پرهنشو مي هاي بخار اصولا روتور و ديسك به شكل سرهم ساخته ولي در توربينطور مجزا هسه قسمت ب

شوند و در اثر  مي) در ديسك ثابت 3-1د شكل (هاي موجود در ريشه پره مانن شيارهاي موجود در ديسك و خان
  شود. مي گرفته ها نيروي گريز از مركز ناشي از حركت توربين لقي آن

، حرارت و فشار بسيار بالا در اثر احتراق، زيادهاي  حساسيت بسيار بالا و وجود پاسخ ديناميكي شديد در سرعت
هاي ثابت، عواملي هستند كه  العمل ناشي از پره و عكسنيروهاي تقويت شده آيروديناميكي ناشي از حركت موتور 

رفته در بعضي  هاي فلزي بكار با استفاده از بهترين مواد ضروري ساخته است. شمش ها را با دقت بسيار بالا و ساخت پره
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قدر حساس است كه ساخت آن فقط در انحصار يك كارخانه در جهان است. با اين وجود يكسان ها آن از پره
  ممكن است.آل و غير ها فقط يك فرض ايده پرهكردن اين  فرض
  

  
  ]1[ شده از چندين مجموعه ديسك و پرهدار تشكيلديسك پرهسيستم  : )2-1شكل(

  

 
  پرهو ديسك نمايشي از چگونگي اتصال  :)3-1شكل(

  

  دارهاي كوچك در سيستم ديسك پره زانينامي معرفي پديده -1-3

هـاي   اي را دقيقا  ندارنـد و از آنجـايي كـه ايـن تفـاوت      ر حالت واقعي شرايط تقارن دايرهمسلما د دارديسك پرهسيستم 
تـوان در   سيسـتم بگـذارد از ايـن پديـده نمـي      يوي پاسـخ ارتعاش ـ ر تواند تاثيرات بسيار زيادي بـر  ها مي كوچك بين پره

  كرد. نظر ها صرف تحليل ديناميكي اين پره
دامنـه   ر حقيقـت در ايـن پـره   ها قـرار دارد. د  ها در شرايط بدتري نسبت به ديگر پره در اثر اين پديده معمولا يكي از پره

ها به مراتب بيشتر است. در مطالعات قبلـي ايـن پـره بـه بـدترين پـره        پاسخ ديناميكي سر پره نسبت به نقطه مشابه بقيه پره
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كليه عواملي كه بتوانـد  خ مساوي هستند. راي دامنه پاسها دا آل همه پره است. در صورتي كه در حالت ايده معروف شده
هاي كوچـك   اي خارج كند از جمله موارد زير از فاكتورهاي توليد ناميزاني ها يا كل سيستم را از حالت تقارن دايره پره

  هستند.
تواند هـم از لحـاظ    ها مانند هر سازه ديگر وجود دارد و مي هاي ساخت همواره در توليد توربوماشين تولرانس - 1

شـوند)   هاي تراش بسيار دقيق و چند محوره توليـد مـي   اي دارند و با ماشين ها هندسه بسيار پيچيده (پره هندسي
و هــم از لحــاظ خصوصــيات فيزيكــي مــاده (ماننــد مــدول الاستيســيته، ضــريب اســتهلاك و دانســيته) داراي   

  آل باشند. هاي اندكي نسبت به حالت ايده تفاوت
گيرنـد   قرار ميهاي خشك  از نوع دمپر 1احيه تماس بين ريشه و ديسك اجزاييها و در ن معمولا در انتهاي پره - 2

هـا  بودن اين اجزا بين پـره  يكسان نا .)4-1(شكلشوند موجب استهلاك پاسخ پره مي كه با افزايش اصطكاك
 شود. ناميزانيتواند باعث بروز  به نوبه خود مي

توانـد باعـث بـروز     طور يكسان توزيع نشـده و مـي  هقع بها بعضي از موا شده بر پرهنيروهاي آيروديناميكي وارد - 3
 شود. دارديسك پرههاي كوچك در سيستم  ناميزاني

ديسـك  باشـد. سيسـتم    استهلاك سيستم در اثر كاركرد بسـيار زيـاد مـي    ناميزانييكي از عوامل مهم در ايجاد  - 4
بـه تغييـر    ين كاركرد بالا منجراستهلاك زيادي دارد. گاهي اوقات ا دار در اثر سرعت بسيار بالاي چرخشپره

دهد كـه در ايـن حالـت معمـولا      هاي كوچك رخ مي شود و در پي آن پديده ناميزاني ها مي فرم در هندسه پره
معروف است و باعث تغيير در پاسـخ دينـاميكي    2دهد كه به پره معيوب ها تغيير شكل زيادتري مييكي از پره

 شود. ها مي كل سيستم و خرابي ديگر پره

 

  
  ]2[ ي): نحوه قرارگرفتن اجزاي استهلاكالف- 4-1شكل(

  
 ]2[ يهاي مختلف اجزاي استهلاك شكل :ب)- 4-1شكل(

  

                                                
1
Friction Element 

2Rogue Blade 
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  دارت تحليل ديناميكي سيستم ديسك پرهاهمي -1-4

تواند باعث شكست ناشي از خسـتگي،   مي ارتعاشاتباشد. ها داشته تواند نقش بسيار مهمي در تحليل سازه ارتعاشات مي
هـاي بـالا كـار     هايي كه در سـرعت  هاي ناخواسته در سيستم شود. در حالت كلي  سازه كرد بهينه و توليد نويزنقص كار

  بود.نتيجه بيشتر در معرض شكست خواهندكنند بسيار بيشتر در معرض خطرات ناشي از ارتعاشات هستند و در  مي
رانـش هواپيمـا    در سيسـتم پـيش  )) 5-1(شـكل( گـاز   هـاي  ها و توربين هاي بخار در نيروگاه ها شامل توربين توربوماشين
طرات ناشـي  و شديدا در معرض خ كردههاي بالا كار  در سرعت ها معمولااين ماشين .هاي چرخشي هستند تماما ماشين

هاي گـاز، وزن سـبك و قـدرت بيشـتر و در عـين حـال        هاي نوين براي توربين در طراحي ،علاوهاز ارتعاشات هستند. به
هـا   هـا در توربوماشـين   و از آنجايي كه كليـه شكسـت  مورد نياز است. در چنين شرايطي   از فاكتورهاي مهمكاركرد بالا

  يات بيشتر ضروري است.ئها با جز از ارتعاشات است، تحليل ارتعاشات توربوماشين آمده بوجودناشي از خستگي 

  
  ]1[ دهنده آنيك توربين گاز به همراه اجزاء تشكيل شكل :)5-1شكل(

سـت. در نتيجـه   ايافتـه  ها در حد زيادي افزايش دليل توسعه تكنولوژي، قدرت و كارايي توربوماشينههاي اخير ب در دهه
روتـور   ،شـوند. در طراحـي يـك موتـور جـت      ها طراحي و ساخته رفته بايد متناسب با آن خواستهاجزاي مكانيكي بكار

هـاي بسـيار بـالا، فشـارهاي      . اين اجزا معمولا متحمل سرعتباشد محوري يكي از اجزاي بسيار پيچيده براي طراحي مي
 توان شده كه ميها از اجزاي بسياري تشكيل وماشينشوند. ساختار هسته مركزي تورب بسيار زياد و همچنين دماي بالا مي

هـاي   اثر حركت پرهها، سيال كاري در  بر اصول اوليه توربوماشينكرد. بناها تقسيم ها و توربين وع كمپرسوربه دو ن آن را
كنند كـه باعـث پاسـخ     ها بيشترين نيروي آيروديناميكي را وارد مي بر پره 1هاي ثابت العمل متقابل پره متحرك و عكس

: كنـد مـي گيررشوند. در نتيجه دو مورد مهـم طراحـان را د   هاي متحرك مي ارتعاشات شديد و اصولا هارمونيك در پره
  ثابت و متحرك در اثر پاسخ شديد. هاي ات و دوم عدم برخورد پرهها در اثر ارتعاش اول عدم شكست پره

  

  

  

  

                                                
1Stator blades 
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  تاريخچه مطالعات -1-5

  كرد:توان به دو دسته عمده تقسيم طور كلي مطالعات انجام شده در اين زمينه را ميهب
  .1بدون در نظر گرفتن تقابل سيال و جامد دارديسك پرهتحليل ديناميكي سيستم  - 1
يا تحليل ديناميكي سيستم با در نظـر گـرفتن تقابـل بـين سـيال و       دارديسك پرهسيستم  2تهيتحليل آيروالاستيس - 2

پردازيم، از آوردن پيشينه ايـن قسـمت خـودداري    نامه به بررسي قسمت اول مياين پايان (از آنجا كه درجامد
 .)شودمي

 
  ها بدون تقابل سيال و جامدتوربوماشين تتحليل ارتعاشا -1-5-1

  كرد:توان به سه دسته تقسيم را مي دارديسك پرهوي سيستم ر شده در اين زمينه برطالعات قبلي انجامخاص م طورهب
  ارتعاشات ديسك - 1
 ها ارتعاشات پره - 2

  در حالت كوپلينگ دارديسك پرهارتعاشات   - 3
  
  ها ارتعاشات ديسك در توربوماشين -الف-1-5-1

هـايي   تواند در مـود شـيپ   كند: اول ديسك مي ارتعاش مي اصولا به سه گونهديسك با استفاده از تئوري صفحات  يك
طـور كـه از اسـم آن    كند. همانالف) نوسان-6-1مانند شكل( ديسك معروف است حول محيط 3هاي قطري مودبه كه 

تـرين نـوع    كـه در عمـل محتمـل    هاي ديسـك هسـتند،   ها همان قطر مود هاي تشكيل شده در اثر اين مشخص است گره
معـروف اسـت و    5يـا تقـارن محـوري    4اي هـاي دايـره   . نوع دوم ارتعاش ديسك تحت عنوان مـود ارتعاش ديسك است

هـاي تركيبـي    . دسته سـوم مـود  اي هستند صورت دايره ها به است، گرهشده ب) نشان داده-6-1طور كه در شكل(همان
بـراي اولـين بـار از ايـن      7و آرنولـد  6. توبـايس ]3[ انـد  ج))كه از تركيب دو مود قبلي تشـكيل شـده  -6-1هستند (شكل(

هـا نقـش اساسـي     هـا، پـره   . از آنجايي كـه در تحليـل توربوماشـين   ]4[ كردندها استفاده ها براي تحليل توربوماشين تئوري
  ها ضروري است. دارند، تحليل پره در اين سيستم

 

                                                
1
Interaction of solid and fluid 

2
 Aeroelasticity 

3Diameter mode 
4
Circular mode 

5
Axisymmetric mode 

6
Tobias 

7Arnold 
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 هاي قطري ديسك مود: الف)- 6-1شكل (

 
  اي ديسك هاي دايره مود: ب)- 6-1شكل(

  
  ]5[ هاي مختلط مود: ج)- 6-1شكل(

  

  ها ارتعاشات پره در توربوماشين -ب-1-5-1

كـه در   تيرشود. يك انتهاي  ميگرفته نظر درگير در يكسر تيرعنوان يك  بهطور معمول يك پره در تحليل ارتعاشات هب
 تيــرر ريشــه نــام دارد. عامــل تحريــك پــره اصــولا نيــروي آيرودينــاميكي اســت كــه در سرتاســ شــودمــيروتــور ثابــت 
صـورت يـك نيـروي هارمونيـك متمركـز در انتهـاي آزاد تيـر در         در بسـياري از مـوارد  بـه    شود.اين نيـرو مي گسترده
گيرد، پره در بيشترين  هاي طبيعي تير قرار مي اي كه فركانس تحريك در محدوده فركانس شود. در لحظه ميگرفته نظر

  دامنه خود قرار دارد.
دارد.  نـام  1هاي خمشي خارج از صفحه كه اصطلاحا فلپ شيپ است: اول مود نوع مود پره هم مانند ديسك داراي سه
شـود.   مـي  ناميـده  2هاي خمشي داخل صفحه نيز ارتعاش كند كه اصـطلاحا لـگ   تواند در مود يك پره يكسر درگير مي

 )7-1درگيــر، مــود پيچشــي اســت كــه هــر ســه نــوع آن در شــكل (   ســومين نــوع مــود شــيپ بــراي يــك تيــر يكســر 
  .]3[ند اشده داده نشان

                                                
1
Flap wise mode  

2Edge wise mode 



٩ 
 

 

  
  ]5[ درگير نوع مود شيپ براي يك تير يكسر : سه)7-1شكل (

  

  دار در حالت كوپلينگارتعاشات سيستم ديسك پره -ج-1-5-1

-ايد. سـپس توسـط اتصـالات شـاخه    نشـو  مـي طـور جداگانـه سـاخته   هها ب ـپره ،هاي پيشرفته امروزه در همه توربوماشين
بنـابراين   كـردن ريشـه صـحيح نيسـت    از آنجـا كـه در حالـت واقعـي صـلب فـرض      شـوند.   يها ثابت م ـ كشويي در ريشه
هـا  (غـلاف  1همچنـين وجـود غـلاف   شـود.   مـي  ها و ديسك وابسته ها تا حد زيادي به ارتعاشات ديگر پره ارتعاشات پره
تواند تـا حـد زيـادي تقابـل     مي)  نيز دهندرا كاهش گذرند تا دامنه ارتعاشات ها مي هايي هستند كه از بين پره اصولا ميله
  دهد.ها را افزايشبين پره

هاي عـددي   از روشبا استفاده شده در اين زمينه ، اكثر مطالعات انجامدارديسك پرهبه علت پيچيدگي مسئله كوپلينگ 
ميـزان بـا    دارديسـك پـره  نامه دكتري خود به تحليل ارتعاشات آزاد و اجبـاري سيسـتم    در پايانو تقريبي بوده است. يو 

بـراي محاسـبات    2. او از المان دو بعدي پوسته))8-1استفاده از دو روش مدل متمركز و اجزاء محدود پرداخت(شكل (
در ايـن   گـر محققـان  هاي اخير مطالعـات وسـيعي توسـط اوينـز و دي    تا سال 1975. همچنين از سال ]5[ كردخود استفاده
هـاي   متمركز يا اجزاء محدود بوده كـه در آن المـان صـفحه و المـان     يها از روشبا استفاده گرفته كه اكثرا زمينه شكل
  .]6[ ندستهبعدي داراي بيشترين كاربرد مكعبي سه

                                                
1
Shroud 

2Shell Element 



١٠ 

 

 

 
  ]5[ دارسيستم ديسك پرهبندي پوسته براي اجزاء محدود با استفاده از الماننمايش مدل متمركز و : )8-1شكل(

  
  داريرات ناميزاني در سيستم ديسك پرهتاث -د-1-5-1

تحـت   دارديسـك پـره  اي، به تحليل تئوري در زمينه ماكزيمم پاسـخ ارتعاشـات سيسـتم     در مقاله 1وايتهد 1966در سال 
مراتـب   توانـد بـه   مـي  دارپره وجود ناميزاني پرداخت. نتايج نشان داد كه ماكزيمم پاسخ يك سيستم ناميزان شده ديسك

. از آن بــه بعــد مطالعــات زيــادي توســط محققــان ]7[ يــزان باشــدآل يــا م بيشــتر از پاســخ همــان سيســتم در حالــت ايــده
نتايج مفيـد مختلفـي    كهكننده موتور جت مانند رولز رويز و ناسا) در اين زمينه انجام شد  هاي توليد خصوص شركت (به

  است.  دهها حاصل شاز آنسال گذشته  40در طي 
هـاي   در پـي ايجـاد نـاميزاني    دارديسـك پـره  سيسـتم  را در  پيـداكردن بـدترين پـره    بار اولينبراي  وايتهد 1966در سال 

)كرد. او در اولين مقاله خود ضريب  از طريق يك تحليل رياضي برآورد كوچك )1
1

2
N+   را براي يك سيسـتم

در حالـت  كه اين ضريب در واقع نسبت پاسخ بدترين پره به پاسـخ همـان پـره در شـرايط ميـزان و       كردپره معرفي Nبا 
 1976سـال، در سـال    دهكـرد و بعـد از   انيكي را بر اين پديده بررسـي رزونانس است. او همچنين تاثيرات استهلاك مك

1ضريب بدترين پاسخ خود را به شكل 
1

2 2

N 
+ 

 

  .]8[ دنموتصحيح  

كرد كه از طريق يك ديسـك  استفاده هاي توربين اي ارائه پرهاز يك مدل جرم و فنر بر 1976در سال  2در پي آن وگنر
هـا و پاسـخ اجبـاري سيسـتم را      مـود شـيپ  هـاي طبيعـي،    در ادامـه فركـانس   وا .]9[ شده بودند هپذير با هم كوپلانعطاف
  با نتايج وايتهد تا حدي تطابق داشت. نمود. نتايج حاصل از تحقيق اومحاسبه 
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