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چͺیده

لیپ�شیتس رویجبرهای همریختی�هایفشرده

مشتق�پذیر توابع از

وسیله�ی: به
مطلق شادمهری آسیه

α مرتبه از لیپ�شیتس جبر .٠ < α ≤ ١ و باشد مختلط صفحه در کامل و فشرده مجموعه ͷیX کنیم فرض

Xباشرط روی f مقدار مختلط توابع همه جبر مͬ�دهیم، نمایش Lip(X,α) با که

pα(f) = sup
{ |f(z)− f(w)|

|z − w|α
: z, w ∈ X, z ̸= w

}
< ∞.

هر ازای به و است موجود مرتبه�ای هر از آن مشتقات که X روی f مقدار مختلط توابع همه جبر مͬ�باشد.

اعداد از دنباله ͷی (Mn) کنیم فرض مͬ�دهیم. نمایش Lip∞(X,α) با را f (n) ∈ Lip(X,α) ،n ∈ N

تعریف کند. صدق n و m هر برای ، Mn+m

MnMm
≥ (n+m)!

n!m! و M٠ = ١ شرایط در که طوری به باشد مثبت

مͬ�کنیم

Lip(X,M,α) =
{
f ∈ Lip∞(X,α) :

∞∑
k=٠

∥f (n)∥α
Mk

< ∞
}
,

است. ∥f∥α = ∥f∥X + pα(f) آن در که

ناصفر همریختͬ هر برای باشند، طبیعͬ تابعͬ جبرهای Lip(Y,M,α) و Lip(X,M,α) هرگاه

.Tf = f◦φ طوری�که به است، φموجود : Y → X Tیͷنگاشت : Lip(X,M,α) → Lip(Y,M,α)

مͬ�کنیم بیان را شرایطͬ و کنیم مͬ مطالعه را لیپ�شیتس جبرهای نوع این بین های همریختͬ پایان�نامه این در

و لازم شرایط بخصوص �کند، القا Lip(Y,M,α) به Lip(X,M,α) از همریختͬ ͷی φ آنها تحت که

د



طیف سازی مشخص به سپس و مͬ�کنیم بررسͬ را باشند فشرده شده القا درونریختͬ�های این�که برای را کافͬ

مͬ�پردازیم. Lip(X,M,α) جبرهای از فشرده درونریختͬ�های

طبیعͬ. باناخ جبرهای طیف، لیپ�شیتس، جبرهای فشرده، درونریختͬ�های کلیدی: واژه�های

. 46J15 و 46J10 :٢٠١٠ ریاضͬ موضوعͬ رده�بندی

ه�
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پیشگفتار

برای مختلط صفحه در X کامل و فشرده مجموعه�های روی مشتق�پذیر توابع از لیپ�شیتس جبرهای

همریختͬ�های بررسͬ به نامه پایان این در .[١٧] شد ارائه ماهیار و هنری توسط ١٩٩٩ سال در بار اولین

معرفͬ را لیپ�شیتس جبرهای ابتدا منظور این برای مͬ�پردازیم. لیپ�شیتس جبرهای نوع این بین فشرده

بررسͬ به سپس مͬ�نماییم. بیان باشند، طبیعͬ همچنین و کامل جبرها، این که را شرایطͬ و مͬ�کنیم

فشرده همریختͬ�ها این�که برای را کافͬ و لازم شرایط و پرداخته لیپ�شیتس جبرهای روی همریختͬ�ها

مͬ�نماییم. بیان باشند،

است. فصل ۴ شامل نامه پایان این

ایده�آل فضای و باناخ جبرهای باناخ، فضاهای توپولوژی، نظیر مقدماتͬ مفاهیم اول، فصل در

مͬ�کنیم. یادآوری را باناخ (تابعͬ) جبر ͷی برای ماکسیمال

معرفͬ را باناخ فضاهای روی فشرده عملͽرهای بخشاول، در بخشمͬ�باشد: سه شامل دوم فصل

تابعͬ جبرهای روی ها همریختͬ ابتدا دوم، بخش در مͬ�کنیم. بیان را آن به مربوط های قضیه برخͬ و

و بیان را تابعͬ جبرهای روی فشرده های همریختͬ سازی مشخص قضیه سپس مͬ�نماییم، معرفͬ را

مͬ�نماییم. اثبات

همریختͬ باشند، M(B) و M(A) ماکسیمال آل ایده فضای با باناخ تابعͬ جبر B و A هرگاه

هرگاه گوییم φ : M(B) −→ M(A)نگاشت توسط شده القا را T : A→ B

T̂f = f̂ ◦ φ (f ∈ A).

رابطه در که T : A→ B شده القا همریختͬ باشند، طبیعͬ باناخ تابعͬ Bجبرهای و A که حالتͬ در

مͬ�باشد. زیر صورت به �کند، صدق بالا

Tf = f ◦ φ (f ∈ A).

١



شده القا درونریختͬ T نگاشت A = B چنان�چه و است.) A ماکسیمال ایده�آل فضای M(A))

Xمعرفͬ کامل و فشرده مجموعه روی (X)D١را نرم�دار جبر بخشسوم، در مͬ�شود. توسطφنامیده

T : B −→ B فشرده Bطیفدرونریختͬ�های ⊆ D١(X) Bکه طبیعͬ تابعͬ یͷجبر برای و نموده

مͬ�کنیم. بررسͬ را

در کامل و فشرده مجموعه ͷی را X ابتدا اول، بخش در مͬ�باشد: بخش سه شامل سوم فصل

مختلط توابع همه از متشͺل Dn(X) تابعͬ جبر معرفͬ به سپس مͬ�گیریم، نظر در مختلط صفحه

مͬ�کنیم بیان را شرایطͬ و مͬ�پردازیم Xاست، روی پیوسته ام n مرتبه مشتق دارای Xکه روی مقدار

D(X,M) Mجبر = (Mn) جبری دنباله ͷی برای سپس است. کامل نرمش تحت Dn(X) که

مͬ�کنیم. معرفͬ زیر به�صورت را مشتق�پذیر بی�نهایت�بار توابع از متشͺل

D(X,M) =
{
f ∈ D∞(X) :

∞∑
n=٠

∥f (n)∥X
Mn

<∞
}
.

فشرده مجموعه روی را Lip(X,M,α) مشتق�پذیر توابع از لیپ�شیتس جبرهای ابتدا دوم، بخش در

همچنین و بودن کامل شرایط پرداخته، آن زیرجبرهای برخͬ ارائه به سپس کرده تعریف X کامل و

که این برای را کافͬ شرایط سوم، بخش در مͬ�نماییم. بیان را لیپ�شیتس جبرهای این بودن طبیعͬ

بیان کند، القا T : Lip(Y,M, α) → Lip(X,M,α) همریختͬ ͷی φ : X −→ Y نگاشت

مͬ�کنیم.

نگاشت این�که برای کافͬ شرط اول، بخش در مͬ�باشد: بخش چهار شامل چهارم فصل

وقتͬ را T : Lip(X,M,α) → Lip(X,M,α) مانند فشرده درونریختͬ ͷی φ : X −→ Y

کافͬ شرط باشد، کلͬ Xیͷمجموعه که درحالتͬ بخشدوم، در مͬ�کنیم. بیان کند، Xالقا = [٠,١]

T : Lip(X,M,α) → Lip(X,M,α) مانند فشرده درونریختͬ ͷی φ : X −→ X این�که برای

مͬ�کنیم. بیان کند، القا را

بررسͬ باشد، واحد دایره یا بسته واحد گوی X که حالتͬ در را مسأله عکس سوم، بخش در

درونریختͬ و ٠ < α < ١ غیرتحلیلͬ، دنباله ͷیM = (Mn) اگر مͬ�کنیم بررسͬ یعنͬ مͬ�کنیم.

باشد، شده القا φ : X → X خودنگاشت توسط T : Lip(X,M,α) → Lip(X,M,α) فشرده

باشد. داشته را نظر مورد شرایط از ͬͺی حداقل هرگاه |φ′(z)| < ١ آنگاه

باشند، طبیعͬ لیپ�شیتس جبرهای و یͺنواخت منظم مجموعه ͷی X که وقتͬ چهارم، بخش در

مͬ�پردازیم. لیپ�شیتس جبرهای روی فشرده های درونریختͬ طیف بررسͬ به

است. شده تدوین ذیل مقاله�ی اساس بر پایان�نامه این

H. Mahyar, Compact endomorphisms of infinitely differentiable Lipschitz

algabras, Rocky Mountain Journal of Mathematics. 39, (2009), 193-217.

٢



١ فصل

مقدمات

قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم پایه�ای و مقدماتͬ مطالب بیان به فصل این در

جزئیات و اثبات�ها بیان از باشد داشته آشنایی مطالب این با خواننده مͬ�رود انتظار که آنجا از مͬ�گیرد.

مͬ�باشد. [٢٧] و [٢۴] ،[١۶] ،[١۵] ،[٧] منابع از برگرفته مطالب این مͬ�کنیم. خودداری

مͬ�دهیم. نشان C با را مختلط صفحه و R با را حقیقͬ خط پایان�نامه این سراسر در نمادگذاری.

مͬ�دهیم قرار به�علاوه

I = [٠,١], D = { z ∈ C : |z| < ١}, T = { z ∈ C : |z| = ١}.

متری فضاهای و ͷتوپولوژی فضاهای ١.١

Xمانند زیر�مجموعه�های از Xخانواده�ای روی توپولوژی ͷی باشد. ناتهͬ Xیͷمجموعه فرضکنیم

مͬ�باشد: زیر خواص دارای و مͬ�گوییم باز مجموعه�های آنها به که است τ

.∅, X ∈ τ .١

از خانواده ͷی {Uα : α ∈ I} اگر که معنͬ این به است بسته دلخواه اجتماع تحت τ .٢

.
∪
Uα ∈ τ آنگاه باشد τ در مجموعه�ها

.
∩n

i=١ Ui ∈ τ ,U١آنگاه . . . , Un ∈ τ اگر که معنͬ این به است بسته اشتراکمتناهͬ تحت τ .٣

نمایش (X, τ) با را آن و مͬ�گوییم ͷتوپولوژی فضای ͷی را τ توپولوژی به مجهز X مجموعه

باشد. باز X \ A هرگاه دارد، نام بسته مجموعه ͷی X از A مجموعه زیر مͬ�دهیم.

٣



مورد دیͽری به نسبت توپولوژی ͷی بودن قوی یا ضعیف لحاظ از ͷتوپولوژی فضای دو معمولا

.τ ′ ⊂ τ هرگاه است، τ از ضعیف�تر τ
′ گوییم Xباشد، روی توپولوژی دو τ ′ و τ اگر مͬ�باشد. توجه

مͬ�نامیم. τ ′ از قوی�تر را τ این�حالت در

پایه ͷیB ⊆ τ گوییم بازند. های مجموعه ͷتوپولوژی فضای ͷی عناصر شد بیان که همان�طور

هرگاه است، (X, τ)ͷتوپولوژی فضای

.�x ∈ B که طوری به باشد موجود B ∈ B عضو ͷی حداقل x ∈ X هر ازای به .١

به دارد وجود B٣ مانند پایه از عضوی آن�گاه باشد، x ∈ B١ ∩ B٢ و B١, B٢ ∈ B اگر .٢

.B٣ ⊂ B١ ∩B٢ و x ∈ B٣ طوری�که

مͬ�شود. بیان توپولوژی این پایه و توپولوژی ͷی بین رابطه زیر قضیه�ی در

در باشد. X در τ توپولوژی برای پایه ͷی B کنیم فرض [24, Lemma 2.13.1] .١.١.١ قضیه

اجتماعͬ U اگر تنها و اگر U ∈ τ یعنͬ Bاست. اعضای های اجتماع تمام گردایه برابر τ این�صورت

Bباشد. پایه اعضای از

.
∪

G∈G G = X که باشد Xچنان مجموعه�های زیر از G خانواده و مجموعه ͷیX فرضکنیم

برای پایه ͷی Bتشͺیل آن�گاه باشد، G عناصر از متناهͬ اشتراک�های همه از متشͺل Bخانواده اگر

Xگویند. روی توپولوژی ͷی برای پایه زیر ͷی G به این�حالت در مͬ�دهد. X روی توپولوژی ͷی

ͬͽهمسای ͷی x شامل باز مجموعه هر .x ∈ X و باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض

ͬͽهمسای ͷی شامل A هرگاه است، A درونͬ نقطه ͷی x گوییم باشد، A ⊂ X اگر دارد. نام x

بزرگترین A٠ کرد ثابت مͬ�توان و مͬ�دهیم نشان A٠ با را A درونͬ نقاط همه مجموعه باشد. x از

مجموعه x از U ͬͽهمسای هر برای اگر است A انباشتگͬ نقطه� x گوییم است. A باز مجموعه زیر

A بستار آن به و مͬ�دهیم نشان A با را A انباشتگͬ نقاط با A اجتماع باشد. ناتهͬ A ∩ U \ { x}

است. A شامل بسته مجموعه کوچͺترین A مͬ�شود ثابت گوییم.

هر ازای به هرگاه ،(xj → x) همͽراست x ∈ X به X مانند ͷتوپولوژی فضای در {xj} دنباله

.xj ∈ U ، j > J هر ازای به که طوری به باشد موجود J مانند عددی x از U مانند ͬͽهمسای

دوتایی رابطه�ی ͷی به مجهز هرگاه است، جهت�دار مجموعه ͷی I مجموعه مͬ�کنیم یادآوری

طوری�که به باشد، ≤ مانند

.α ≤ α ،α ∈ I هر ازای به .١

.α ≤ γ آن�گاه β ≤ γ و α ≤ β اگر .٢

۴



.β ≤ γ و α ≤ γ طوری�که داردبه وجود I از γ مانند عضوی I از α, β هر ازای به .٣

است. X بتوی I مانند جهت�دار مجموعه�ی ͷی از α 7→ xα مانند نگاشتͬ X مجموعه در تور ͷی

I با {xα} مͬ�گوییم و مͬ�دهیم نشان {xα} یا {xα}α∈I با را نگاشتͬ چنین باشد، معلوم I اگر

است. شده اندیس�گذاری

از f نگاشت گوییم مͬ�باشد. مناسب بسیار پیوستگͬ مفهوم معرفͬ برای ͷتوپولوژی فضاهای

V مانند باز مجموعه�ی هر ازای به هرگاه است، پیوسته Y ͷتوپولوژی فضای به X ͷتوپولوژی فضای

هرگاه مͬ�شود، نامیده پیوسته x در f باشد، x ∈ X اگر باشد. باز X در f−١(V ) مجموعه ،Y در

که طوری به باشد داشته وجود x از U مانند ͬͽهمسای ͷی f(x) از V مانند ͬͽهمسای هر ازای به

ͬͽهمسای ͷی f−١(V ) ،f(x) از V مانند ͬͽهمسای هر ازای به هرگاه معادل، طور به .f(U) ⊂ V

تنها و اگر است پیوسته f : X → Y نگاشت [١۴] مرجع از ۴.٩ و ۴.٨ گزاره�های طبق باشد. x از

تولید G مانند مجموعه�ها از خانواده�ای با Y روی توپولوژی چنانچه باشد. پیوسته x ∈ X هر در f اگر

باشد. Xباز در f−١(V ) ،V ∈ G هر ازای به اگر تنها و اگر است پیوسته f : X → Y آن�گاه شود،

از خانواده�ای { (Yα, τα) : α ∈ I} و دلخواه مجموعه ͷی X کنیم فرض ضعیف. توپولوژی

و باشد تابع ͷی fα : X → Yα ،α ∈ I هر برای کنیم فرض باشد. ͷتوپولوژی فضاهای

پیوسته fα ∈ F که X روی توپولوژی (ضعیف�ترین) کوچ�ͷترین .F = { fα : α ∈ I}

واقع در گویند. -توپولوژی F آن به و است معروف F توسط شده تولید ضعیف توپولوژی به باشد،

Xاست. های مجموعه زیر از زیر گردایه توسط شده تولید توپولوژی Xهمان روی -توپولوژی F

A = { f−١
α (Uα) : Uα ∈ τα, α ∈ I}.

ͷتوپولوژی فضاهای دکارتͬ حاصلضرب روی حاصلضربی توپولوژی ساختار، این از مثال مهمترین

روی حاصلضربی توپولوژی باشد، ͷتوپولوژی فضاهای از خانواده�ای {Xα}α∈I اگر است.

است. πα : X → Xα مؤلفه�ای نگاشت�های توسط شده تولید ضعیف توپولوژی X =
∏

α∈I Xα

فضای ͷی X کنیم فرض مͬ�پردازیم. ͷتوپولوژی فضاهای در فشردگͬ مفهوم بیان به اکنون

پوشش ͷی X باز های مجموعه زیر از G = {Gα : α ∈ I} خانواده .K ⊂ X و ͷتوپولوژی

K برای متناهͬ پوشش زیر ͷی دارای G گوییم .K ⊆
∪

α∈I Gα اگر مͬ�دهد تشͺیل K برای باز

.K ⊆ Gα١ ∪Gα٢ ∪ . . .∪Gαn که طوری به α١, α٢, . . . , αn ∈ I باشد داشته وجود اگر است،

باشد. پوششمتناهͬ یͷزیر Kدارای برای پوششباز هر هرگاه است، Xفشرده Kدر مجموعه گوییم

۵



خانواده مͬ�کنیم یادآوری ابتدا مͬ�کند. بیان را K فشردگͬ برای معادل شرط زیر قضیه

هر برای هرگاه است، متناهͬ اشتراک خاصیت دارای X های مجموعه زیر از {Fα : α ∈ I}

باشیم داشته α١, α٢, . . . , αn ∈ I اندیس متناهͬ تعداد

Fα١ ∩ Fα٢ ∩ . . . ∩ Fαn ̸= ∅.

این�صورت در باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷیX کنیم فرض [24, Theorem 3.26.9] .٢.١.١ قضیه

در که X بسته های مجموعه زیر از {Fα : α ∈ I} خانواده هر برای اگر تنها و اگر است، Xفشرده

.
∩

α∈I Fα ̸= ∅ باشیم داشته مͬ�کند، صدق متناهͬ اشتراک خاصیت

مͬ�باشد، نیز ما استفاده مورد و مͬ�شود بیان ͬͺتوپولوژی فضاهای در که مفاهیمͬ از دیͽر ͬͺی

بسته زیرمجموعه دو نتوان هرگاه گوییم، همبند را (X, τ) ͬͺتوپولوژی فضای است. همبندی مفهوم

مجموعه زیر بزرگترین همچنین Xباشد. با برابر آنها اجتماع که طوری به یافت آن در هم از جدا ناتهͬ

گویند. همبند مولفه را Aͷتوپولوژی فضای در همبند

گوییم، محدب Kرا ⊂ X زیرمجموعه باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷیX فرضکنیم .٣.١.١ تعریف

هرگاه

tK + (١− t)K ⊂ K, (t ∈ [٠,١]).

دیͽر عبارت به

tx+ (١− t)y ∈ K, (t ∈ [٠,١], x, y ∈ K).

نقطه�ی دو هر ازای به هرگاه گوییم ١ هاسدورف فضای ͷی را X ͷتوپولوژی فضای .۴.١.١ تعریف

باشد. موجود x١, x٢ شامل ترتیب به U١, U٢ مانند هم از جدا های مجموعه x١, x٢ متمایز

روی متر ͷی مͬ�کنیم یادآوری هستند. متری فضاهای هاسدروف، فضاهای از مهم دسته�ای

خواص در x, y, z ∈ X هر برای که d : X × X −→ R مانند است تابعͬ X تهͬ غیر مجموعه

کند: صدق زیر

.x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ و d(x, y) > ٠ .١

.d(x, y) = d(y, x) .٢

گویند. مثلثͬ نامساوی آن به که d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) .٣

١ Hausdorff Space

۶



عنوان به مͬ�دهیم. نشان (X, d) با را آن و مͬ�نامیم متری فضای ͷی را d متر به مجهز X مجموعه

اقلیدسͬ متر به مجهز Rn صورت این در . X = Rn کنیم فرض مثال

d(x, y) =
√
(x١ − y٢(١ + · · ·+ (xn − yn)٢

باشد. مͬ متری فضای ͷی

زیر که ترتیب این به است ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, d) متری فضای هر گفتیم که طور همان

که طوری به شود یافت r مثبت عدد a ∈ U هر برای اگر است، Xباز از U مجموعه

B(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) < r} ⊂ U.

{xn}∞n=١ دنباله گوییم باشد. X در دنباله�ای {xn}∞n=١ و متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض

قسمͬ به باشد داشته وجود n٠ مانند طبیعͬ عددی ،ε > ٠ هر برای هرگاه است، x ∈ X به همͽرا

که

n ≥ n٠ =⇒ d(xn, x) < ε.

، نامیم کوشͬ را {xn}∞n=١ دنباله علاوه به .x = lim xn یا xn −→ x مͬ�نویسیم صورت این در

که قسمͬ به n٠ ∈ N باشد داشته وجود ε > ٠ هر برای هرگاه

m,n ≥ n٠ =⇒ d(xm, xn) < ε.

یعنͬ نیست، درست مطلب این عکس اما است کوشͬ دنباله ͷی همͽرا دنباله هر دید مͬ�توان آسانͬ به

نیستند. همͽرا آن در کوشͬ دنباله��های که دارد وجود متری فضاهای

به X در {xn}∞n=١ مانند کوشͬ دنباله هر هرگاه مͬ�شود، نامیده کامل (X, d) ͷمتری فضای

کامل متری فضای ͷی اقلیدسͬ متر به مجهز Rn مثال عنوان به باشد. همͽرا x ∈ X مانند عضوی

نیست. کامل متری فضای d(x, y) = |x − y| متر به مجهز X = (٠,١) بازه که حالͬ در است،

نیست. همͽرا آن در که است (٠,١) در کوشͬ دنباله ͷی { ١
n
} مثلا

مختلط آنالیز ٢.١

مورد چهارم و سوم فصل�های در که مختلط آنالیز مباحث از قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

D مجموعه�ی زیر مͬ�دهیم. نمایش C با را مختلط صفحه پایان�نامه این در مͬ�پردازیم. مͬ�باشد، نیاز

دو هر D دامنه هر در مͬ�شود ثابت باشد. همبند و باز D اگر دارد، نام دامنه ͷی مختلط صفحه از

به مͬ�باشد. اتصال قابل مختصات محورهای موازی Dو در واقع خط�های پاره وسیله�ی Dبه از نقطه

٧



کدام هر مختلط صفحه پایینͬ و بالایی صفحه نیم است، دامنه ͷی صفحه در باز گوی هر مثال عنوان

مختلط صفحه به مͬ�توان نیست، دامنه که باز مجموعه ͷی از مثالͬ عنوان به مͬ�دهد. تشͺیل دامنه ͷی

کرد. اشاره (C \ R (یعنͬ حقیقͬ خط بدون C

z٠ ∈ D نقطه در f تابع گوییم باشد. تابع ͷی f : D → C و دامنه ͷی D کنیم فرض

هرگاه است، مشتق�پذیر

f ′(z٠) = lim
z→z٠

f(z)− f(z٠)

z − z٠
(١.١)

نقطه هر در f(z) تابع مشتق چنانچه گوییم. z٠ در f مشتق� را f ′(z٠) این�صورت در باشد. موجود

D بر f ′(z) و مشتق�پذیر D بر f چنانچه است. مشتق�پذیر D بر f گوییم باشد، موجود D دامنه از

f آن�گاه باشد، Dمشتق�پذیر بر f هرگاه مͬ�شود ثابت البته است. Dتحلیلͬ بر f گوییم باشد، پیوسته

اضافͬ شرط تحلیلͬ تابع تعریف در f ′ پیوستگͬ شرط بنابراین و است پذیر مشتق D بر مرتبه هر از

.(٢ کوشͬ-گورسا (قضیه است

در باشد، تحلیلͬ D = { z : |z − z٠| < ρ} باز قرص بر f اگر مͬ�شود ثابت تیلور قضیه در

توانͬ سری نمایش دارای f این�صورت

f(z) =
∞∑
k=٠

ak(z − z٠)
k (|z − z٠| < R) (٢.١)

آن در که مͬ�باشد،

ak =
f (k)(z٠)

k!
, (k ≥ ٠).

کنید. مراجعه [١۵] مرجع ١۴۴ صفحه به باره این در

γ : [a, b] → D تابع ͷی D در هموار مسیر ͷی از منظور باشد. C در دامنه ͷی D کنیم فرض

و باشد D در هموار مسیر ͷی γ هرگاه باشد. پیوسته و موجود γ′ : [a, b] → D که طوری به است

مͬ�شود؛ تعریف زیر صورت به γ روی f مسیری انتگرال باشد، پیوسته f : D → C∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt. (٣.١)

هرگاه است، هموار تکه�ای مرز دارای D گوییم باشد، مختلط صفحه در کران�دار دامنه ͷی D هرگاه

باشد. مسیرهموار متناهͬ تعداد اجتماع (D (مرز ∂D

٢Cauchy-Goursat Theorem

٨



هموار تکه�ای مرز با کران�دار دامنه ͷیD کنیم فرض [ 15, p.110] .(٣ کوشͬ (قضیه ١.٢.١ قضیه

گاه آن Dباشد، ∪ ∂D بر تحلیلͬ تابع ͷی f هرگاه باشد. ∂D∫
∂D

f(z)dz = ٠. (۴.١)

تکه�ای مرز با کران�دار دامنه ͷیD فرضکنیم [ 15, p.113] .(۴ کوشͬ انتگرال (فرمول ٢.٢.١ قضیه

آن�گاه Dباشد، ∪ ∂D بر تحلیلͬ تابع ͷی f هرگاه باشد. ∂D هموار

f(z) =
١
٢πi

∫
∂D

f(w)

w − z
dw, (z ∈ D). (۵.١)

نقاط در f تحلیلͬ تابع مقادیر مͬ�توان مͬ�کند بیان که است آنجا کوشͬ انتگرال فرمول اهمیت

آن�گاه باشد، معلوم ∂D بر f ضابطه اگر یعنͬ کرد. تعیین D مرز بر f مقادیر توسط را D درونͬ

مشتق�گیری z به نسبت (۵.١) رابطه طرفین از حال است. محاسبه قابل D درون درنقاط f مقادیر

مͬ�شود نتیجه ،n ∈ N هر برای مͬ�کنیم،

f (n)(z) =
n!

٢πi

∫
∂D

f(w)

(w − z)n+١dw. (۶.١)

آورد. بدست |f (n)(z)| برای تخمینͬ و کرد استفاده مͬ�توان اخیر فرمول از

D = { z : بسته قرص بر f(z) کنیم فرض [ 15, p.118] .(۵ کوشͬ (تخمین ٣.٢.١ قضیه

آن�گاه ،|f(z)| ≤M باشیم داشته |z − z٠| = ρ برای اگر باشد. تحلیلͬ |z − z٠| ≤ ρ}∣∣f (m)(z٠)
∣∣ ≤ m!

ρm
M, (m ≥ ٠). (٧.١)

و است ۶ لیوویل قضیه به معروف که را زیر قضیه مͬ�توان کوشͬ تخمین از نتیجه�ای عنوان به

نمود. اثبات دارد، مختلط باناخ جبرهای و مختلط آنالیز در فراوانͬ کاربرد

باشد، کراندار و تحلیلͬ f : C −→ C تابع هرگاه [ 15, p.118] لیوویل). (قضیه ۴.٢.١ قضیه

است. ثابت تابع f آن�گاه

٣Cauchy Theorem
۴Cauchy Integral Formula
۵Cauchy’s Estimate
۶ Liouville’s Theorem

٩



باناخ فضاهای و ͬͺتوپولوژی برداری فضاهای ٣.١

فضای ͷی (X, τ) کنیم فرض همچنین باشد. C میدان روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض

(X, τ) گوییم و است X روی برداری توپولوژی ͷی τ گوییم صورت این در باشد. هم ͷتوپولوژی

اگر است ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی

توپولوژی به نسبت {x} مجموعه x ∈ X هر برای یعنͬ باشد. بسته (X, τ) در نقطه�ها تک .١

باشد. بسته مجموعه ͷی τ

باشد. پیوسته (x, y) 7−→ x+ y که X ×X −→ X برداری جمع عمل .٢

باشد. پیوسته (α, x) 7−→ αx که C×X −→ X اسͺالر ضرب عمل .٣

ͷی مͬ�کنیم یادآوری ابتدا مͬ�باشد. نرم�دار فضاهای ͷتوپولوژی برداری فضاهای از مهم دسته�ای

اسͺالر هر و x, y ∈ X هر برای که ∥ · ∥ : X −→ R مانند است تابعͬ X برداری فضای روی نرم

باشد. صادق زیر شرایط در α ∈ C

∥x∥ = ٠ اگر فقط و اگر x = ٠ .١

∥αx∥ = |α|∥x∥ .٢

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٣

مͬ�گوییم. نرم�دار فضای ͷی (X, ∥ · ∥) به آنگاه باشد X روی نرم ͷی ∥ · ∥ اگر

اگر گوییم خطͬ عملͽر ͷی را Y Xو برداری فضای دو بین T : X −→ Y نگاشت

T (αx+ y) = αT (x) + T (y) (x, y ∈ X,α ∈ C).

گوییم. X روی خطͬ تابعک ͷی T به باشد خطͬ عملͽر ͷی T : X → C چنانچه

باشد. خطͬ عملͽر ͷی T : X −→ Y و باشند نرم�دار فضای دو Y و X کنیم فرض حال

مͬ�کنیم تعریف

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ 6 ١}.

کرد: مشاهده مͬ�توان حالت این در .∥T∥ <∞ اگر است کراندار T گوییم

∥T∥ = inf{M > ٠ : ∥Tx∥ ≤M∥x∥, (x ∈ X)} = sup
{∥T (x)∥

∥x∥
: x ̸= ٠

}
.

(٨.١)

١٠



ͷی T : X → Y و نرم�دار فضاهای Y Xو کنیم فرض [8, Proposition III.2.1] .١.٣.١ گزاره

معادلند: باهم زیر شرایط آن�گاه باشد. خطͬ عملͽر

است. پیوسته T .١

است. پیوسته X از نقطه ͷی در T .٢

است. پیوسته ٠ ∈ X در T .٣

است. کران�دار T .۴

است، برخوردار بالایی اهمیت از تابعͬ آنالیز بحث در که باناخ، فضاهای بیشتر معرفͬ به ادامه در

∥ · ∥ نرم توسط شده القا متر باشد نرم�دار فضای ͷی (X, ∥ · ∥) چنانچه مͬ�کنیم یادآوری مͬ�پردازیم.

مͬ�شود تعریف زیر صورت به

d(x, y) = ∥x− y∥ (x, y ∈ X).

روی کامل نرم ͷی ∥ · ∥ هرگاه مͬ�نامیم، باناخ فضای ͷی را (X, ∥ · ∥) نرم�دار فضای تعریف٢.٣.١.

باشد. X در همͽرا دنباله ͷی d(x, y) = ∥x− y∥ متر به نسبت کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد، X

نرم دو گوییم باشد. مختلف �های نرم� به Xمجهز برداری فضای که بͽیرید نظر در را حالتͬ اکنون

که طوری به باشد Mموجود mو اعداد هرگاه Xمعادلند، برداری فضای روی ∥ · ∥٢ و ∥ · ∥١

m∥x∥١ ≤ ∥x∥٢ ≤M∥x∥١ (x ∈ X).

باشد. باناخ فضای ͷی (X, ∥ · ∥٢) اگر تنها و اگر است، باناخ فضای ͷی (X, ∥ · این�صورت(١∥ در

است R روی بعدی n برداری فضای ͷی X صورت این در .X = Rn دهیم مͬ قرار .٣.٣.١ مثال

X روی متعددی های نرم شود. مͬ انجام ای مؤلفه صورت به اسͺالر ضرب و برداری جمع آن در که

کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ آنها مهمترین از که شود مͬ تعریف

:x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn کنیم فرض

∥x∥١ = |x١|+ · · ·+ |xn|,

∥x∥٢ =
(
|x٢|١ + · · ·+ |xn|٢

)١/٢
,

∥x∥∞ = max
(
|x١|, . . . , |xn|

)
.

١١


