


نور پیام دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده

شرق تهران مرکز

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای نامه پایان
عددی) آنالیز کاربردی(گرایش ریاضͬ رشته در

عنوان

حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع هم�محلͬ روش بررسͬ
غیرموضعͬ سهموی جزئͬ دیفرانسیل معادلات

تدوین
کرمانͬ محیا

راهنما استاد

سلطانیان فهیمه دکتر

مشاور استاد

گرشاسبی مرتضͬ دکتر

١٣٩٣ شهریور



ب



پ

اثر معنوي و مادي حقوق و نشر اصالت، گواهͯ
آناليز ) کاربردی ریاضͬ رشته ارشد كارشناسͯ مقطع ١٣٩٠ سال ورودي دانشجوي کرمانͬ محیا اينجانب
يا مستقيم نقل�قول با گرفته�ام بهره ديͽري نوشته و ايده فكر، از خود نامه پايان در چنانچه مͯ�نمايم گواهͯ عددی)
نقل‐�قول كه مطالبي تمامͯ مسئوليت است بديهͯ كرده�ام. ذكر مناسب جاي در نيز را آن ماخذ منبع غيرمستقيم

بود. خواهم آن جوابͽوي و مͯ�دانم خويش بر�عهده نباشد ديͽران

صورت در و مͯ�باشد خودش تحقيقات نتيجه نامه پايان دراين مندرج مطالب كه مͯ�نمايد تأييد دانشجو
است. نموده ذكر را آن مرجع ديͽران نتايج از استفاده

کرمانͬ محیا دانشجو: خانوادگͯ نام و نام
امضاء: و تاريخ

عددی) (آنالیز کاربردی ریاضͬ رشته ارشد كارشناسͯ مقطع ١٣٩٠ سال ورودي دانشجوي کرمانͬ محیا اينجانب
مطلع ضمن نمايم .... و كتاب، مقاله، انتشار به اقدام خود پايان�نامه مطالب براساس چنانچه مͬ�نمایم گواهͯ
راهنما استاد نام ذكر با و مشترك صورت به و ... و مقاله،كتاب، نشر به نسبت ايشان نظر با راهنما، استاد نمودن

نمايم. مبادرت
کرمانͬ محیا دانشجو: خانوادگͯ نام و نام

امضاء: و تاريخ

متعلق نامه پايان اين موضوع تحقيق از ناشͯ نوآوري و آزمايشات مطالعات، نتايج از مترتب مادي حقوق (كليه
مͯ�باشد.) نور پيام دانشͽاه به



ଘمقدৎ

گاهاوآड़و࣎م ৽مࢁࢵبభیراਛد৯بایزൈॹامభما
ا॥ت.و৮درمࣨوزاিشایسال�یঈودਕیازوબفෙय़بای�یاوඪ༚ر



ث

චاری... ণپاس໋�
ণپاس೯داو৯دیرا।ੂࣨورانازਬࣥودناوعا৯ච໔دوࣹسابࢂඟانازॷمارش࢟ت�یاوฬوانوتلاشࢂඟانازادایऑقاو
،ଚبلاॻࢩجا৩)یدণدرগوااوଘیایعومభتࠪواصان॥ندودඅی�ਖ৶کభش،ذاتاوراীد৯کارژرف�ا ଫایਪدا೯.د৯ده�ا৯ماభ

ॷماره١). आه
ड़່ودهوජ໑اభ৳مامূࡗજࣱلیاری ඒࣂشایشࢁୀඟآণتانතअر়شਗی�سامଘૼنॴورگام৩ھادنඵේज़భر່اඵවریداিشراࠝطا

را৶ࢤود. یاলم.భآغازଘر३مادبୀدণتان৮ෙय़دروماෙय़భباৣمরوਗଖی�زৣمازඵහرهجاিشانජ໑اورا৯د৯دหوانراهرಶ౮نوا৯دীه
سطاষیان،േ઼࣓ماพ়ଡࢁඟوदدردای࣒م੪ऩعاً ਗی�داৣماززॐماتਟی�భغاণتاد່زا�ଡامໆرکارخاৣمدනرૡ࣓ੀवه باീীه ঙࢠൾنऒୀود
دونراঘ࣒ماਪی�یارز৯دهاীشان،اଌنहख़ࢤوଘଐاجامਖ৶ی�رণید.ازপنابآ༚یدනرટৈජ໑یඟ໋شاਞণیزॐ࢟تॡطاૐॹهوज़شاوره
ऒودభآماده�سازیاଌنپایان�ଘ،ଓฬ࡛وا૮ࣹناশ࣊جاষࢋراड़ورد اଌنپایانଓฬراৎ࣫لड़່ود৯دوباروอতࢂඟی�وධ්روऑوصه

راঘ࣒ماਪی້ارداد৯د،لاංඖنانرادارم.
ঙࢠൾنازໆرکارخاৣمدනرජ໑مॷࢡس१ولاریباূجاربارز৯ده�شانభداوریوارزیاਟیاଌنپایان�ଓฬاঘ࣎مامورزیده�ا৯د،

චاریرادارم. باقਞൎیໆرشارازادبوارادتلণپاس໋�
චاریازاীشانਗی�৶ماید. واॠدارণپاس໋� భپایانदدرداৣم�ਝیਟی�భغآ༚یൌॣیدکامජ໑اൕঙหࣂه

ඟ໊مای ख़یا
ෙ७ور۱۳۹۳



چͺیده

سرعت دلیل به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های توسعه اخیر سال�های در

دیفرانسیل، معادلات جواب تقریب در مرسوم روش�های از ͬͺی است. کرده پیدا زیادی اهمیت بالا محاسباتͬ

پدید شبͺه بدون و شبͺه بر مبتنͬ روش�های از دسته دو گسسته�سازی، نوع به بنا مͬ�باشد. آن�ها کردن گسسته

آمده�اند.

روش�های رده در واقع در که (RBFs) شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ هم�محلͬ روش از استفاده با پایان�نامه این در

مفهوم ابتدا مͬ�پردازیم. نیومن مرزی شرایط با غیرموضعͬ مرزی مقدار مسئله حل به مͬ�گیرد، قرار شبͺه بدون

مͬ�بندیم به�کار پراکنده داده�های درونیابی مسئله�ی در را توابع این سپس مͬ�کنیم، بررسͬ را شعاعͬ پایه�ای توابع

شͺل پارامتر که آنجایی از مͬ�کنیم. بیان را شرطͬ مثبت معین و مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع با درونیابی و

توابع روش آن از پس مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد نیز را پارامتر این دارد، تقریبات این کیفیت در مهمͬ نقش

دادن نشان برای پایان در مͬ�دهیم. شرح غیرموضعͬ شرط با دوبعدی انتشار معادله حل برای را شعاعͬ پایه�ای

مͬ�پردازیم. عددی مثال چند ارائه به معادلات، از دسته این حل در پیشنهادی روش کارایی و دقت

مشتقات با معادلات غیرموضعͬ، مرزی مقدار مسئله نیومن، مرزی شرط شعاعͬ، پایه�ای توابع کلیدی: واژه�های

شͺل. پارامتر سهموی، جزئͬ

ج



مطالب فهرست

چ مطالب فهرست

د جداول لیست

ذ تصاویر لیست

١ مقدمه

۵ پایه مفاهیم و تعاریف ١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا و تعاریف ١.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ جبر از مفاهیمͬ ٢.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادله ٣.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ١.٣.١

١٠ . . . . . . . . . . . دوم مرتبه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دسته�بندی ٢.٣.١

١٢ شعاعͬ پایه�ای توابع ٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبͺه بدون روش�های ١.٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکنده داده�های درونیابی ٢.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین توابع ٣.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین توابع خواص ١.٣.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بوچنر قضیه ٢.٣.٢

چ



مطالب حفهرست

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ مثبت معین توابع و شعاعͬ توابع ۴.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوا کاملا́ توابع ۵.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوا کاملا́ توابع ویژگͬ�های برخͬ ١.۵.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطͬ مثبت معین توابع ۶.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ شرطͬ مثبت معین توابع ٧.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (RBFs) شعاعͬ پایه�ای توابع روش ٨.٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع با درونیابی ٩.٢

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع با درونیابی ١.٩.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . شرطͬ مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع با درونیابی ٢.٩.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شͺل پارامتر ١٠.٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شͺل پارامتر انتخاب روش�های ١.١٠.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت شͺل پارامتر ٢.١٠.٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر شͺل پارامتر ٣.١٠.٢

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . یͺدیͽر با شͺل پارامتر انتخاب روش�های مقایسه ۴.١٠.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده معایب و مزایا ١١.٢

۴۴ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده ٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانسا روش اساس بر RBF درونیابی ٢.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیت روش براساس RBF درونیابی ٣.٣

۵١ غیرموضعͬ مرزی مقدار مسئله حل در شعاعͬ پایه�ای توابع روش ۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . غیرموضعͬ مرزی شرایط با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ٢.۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله ریاضͬ مدل ١.٢.۴



مطالب خفهرست

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پیاده�سازی ٢.٢.۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ٣.۴

۶۴ پیوست

٧٠ کامپیوتری برنامه�های

٨٢ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨۴ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٨۶ مراجع



جداول لیست

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معروف شعاعͬ پایه�ای توابع برخͬ ١.٢

با c = ٣ و m = ۵٠ ،MQ − RBF (١.٢.٣)با مثال برای Ne و RMS خطاهای مقادیر ١.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانسا. روش از استفاده

با c = ٣ و m = ۵٠ ،MQ − RBF (١.٢.٣)با مثال برای Ne و RMS خطاهای مقادیر ٢.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .HRBF روش از استفاده

Mبا = ٢١۶ و c٢ = ٠٫٠٠٠١ ،c١ = ٠٫٠۵ (١.٣.۴)با مثال برای N e و RMS مقادیر ١.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .GA−RBF از استفاده

Mبا = ٢١۶ و c٢ = ٠٫٠٠٠١ ،c١ = ٠٫٠۵ (٢.٣.۴)با مثال برای N e و RMS مقادیر ٢.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .GA−RBF از استفاده

د



تصاویر لیست

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .R٣ در پراکنده داده�های با درونیابی از ترسیمͬ ١.٢

٢٠ .c = ١٠٠٠ و c = ١٠٠ ،c = ١٠ با گاوسͬ شعاعͬ تابع از استفاده با هموار تابعͬ بازسازی ٢.٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . مختلف شͺل پارامترهای ازای به معکوس چندمربعͬ تابع نمودار ٣.٢

،ϕ(x) =
√
ε٢x٢ + ١ چندمربعͬ تابع (b)نمودار و ϕ(x) =

√
x٢ + c٢ چندمربعͬ تابع (a)نمودار ۴.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف شͺل� پارامترهای ازای به

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c شͺل پارامتر تغییرات مقابل در خطا تغییرات ۵.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε شͺل پارامتر تغییرات مقابل در خطا تغییرات ۶.٢

۴٢ . . . . . . . . . . تصادفͬ شͺل پارامتر راست: خطͬ، و نمایی ثابت، شͺل پارامتر چپ: ٧.٢

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .{Xk}Nk=١ = (xi, yj , tl) مرکزی نقاط شͺل ١.۴

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(x, y,٠) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ٢.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٣.۴)

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(١, y, t) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ٣.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٣.۴)

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(x,٠, t) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ۴.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.٣.۴)

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(x, y,١) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ۵.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٣.۴)

ذ



تصاویر رلیست

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(٠, y, t) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ۶.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٣.۴)

مثال برای n = m = p = s = ۵ با u(x,١, t) دقیق جواب و RBF جواب بین مقایسه�ای ٧.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢.٣.۴)

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫١ با گاوسͬ تابع ٨.۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫۵ با گاوسͬ تابع ٩.۴

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ١ با گاوسͬ تابع ١٠.۴

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫٠١ با چندمربعͬ تابع ١١.۴

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫١ با چندمربعͬ تابع ١٢.۴

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ١ با چندمربعͬ تابع ١٣.۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫٠١ با معکوس چندمربعͬ تابع ١۴.۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ٠٫١ با معکوس چندمربعͬ تابع ١۵.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = ١ با معکوس چندمربعͬ تابع ١۶.۴



مقدمه

مسائل از که معادلاتͬ به�خصوص جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای تحلیلͬ جواب�های آوردن به�دست

ارائه به�دنبال مهندسان و دانشمندان رو این از است. ناممͺن مواقع اکثر و مشͺل بسیار مͬ�شوند، حاصل کاربردی

روش�های محبوب�ترین از هستند. معادلات این تقریبی جواب�های آوردن به�دست برای مناسب عددی روش�های

اشاره مرزی عناصر و متناهͬ حجم�های متناهͬ، تفاضلات متناهͬ، عناصر روش�های به مͬ�توان موجود عددی

که محبوبیتͬ بر علاوه فوق روش�های هستند. معادلات مرز یا و دامنه شبͺه�بندی پایه بر روش�ها این واقع در کرد.

عمده�ای مشͺلات به سه، یا دو از بالاتر ابعاد با مسائل مورد در آن�ها تمامͬ مثلا́ هستند. نیز معایبی دارای دارند،

از باید باشد دقیق�تری جواب�های به نیاز اگر و است شبͺه�بندی به وابسته دقتشان همچنین برمͬ�خورند، اجرا در

جزئͬ دیفرانسیل معادلات مختلف انواع حل برای روش�ها این اینکه وجود با کرد. استفاده ریزتری شبͺه�های

محدود را روش�ها این اجرائͬ قابلیت معایب، این و دارند پایینͬ دقت ناهموار و نامنظم دامنه�های در مؤثرند،

واقع، در است. بوده روش�ها الͽوریتم از شبͺه حذف سمت به تلاش�ها اخیر سال�های در رو، این از است. کرده

تقریب و دیفرانسیل معادلات حل به شبͺه، به نیاز بدون که دارند روش�هایی توسعه و ایجاد در سعͬ دانشمندان

براساس تنها روش�ها این شده�اند. معروف شبͺه بدون روش�های به روش�ها، از دسته این بپردازد. آن جواب�های

بدون روش�های نیست. نیازی قبل، از نقاط این اتصال به و مͬ�پذیرد صورت دامنه در پراکنده نقاط از مجموعه�ای

خود به را محققان از بسیاری توجه حاصل، عددی جواب�های بالای دقت و آن�ها انعطاف�پذیری به�دلیل شبͺه،

به توجه با که نمͬ�باشد مسئله دامنه در منظم شبͺه ͷی تولید به نیازی شبͺه، بدون روش�های در کرده�اند. جلب

متناهͬ، تفاضلات روش به نسبت روش�ها این اصلͬ مزیت خصوصیت این شبͺه، تولید بالای محاسباتͬ هزینه

است. · · · و متناهͬ عناصر

شناخته پراکنده داده�های درونیابی مسئله برای قدرتمندی ابزار به�عنوان (RBFs) شعاعͬ پایه�ای روشتوابع امروزه

این از استفاده مͬ�شوند. درونیابی تابع، ͷی انتقال�های از خطͬ ترکیب توسط داده�ها روش این در است. شده

١



٢مقدمه

همچنین است. بوده هواشناسͬ و نقشه�برداری ،ͷژئوفیزی سیالات، ͷانیͺم زمین�شناسͬ، مسائل حل در پایه�ها

هوش انتگرال-دیفرانسیل، و انتگرال معادلات جزئͬ، و معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل در روش�ها این

شبͺه بدون روشͬ به�عنوان شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده مͬ�روند. به�کار · · · و عصبی شبͺه�های مصنوعͬ،

که عددی روش�های اصلͬ مزیت مͬ�باشد. هم�محلͬ روش براساس جزئͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای

ͬͺی ببینید. را ،[٢٨] مثال عنوان به است، آنها بودن شبͺه بدون خاصیت مͬ�کنند، استفاده شعاعͬ پایه�ای توابع از

گسسته�سازی از ناشͬ ماتریس�های بودن بدوضع و پر هم�محلͬ، روش بر مبتنͬ شبͺه بدون روش�های معایب از

به مͬ�توان شعاعͬ پایه�ای توابع مهمترین از مͬ�کاهد. روش پایداری از ماتریس�ها، این بالای شرطͬ عدد است.

اشاره (TPS) ͷباری صفحه اسپلاین� و (GA) گاوسͬ ،(IMQ) معکوس چندمربعͬ� ،(MQ) چندمربعͬ� توابع

است. شده ارائه شعاعͬ پایه�ای توابع روش از مختصری تاریخچه ادامه در کرد.

روشͬ به�دنبال که هاردی١ رولند نام به زمین�شناسͬ توسط ١٩۶٨ سال در بار نخستین شعاعͬ پایه�ای توابع روش

به او بود، نقشه�برداری مسئله ͷی برای روشͬ به�دنبال او شد. ابداع بود، پراکنده داده�های درونیابی برای مؤثر

درونیاب توابع زمان آن تا داشت. نیاز پراکنده و اندک داده�هایی از کم خطای با نقشه�ای ایجاد برای مناسب تابعͬ

هر که بود شده ارائه نقشه�برداری در سطوح تقریب برای چندجمله�ای، یا فوریه درونیابی روش�های مانند دیͽری

ارائه به قادر پراکنده، داده�های با چندجمله�ای درونیابی روش مثال برای داشت. را خود خاص مشͺلات کدام

نقاط بین زیاد نوسان با تابعͬ فوریه، سری�های همچنین و نبود سطوح در ناگهانͬ تغییرات برای دقیق تقریبی

که داد سوق جدید روشͬ ارائه سمت به را هاردی مذکور، روش�های در مشͺلات این مͬ�کرد. ایجاد درونیابی

گرفت نظر در را ϕ(r) مانند تابع ͷی که بود این در هاردی ابتکار باشد. نداشته را قبلͬ روش�های کاستͬ�های

چندمربعͬ روش هاردی نهایت در آورد. به�وجود را درونیابی پایه�های گره�ها، توسط تابع این آرگومان انتقال با و

این در نگرفت. قرار توجه مورد چندان هاردی چندمربعͬ درونیابی ،١٩٧٩ سال تا .[٢۶] کرد ابداع را (MQ)

و برد به�کار پراکنده داده�های تقریب برای را درونیابی روش ٣٠ حدود فرانک٢ ریچارد نام به ریاضیدانͬ سال

به�دست را جواب�ها بهترین (TPS) ͷباری صفحه اسپلاین درونیابی همچنین و چندمربعͬ درونیابی داد نشان

ولͬ است معکوس�پذیر روش�ها، این از حاصل درونیابی ماتریس بود زده حدس همچنین فرانک .[١٠] مͬ�دهند

١Roland Hardy

٢Richard Franke



٣مقدمه

ثابت و پرداخت روش�ها این تئوری توسعه به میچل٣ͬ چارلز ،١٩٨۶ سال در سرانجام کند. اثبات را آن نتوانست

است. معکوس�پذیر روش�ها، این گسسته�سازی از حاصل دستگاه کرد

بدون ویژگͬ مدتͬ از بعد اما شد، مطرح چندمتغیره توابع و پراکنده داده�های درونیابی برای RBF روش ابتدا در

مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای روش این از محققان تا شد انگیزه�ای شعاعͬ پایه�ای توابع بودن شبͺه

با دیفرانسیل معادلات حل برای را گام نخستین ١٩٩٠ سال در کانسا۴ ادوارد کنند. استفاده (PDEs) جزئͬ

.[٢٩ ،٢٨] برداشت شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با جزئͬ مشتقات

بالا، مرتبه دیفرانسیل معادلات شامل مختلفͬ جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای کانسا روش اخیراً

منظم بلند موج معادله غیرخطͬ، کلین-گوردن۵ معادله غیرموضعͬ، مرزی شرایط با دوم مرتبه سهموی معادله

ͷبی�هارمونی معادلات دوم، مرتبه ͷهیپربولی تلͽراف معادله غیرخطͬ، انتگرال معادلات دستگاه ،(RLW )

است. شده گرفته به�کار گرما انتقال معادلات و دوبعدی

نشان نلسون٧ و مدیچ۶ ،١٩٩٢ سال در پراکنده، داده�های درونیابی در شعاعͬ پایه�ای توابع نظری توسعه منظور به

.[٣۴] است برخوردار نمایی همͽرایی نرخ MQ−RBFاز درونیاب که دادند

روش، این در مͬ�شدند. برده به�کار PDEها حل برای سرتاسری ͷتکنی با شعاعͬ پایه�ای توابع اولیه، مطالعه در

شرطͬ عدد دارای معمولا˟ حاصل خطͬ معادلات دستگاه بنابراین مͬ�شود. شامل را دامنه کل گره هر تکیه�گاه

کانسا مشͺل، این بر شدن چیره برای مͬ�کند. میل شدن بدوضع�تر سمت به گره�ها افزایش با و است بزرگ بسیار

کردند. پیشنهاد را دامنه تجزیه روش هان٨ و

پایه�ای توابع درباره مفیدی اطلاعات [۴٣] وندلند١٠ و [٧ ،۶] بوهمن٩ توسط شده نوشته اخیر مقاله و کتاب�ها

٣Charles Micchelli

۴ Edward Kansa

۵Klein-Gordon

۶Madych

٧Nelson

٨Hon

٩Buhmann

١٠Wendland
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است. کرده ارائه آن�ها همͽرایی نرخ و شعاعͬ

با سهموی جزئͬ دیفرانسیل معادلات جواب کردن پیدا برای گاوسͬ شعاعͬ پایه�ای توابع از پایان�نامه این در

فصل در مͬ�پردازیم. پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف بیان به اول فصل در مͬ�کنیم. استفاده غیرموضعͬ مرزی شرایط

معادلات حل به سوم فصل در مͬ�کنیم. توصیف را آن�ها آنالیز برای لازم ابزارهای و شعاعͬ پایه�ای توابع دوم،

مرزی مقدار مسائل حل چهارم فصل در پایان در مͬ�پردازیم. شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با جزئͬ دیفرانسیل

مͬ�کنیم. بیان شعاعͬ پایه�ای توابع توسط را غیرموضعͬ



١ فصل

پایه مفاهیم و تعاریف

قضایا و تعاریف ١.١

و f, g ∈ V هر برای هرگاه است، W برداری فضای به V برداری فضای از خطͬ تبدیل ͷی τ .١.١.١ تعریف

باشیم: داشته α اسͺالر هر

τ(αf + g) = ατf + τg.

اندازه�پذیر تابع ͷی f و ٠ 6 P 6 ∞ ،µمثبت اندازه با دلخواه اندازه فضای ͷیX فرضکنید تعریف٢.١.١.

به�صورت و داده نمایش ∥f∥p نماد با را f Lpی نرم باشد. X بر مختلط

∥f∥p =
{∫

X
|f |pdµ

}١/p
,

مͬ�شود. تعریف

به�صورت z ∈ C هر برای (گاما) Γ تابع .٣.١.١ تعریف

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
,

مͬ�شود. تعریف

به�صورت z ∈ C− {٠} هر برای و داده نمایش Jv نماد با را v ∈ C مرتبه از اول نوع بسل تابع .۴.١.١ تعریف

Jv(z) =
∞∑

m=٠

(−١)m(z/٢)٢m+v

m!Γ(v +m+ ١) ,

۵



پایه مفاهیم و تعاریف .١ ۶فصل

مͬ�شود. تعریف

باشد. موجود مرتبه�ای هر از مشتقاتش هرگاه مͬ�شود، نامیده هموار ϕ : Rd → R تابع .۵.١.١ تعریف

انتگرالͬ تبدیل�های

توابع کردن مشخص در تنها نه تبدیل�ها این هستند. آنالیز در ابزارها قدرتمندترین از ͬͺی انتگرالͬ تبدیل�های�

آن�ها بیان به مختصر به�طور قسمت این در دارند. نیز دیͽری کاربردهای بلͺه مͬ�کنند، ͷکم ما به مثبت معین

مͬ�پردازیم.

به�صورت و داده نمایش f̂(x) نماد با را f ∈ L١(Rd) تابع برای فوریه تبدیل .۶.١.١ تعریف

f̂(x) = (٢π)−d/٢
∫
Rd

f(ω)e−ixTωdω,

مͬ�کنیم. تعریف

به�صورت و داده نمایش f̌(x) نماد با را f ∈ L١(Rd) تابع برای معکوس فوریه تبدیل .٧.١.١ تعریف

f̌(x) = (٢π)−d/٢
∫
Rd

f(ω)eix
Tωdω,

مͬ�کنیم. تعریف

تبدیل از مͬ�تواند f پس باشد f̂ ∈ L١(Rd) فوریه تبدیل دارای و پیوسته تابعͬ f ∈ L١(Rd) اگر .٨.١.١ نتیجه

آید: به�دست دوباره فوریه�اش

f(x) = (٢π)d/٢
∫
Rd

f̂(ω)eix
Tωdω, x ∈ Rd.

به�طوری�که باشند داشته Mوجود و a ثابت�های و پیوسته قطعه�ای تابعͬ f کنید فرض .٩.١.١ تعریف

به�صورت و داده نمایش Lf(s) نماد با را f تابع لاپلاس تبدیل .|f(t)| ≤Meat

Lf(s) =
∫ ∞

٠
f(t)e−stdt, s > a,

مͬ�کنیم. تعریف



پایه مفاهیم و تعاریف .١ ٧فصل

خطͬ جبر از مفاهیمͬ ٢.١

خطͬ دستگاه حل به گسسته�سازی پساز جوابمعادلاتدیفرانسیل، تعیین تقریببرای روش�های اینکه به توجه با

مͬ�پردازیم. خطͬ معادلات دستگاه درباره مطالبی بیان به مختصر به�صورت بخش این در مͬ�انجامد، AX = b

مثبت معین ماتریس�های

نامنفͬ آن با متناظر مربعͬ صورت اگر مͬ�شود نامیده مثبت معین نیمه A حقیقͬ متقارن ماتریس تعریف١.٢.١.

یعنͬ باشد،

N∑
j=١

N∑
k=١

αjαkAjk > ٠,

.٠ ̸= α = [α١, · · · , αN ] ∈ RN آن در که

گوییم. مثبت معین را A باشد، مثبت α ∈ CN − {٠} هر ازای به (١.١) مربعͬ صورت اگر

مثبت معین ماتریس هر بنابراین است. آن ویژه مقادیر بودن مثبت مثبت، معین ماتریس�های مهم ویژگͬ

. [١٨] است نامنفرد

مͬ�کنیم: بیان را مثبت معین ماتریس�های ویژگͬ�های از تعدادی اینجا در

است. معکوس�پذیر همواره مثبت معین ماتریس .١

است. det(A) ̸= ٠ ،Aمثبت معین ماتریس برای .٢

باشند. مثبت آن ویژه مقادیر همه اگر تنها و اگر است مثبت معین Aماتریس .٣

.aii > ٠ ،i مقادیر همه ازای به آنگاه باشند مثبت معین A = aij اگر .۴

است. مثبت معین ماتریس ͷی مثبت، معین ماتریس دو مجموع .۵

فاصله�ی باشد. Ω ⊆ Rd کراندار دامنه در نقاط از Xمجموعه�ای = {x١, · · · , xm} فرضکنید تعریف٢.٢.١.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت Ω دامنه به توجه با مجموعه این پر

hX,Ω = sup
x∈Ω

min
xj∈X

∥x− xj∥٢, (١.١)


