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چͺیده

در تمیز عناصر و ون�نیومن موضعͬ π−منظم، ون�نیومن، منظم عناصر بررسͬ به ابتدا نامه پایان این در ما

منظم که باشد عناصری شامل حلقه ͷی اگر هم�چنین مͬ�پردازیم. یͺدیͽر با عناصر این رابطه و حلقه ͷی

منظم ایده�آل این وجود مͬ�باشد. ماکزیمال منظم ایده�آل ͷی دارای حلقه این صورت این در هستند، ون�نیومن

یͺدار و جابه�جایی حلقه ͷی در است. شده داده نشان کوی ͷم و براون توسط ١٩۵٠ سال در ماکزیمال

کردن مشخص پایان�نامه این در ما هدف نمͬ�باشد. آسان اغلب ماکزیمال، ایده�آل این کردن مشخص باشد،

مͬ�باشد: زیر های حلقه در ماکزیمال ایده�آل این

غیر ها حلقه این در شده ذکر ماکزیمال ایده�آل که قوی ون�نیومن موضعͬ و ون�نیومن موضعͬ حلقه�های (١

است. صفر

مͬ�باشند. صفر ماکزیمال منظم ایده�آل دارای که توانͬ سری و ای چندجمله حلقه�های (٢

که مͬ�کنیم تعیین را شرایطͬ نیز حالت این در باشد. موضعͬ حلقه�های از حاصل�ضربی که حلقه�ای (٣

ایده�آل دهیم نشان که است لازم ای پیچیده شرایط هم�چنین است. غیرصفر حلقه این ماکزیمال منظم ایده�آل

حلقه این ماکزیمال منظم ایده�آل خاص طور به مͬ�باشد. صفر غیر زمانͬ چه Zn[i] حلقه ماکزیمال منظم

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را متناهͬ

حلقه�های تمیز، حلقه ون�نیومن، موضعͬ حلقه ون�نیومن، منظم حلقه جابه�جایی، های حلقه : کلیدی واژگان

محض ایده�آل ماکزیمال، ایده�آل گاؤسͬ، صحیح اعداد حلقه توانͬ، سری حلقه�های چندجمله�ای،

ت



نمادها و نشانه�ها فهرست

R حلقه منظم ون�نیومن اعضای مجموعه vnr(R)

نیستند منظم ون�نیومن که R حلقه از اعضایی مجموعه nvr(R)

R حلقه ون�نیومن موضعͬ اعضای مجموعه vnl(R)

R حلقه π−منظم اعضای مجموعه π − r(R)

R حلقه تمیز عناصر مجموعه cln(R)

R حلقه پوچ�توان عناصر مجموعه nil(R)

R حلقه خودتوان عناصر مجموعه Idem(R)

R حلقه یͺه عناصر مجموعه U(R)

R حلقه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه Z(R)

R حلقه ماکزیمال ایده�آل�های اشتراک J(R)

R حلقه ماکزیمال ایده�آل�های مجموعه max(R)

R حلقه اول ایده�آل�های مجموعه spec(R)

I ایده�آل رادیͺال
√
I

R حلقه در I ایده�آل پوچساز annR(I)

R حلقه کرول بˀعد dim(R)

R حلقه روی چندجمله�ای حلقه R[x]



ج

R حلقه روی توانͬ سری حلقه R[[x]]

n پیمانه به گاؤسͬ صحیح اعداد حلقه Zn[i]

M R−مدول از ایده�آل�سازی R(+)M

I ایده�آل محض قسمت mI

R حلقه ماکزیمال منظم ایده�آل M(R)

M ماکزیمال ایده�آل در مشمول اول ایده�آل�های اشتراک OM

R حلقه مشخصه char(R)

T = R\Z(R) که T مجموعه در R حلقه کسرهای حلقه T (R)

P اول ایده�آل به نسبت R حلقه سازی موضعͬ RP
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مقدمه

گرفته قرار استفاده مورد نیز جابه�جایی حلقه�های در آن مفصل عنوان که ون�نیومن منظم حلقه�های مبحث

مدت طول در ،٢ ون�نیومن جان توسط ١٩٣۶ سال در که مͬ�باشد ناجابجایی حلقه�های نظریه از قسمتͬ است،

در گسترده طور به ون�نیومن منظم حلقه�های شد. معرفͬ پیوسته هندسه و ون�نیومن جبرهای روی مطالعه�اش

افرادی جمله از ،١٩٧٩ سال در ۴ گودیرل و ١٩٧۶ سال در ٣ فایت گرفتند. قرار مطالعه مورد سال چندین

دادند. قرار بررسͬ مورد مفصل طور به را حلقه�ها این که هستند

باشد، ون�نیومن منظم عناصر دارای R حلقه�ی اگر که داده�اند نشان ۶ م��ͷکوی و ۵ براون ١٩۵٠ سال در

R حلقه ماکزیمال منظم ایده�آل را ایده�آل این و است M(R) ماکزیمال ایده�آل ͷی دارای حلقه این آن��گاه

ماکزیمال منظم ایده�آل این کردن مشخص است، یͺدار و جابه�جایی حلقه ͷی R که حالتͬ در نامیدند.

مشخص R مانند جابه�جایی حلقه�های از رده�ای برای را ایده�آل این پایان�نامه این در نیست. آسانͬ کار اغلب

مͬ�کنیم:

باشد. ون�نیومن منظم ۱− a یا a ،a ∈ R هر ازای به که زمانͬ (١

باشد. توانͬ سری یا چندجمله�ای حلقه� ͷی R (٢

باشد. موضعͬ حلقه�های از حاصل�ضربی ،R حلقه هنگامͬ�که (٣

است: شده تنظیم زیر ترتیب به که مͬ�باشد فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

فصل�های در که مͬ�پردازیم جابه�جایی جبر زمینه در مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به اول فصل در

است. شده آورده اثبات بدون فصل این در گزاره�ها و قضایا اکثر که مͬ�باشند نیاز مورد بعد

را ون�نیومن منظم عناصر زمینه در اساسͬ نتایج اول بخش در مͬ�باشد. بخش چهار شامل دوم فصل

خاص طور به شد. خواهند شناخته نیز ون�نیومن منظم حلقه�های زمینه در نتایج این بیشتر که مͬ�کنیم فراهم

صفر بˀعد دارای R حلقه اگر تنها و اگر است ون�نیومن منظم یا پوچ�توان ،R حلقه عضو هر که مͬ�دهیم نشان
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٢ مقدمه

نیست، صحیح حوزه R که زمانͬ داد، خواهیم نشان علاوه�براین باشد. کاهشͬ یا موضعͬ R هم�چنین و

مجموعه این�که برای کافͬ و لازم شرایط هم�چنین هستند. ون�نیومن منظم R حلقه صفر مقسوم�علیه�های

مͬ�کنیم. فراهم باشد، R از زیرحلقه�ای R حلقه ون�نیومن منظم عناصر

در بار اولین برای عناصر این مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را π−منظم عناصر فصل این دوم بخش در

بیشتر کوی ͷم شدند. معرفͬ ون�نیومن منظم حلقه�های از تعمیمͬ عنوان به کوی ͷم توسط ١٩٣٩ سال

در آن عام حالت در مطالعه هستند. جابجایی که است کرده متمرکز π−منظمͬ حلقه�های روی را خود توجه

حلقه�های ٩ یامادا و ٨ تمیناگا ، ٧ آزومایا مثال عنوان به کرد. پیدا ادامه ریاضͬ�دانان دیͽر توسط بعد دهه�های

که نتیجه چندین بخش این در ما هستند. خود پوچ�توان اندیس به محدود که کردند بررسͬ را π−منظمͬ

خاص طور به مͬ��کنیم. بیان نیز π−منظم عناصر برای کردیم، مطرح ون�نیومن منظم عناصر برای را آن مشابه

π − r(R) = vnr(R) ∪ nil(R) مͬ�کنیم ثابت هم�چنین .π − r(R) = vnr(R) + nil(R) مͬ�دهیم نشان

عناصر مجموعه اگر مͬ�دهیم نشان علاوه�براین .nil(R) = {۰} یا vnr(R) = U(R)∪{۰} اگر تنها و اگر
اگر است π−منظم ،R این�صورت در نباشد، حلقه صفر مقسوم�علیه�های از زیرمجموعه�ای R حلقه پوچ�توان

باشند. π−منظم ͬͽهم حلقه صفر مقسوم�علیه�های اگر تنها و

برای ون�نیومن موضعͬ عناصر مͬ�پردازیم. ون�نیومن موضعͬ عناصر مطالعه به فصل این سوم بخش در

این رابطه و عناصر این خواص بخش این در ما شدند. معرفͬ ١٩٨۴ سال در ١٠ کانتسا توسط بار اولین

Ri ،i ∈ I هر ازای به اگر مͬ�دهیم نشان و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد ون�نیومن منظم عناصر با را اعضا

حالت که مͬ�کنیم تعیین را شرایطͬ سپس .vnl(
∏

Ri) ⊆
∏
(vnl(Ri) آن�گاه باشد، جابه�جایی حلقه ͷی

باشد. برقرار نیز تساوی

نیͺلسون توسط ١٩٧٧ سال در بار اولین برای عناصر این مͬ�کنیم. بررسͬ را تمیز عناصر بخشچهارم در

حلقه�های زمینه در مطالعاتͬ که هستند افرادی جمله از ١۴ هان و ١٣ کامیلو ،١٢ اندرسون شدند. معرفͬ ١١

π−منظم ون�نیومن، منظم عناصر با را اعضا این رابطه و عناصر این خواص بخش این در ما داشته�اند. تمیز

مͬ�کنیم. مطالعه ون�نیومن موضعͬ و

و R حلقه ماکزیمال منظم ایده�آل معرفͬ به اول بخش در مͬ�باشد. بخش چهار بر مشتمل سوم فصل

حلقه�ها این رابطه و قوی ون�نیومن موضعͬ حلقه�های بررسͬ به دوم بخش در مͬ�پردازیم. ایده�آل این خواص

G.Azumaya٧
H.Tominaga٨
T.Yamada٩
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V.P.Camillo١٣
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٣ مقدمه

مͬ�کنیم بررسͬ را حلقه دو این ماکزیمال منظم ایده�آل هم�چنین مͬ�پردازیم. ون�نیومن موضعͬ حلقه�های با

سوم بخش در است. غیرصفر خاصͬ شرایط در حلقه�هایی چنین ماکزیمال منظم ایده�آل مͬ�دهیم نشان و

مͬ�کنیم مشخص را توانͬ سری و چندجمله�ای حلقه�های ون�نیومن موضعͬ π−منظم، ون�نیومن، منظم عناصر

ایده�آل فصل این پایانͬ بخش در مͬ�باشد. صفر حلقه�هایی چنین ماکزیمال منظم ایده�آل مͬ�دهیم نشان و

شرایطͬ و است موضعͬ حلقه�های از حاصل�ضربی که مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را حلقه�ای ماکزیمال منظم

متناهͬ حلقه�های ماکزیمال منظم ایده�آل این�که به توجه با باشد. غیرصفر ایده�آل این که مͬ�کنیم تعیین را

طور به ما .M(Zn[i]) ̸= {۰} کنیم، مشخص که است لازم پیچیده�ای شرایط حال این با است، غیرصفر

مͬ�کنیم. فراهم Zn[i] حلقه برای را شرایط این خاص

مͬ�باشند. [٧] و [٣] مراجع گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که اصلͬ مقاله�های

آخوندی نسیبه

١٣٩٣ دی�ماه



١ فصل

پیش�نیازها

قضایای و تعاریف و مͬ�پردازیم اعداد نظریه و پیشرفته جبر جابه�جایی، جبر از مفاهیمͬ بیان به فصل این در

مطالب، این با خواننده بودن آشنا فرض با و مͬ�گیرند قرار استفاده مورد مͺرر که مͬ�کنیم مطرح را مقدماتͬ

یͺدار و جابه�جایی R حلقه پایان�نامه این سرتاسر در هم�چنین مͬ�آوریم. اثبات بدون را قضایا و گزاره�ها بیشتر

مͬ�شود. گرفته نظر در

شده�اند. برگرفته [٢۴] و [٩] مرجع از فصل این مطالب بیشتر

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

،ab ∈ P اگر a, b ∈ P هر ازای به و P ̸= R اگر مͬ�شود نامیده اول R حلقه از P ایده�آل .١.١.١ تعریف

.b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه

مͬ�شود. داده نمایش Spec(R) با R حلقه اول ایده�آل�های همه مجموعه .٢.١.١ نماد�گذاری

ایده�آل و I � P اگر دارد، نام I ایده�آل از مینیمال اول ایده�آل ͷی R حلقه از P اول ایده�آل .٣.١.١ تعریف

.I � Q � P طوری�که به نباشد موجود Q چون اولͬ

موجود N مانند ایده�آلͬ هیچ و M ̸= R هرگاه نامیم ماکزیمال R حلقه از را M ایده�آل .۴.١.١ تعریف

M � N� R به�طوری�که نباشد

مͬ�شود. داده نمایش max(R) با R حلقه ماکزیمال ایده�آل�های مجموعه .۵.١.١ نماد�گذاری

برقرارند: زیر گزاره�های صورت این در باشند. R حلقه از ایده�آل�هایی ،P Mو کنید فرض .۶.١.١ گزاره

باشد. میدان R

M
اگر تنها و اگر است ماکزیمال ،R حلقه Mاز ایده�آل (١

باشد. صحیح حوزه R

P
اگر تنها و اگر است اول ایده�آل ͷی P (٢

۴
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[٩] مرجع به شود رجوع برهان.

یͺدار و جابجایی حلقه�ای R که کنید (توجه است. اول R حلقه از ماکزیمال ایده�آل هر .٧.١.١ قضیه

مͬ�باشد.)

[٢۴] مرجع ١٩.٢.٣ قضیه به شود رجوع برهان.

ایده�آل ͷی درون واقعͬ ایده�آل هر و است ماکزیمال ایده�آل ͷی دارای R غیرصفر حلقه هر .٨.١.١ گزاره

مͬ�باشد. ماکزیمال

[٩] مرجع ۴.١ و ٣.١ گزاره به شود رجوع برهان.

دارد. قرار ماکزیمال ایده�آل ͷی درون نایͺه عنصر هر .٩.١.١ نتیجه

است. واضح قبل گزاره به توجه با اثبات برهان.

با و مͬ�شود نامیده R حلقه جیͺوبسن رادیͺال R حلقه ماکزیمال ایده�آل�های همه اشتراک .١٠.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده نمایش J(R)

باشد. یͺه عنصری ۱−xy ،y ∈ R هر ازای به اگر تنها اگرو x ∈ J(R) ،x ∈ R هر ازای به .١١.١.١ گزاره

[٩] مرجع ١.٩ گزاره به شود رجوع برهان.

نشان
√
I با که I رادیͺال این�صورت در باشد. R از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

از: عبارتست مͬ�شود، داده
√
I = {x ∈ R | ∃n > ۰ : xn ∈ I}

.I =
√
I، هرگاه مͬ�شود نامیده رادیͺال ایده�آل ͷی R حلقه از I ایده�آل .١٣.١.١ تعریف

این�صورت: در باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I کنید فرض .١۴.١.١ قضیه

√
I =

∩
P∈Spec(R)

P⊇I

P

.[٩] مرجع ١۴.١ گزاره به شود رجوع برهان.

.an = ۰ به�طوری�که باشد موجود n ∈ N هرگاه مͬ�شود، نامیده پوچ�توان a ∈ R عنصر .١۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده نمایش nil(R) با و مͬ�شود نامیده R حلقه پوچ�رادیͺال R حلقه پو�چ�توان عناصر مجموعه
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دیͽر: عبارت به مͬ�باشد. اول ایده�آل�های اشتراک R حلقه پوچ�توان عناصر مجموعه .١۶.١.١ گزاره

nil(R) =
∩

P∈Spec(R)

P

برقرارند. زیر گزاره�های .١٧.١.١ گزاره

مͬ�دهد. ایده�آل ͷی تشͺیل nil(R) (١

ندارد. پوچ�توانͬ صفر غیر عنصر هیچ R

nil(R)
قسمتͬ خارج حلقه (٢

[٩] مرجع ٧.١ گزاره به شود رجوع برهان.

ͷی حاصل�جمع که مͬ�دهد نتیجه این و است یͺه ۱ + a آن�گاه باشد پوچ�توان a ∈ R اگر .١٨.١.١ گزاره

مͬ�باشد. یͺه پوچ�توان، و یͺه عنصر

[٩] مرجع ١.١ تمرین به شود رجوع برهان.

باشد. R حلقه از ایده�آل ͷی I کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

باشد. پوچ�توان I عضو هر گاه هر مͬ�شود، نامیده پوچ ایده�آل ͷی I (١

.In = ۰ که باشد موجود n ∈ N هرگاه است، پوچ�توان I ایده�آل (٢

نمͬ�باشد. صحیح مطلب این عکس ولͬ است. پوچ ایده�آل ͷی پوچ�توان ایده�آل هر که است بدیهͬ

خودتوان a + I ∈ R

I
به�طوریͺه a ∈ R و باشد R حلقه از پوچ ایده�آل ͷی I کنید فرض .٢٠.١.١ قضیه

.e+ I = a+ I که است موجود e ∈ R خودتوان عنصر ͷی این�صورت در باشد.

.[٢١] مرجع ٢١.٢٨ قضیه به شود رجوع برهان.

است. ماکزیمال اول ایده�آل هر آرتینͬ حلقه ͷی در .٢١.١.١ گزاره

[٩] مرجع ٨.١ گزاره به شود رجوع برهان.

.nil(R) = J(R)این�صورت در باشد. آرتینͬ حلقه ͷی R کنید فرض .٢٢.١.١ نتیجه

است. واضح ٧.١.١ و ٢٢.١.١ گزاره بنابر برهان.

است. پوچ�توان پوچ�رادیͺال، آرتینͬ حلقه هر در .٢٣.١.١ گزاره

[٩] مرجع ٨.۴ گزاره به شود رجوع برهان.
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�صورت این در .I + J = R طوریͺه به باشند R حلقه از ایده�آل�هایی J و I کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

اولند. هم به نسبت J و I گوییم

نسبت Ij و Ii ،i ̸= j هر ازای به که باشند R حلقه از ایده�آل�هایی I۱, · · · , In کنید فرض .٢۵.١.١ گزاره

این�صورت: در مͬ�باشند. اول هم به
n∏

i=۱
Ii =

n∩
i=۱

Ii

.[٩] مرجع ١٠.١ گزاره به شود رجوع برهان.

ازای به اگر باشند. R حلقه از ایده�آل�هایی I۱, · · · , In کنید فرض چینͬ: باقیمانده قضیه .٢۶.١.١ قضیه

است: موجود زیر یͺریختͬ این�صورت در اولند. هم به نسبت Ik و Ij ،k ̸= j هر

f :
R∩n

i=۱ Ii
−→ R

I۱
× · · · × R

In

[٢۴] مرجع ٢٧.٢.٣ نتیجه به شود رجوع برهان.

حاصل�ضرب ͷی Zn آن�گاه باشد، اول عوامل به تجزیه ،n ∈ Z ازای به n =
∏s

i=۱ p
ki
i اگر .٢٧.١.١ نتیجه

است. Z
p
ki
i

حلقه�های از مستقیم

حلقه�های از حاصل�ضربمستقیمͬ اینصورتRبا در باشد. متناهͬ Rیͷحلقه فرضکنید .٢٨.١.١ قضیه

است. یͺریخت موضعͬ

.[١٠] مرجع ٣.١.۴ قضیه به شود رجوع برهان.

I, I۱, · · · In و اول ,Pایده�آل�های P۱, · · · , Pn فرضکنید اول: ایده�آل�های اجتناباز قضیه .٢٩.١.١ قضیه

برقرارند. زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه از ایده�آل�هایی

.I ⊆ Pi که است iموجود ∈ I آن�گاه ،I ⊆
∪n

i=۱ Pi اگر (١

.Ii ⊆ P که است iموجود ∈ I آن�گاه ،
∩n

i=۱ Ii ⊆ P اگر (٢

.[٩] مرجع ١.١١ گزاره به شود رجوع برهان.

نشان annRI علامت با که R به نسبت I پوچساز باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I کنید فرض تعریف٣٠.١.١.

از: عبارتست مͬ�شود داده

annRI = {r ∈ R | ∀x ∈ I : rx = ۰}
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مͬ�شود. داده نشان نیز (۰ : I) با R به نسبت I پوچساز هم�چنین

R−مدول ͷی نیز M
N

آن�گاه باشد. M از زیرمدولͬ N و R−مدول ͷی M کنید فرض .٣١.١.١ گزاره

است. R−مدول

I
ͷیM آن�گاه ،I ⊆ annRM و R حلقه از ایده�آلͬ I اگر هم�چنین است.

است. واضح اثبات برهان.

ایده�آل�های اگر تنها و اگر است، این�صورتRمیدان در باشد. غیرصفر Rحلقه�ای فرضکنید .٣٢.١.١ گزاره

باشند. R و صفر فقط R

[٩] مرجع ١.٢ گزاره به شود رجوع برهان.

داده نشان
⊕

i∈I Ri نماد با که {Ri}i∈I حلقه�های از خانواده�ای مستقیم حاصل�جمع .٣٣.١.١ تعریف

از: عبارتست مͬ�شود

⊕
i∈I

Ri = {(ai)i∈I ∈
∏
i∈I

Ri | i متناهͬ تعداد ازای به ،ai ̸= ۰}

این�صورت در Rباشد. حلقه ایده�آل�های از گردایه�ای {Ii}ni=۱ و باشد Rیͷحلقه فرضکنید .٣۴.١.١ قضیه

به�طوری�که: باشد موجود ۱ ≤ i ≤ n که ei ∈ Ii خودتوان عناصر اگر تنها و اگر R = I۱ ⊕ · · · ⊕ In

e۱ + · · ·+ en = ۱ (١

.Rei = Ii ،۱ ≤ i ≤ n هر ازای به (٢

.eiej = ۰ ،i ̸= j هر ازای به (٣

.[٢۴] مرجع ٢۴.٢.٣ تمرین به شود رجوع برهان.

مͬ�نامیم. موضعͬ را R این�صورت در باشد داشته ماکزیمال ایده�آل ͷی فقط R حلقه اگر .٣۵.١.١ تعریف

دهد. واقعͬ ایده�آل ͷی تشͺیل آن نایͺه عناصر مجموعه اگر تنها و اگر است Rموضعͬ حلقه .٣۶.١.١ گزاره

مͬ�باشد. R حلقه منحصربه�فرد ماکزیمال ایده�آل همان R نایͺه عناصر همه مجموعه واقع در

.[٢۴] مرجع ١٣.۴.٣ قضیه به شود رجوع برهان.

اول عدد اگر تنها و اگر است موضعͬ Zn این�صورت در باشد. n > ۱ و n ∈ N فرضکنید .٣٧.١.١ گزاره

.n = pk که باشد موجود k > ۱ صحیح عدد و pمثبت

.[٢۴] مرجع ٢٣٠ صفحه مثال به شود رجوع برهان.
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باشد. اول عدد ͷی n اگر تنها و اگر است میدان Zn حلقه ،n ∈ N هر ازای به .٣٨.١.١ نتیجه

R حلقه خودتوان عناصر مجموعه و a۲ = a هرگاه مͬ�شود، نامیده خودتوان a ∈ R عنصر تعریف٣٩.١.١.

باشند. خودتوان R اعضای همه هرگاه گوییم بولͬ حلقه ͷی را R حلقه مͬ�شود. داده نمایش Idem(R) با

ͷی و صفر فقط R خودتوان عناصر صورت این در باشد. موضعͬ حلقه ͷی R کنید فرض .۴٠.١.١ قضیه

مͬ�باشد.

.[٩] مرجع ١٢.١ تمرین به شود رجوع برهان.

حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه ،S و حلقه�ها همریختͬ ͷی g : A −→ B کنید فرض .۴١.١.١ گزاره

�فرد به منحصر همریختͬ �صورت این در است. یͺه B در g(s) ،s ∈ S هر ازای به به�طوریͺه باشد، A

به مͬ�باشد، حلقه�ها همریختͬ ͷی f : A −→ S−۱A و g = hof که است موجود h : S−۱A −→ B

.f(r) = r

١ ،r ∈ A هر ازای به طوریͺه

.[٩] مرجع ٣.١ گزاره به شود رجوع برهان.

طوری�که به باشد، R حلقه از ضربی بسته مجموعه زیر ،S و اول ایده�آل ͷی P کنید فرض تعریف۴٢.١.١.

نام P در R سازی موضعͬ مͬ�شود، داده نشان Rp نماد با که S−۱R حلقه این�صورت در .S = R − P

از: است عبارت که دارد

Rp = {a
s
| a ∈ R, s /∈ P}

مͬ�باشد. موضعͬ حلقه ͷی Rp ،P اول ایده�آل ازای به .۴٣.١.١ گزاره

.[٩] مرجع ٣٧ صفحه مثال به شود رجوع برهان.

به�طوریͺه: باشد R حلقه اول ایده�آل�های از گردایه�ای Pn،...،P۰ کنید فرض .۴۴.١.١ تعریف

P۰ $ P۱ $ ... $ Pn

از: عبارتست مͬ�شود داده نشان dim(R) نماد با که R حلقه بعد این�صورت در

dim(R) = sup{n ≥ ۰ | باشد موجود R اول ایده�آل�های از n طول به {زنجیری

.dim(R) = ∞ گوییم آن�گاه نباشد، موجود سوپریمم این صورتͬ�که در

در هم�چنین نیست. صحیح گزاره این عکس ولͬ ،dim(R) = ۰ آن�گاه باشد میدان R اگر .۴۵.١.١ گزاره

.dim(R) = ۰ آن�گاه باشد ماکزیمال آن اول ایده�آل هر که R حلقه� هر
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است. بدیهͬ اثبات برهان.

.dim(R) = این�صورت۰ در J(R) = nil(R) ،R حلقه در کنید فرض .۴۶.١.١ نتیجه

است. واضح قبل گزاره طبق اثبات برهان.

موجود n ∈ N و r ∈ R ،x ∈ R هر ازای به اگر تنها و اگر است، صفر بعد دارای R حلقه .۴٧.١.١ قضیه

.xn = rxn+۱ که طوری به باشد

.[٨] مرجع ٣.۴ قضیه به شود رجوع برهان.

معادلند: زیر گزاره�های .۴٨.١.١ قضیه

.nil(R) = {۰} و است صفر بˀعد دارای R حلقه (١

است. میدان ͷی RP ،P ∈ Spec(R) هر ازای به (٢

است. رادیͺال ایده�آل ͷی R از ایده�آل هر (٣

است. خودتوان R حلقه از ایده�آل هر (۴

.x = x۲y که است موجود y ∈ R عنصر ،x ∈ R هر ازای به (۵

.[٨] مرجع از ٣.١ قضیه به شود رجوع برهان.

آن�گاه: باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I Mو از زیرمدولͬ N و MیRͷ−مدول کنید فرض .۴٩.١.١ گزاره

I(
M

N
) =

IM +N

N

.[٢٣] مرجع ١.٣ تمرین به شود رجوع برهان.

را n مقدار کوچͺترین آن�گاه n۱R = ۰ که باشد موجود n مانند مثبتͬ و صحیح عدد اگر تعریف۵٠.١.١.

دارای R گوییم آن�گاه نباشد، موجود nای چنین اگر مͬ�دهیم. نشان char(R) با و گوییم R حلقه مشخصه

است. صفر مشخصه

: صورت به R[x] چندجمله�ای حلقه .۵١.١.١ تعریف

R[x] = {
n∑

i=۱
aix

i : ai ∈ R,n ∈ N}


