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೯دایا...
و نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگͬ��اش، بر که کن عطا مردنͬ

مͬ�داری.
لذت تنها تو پای به بردن رنج و تو خاطر به کشیدن زندانͬ تو، خاطر به دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
چشمان در امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ
خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام
دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف
برانͽیختن از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

کن. روزی جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
صمیمانه بزم، سهراب دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر
سازی آماده در و فرمودند تقبل را نامه پایان این مشاوره و مطالعه زحمت که شͺری علͬ دکتر آقای جناب از
دکتر آقای جناب از دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب نحو بهترین به نامه، پایان این

مͬ�کنم. تشͺر فرمودند تقبل را نامه پایان این داوری زحمت که مجیدیان حسن
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و

شدند. متحمل من برای که زیادی زحمات همه از مͬ�کنم تشͺر و را، مقدس�شان وجود مͬ�کنم

فارسانͬ خسروی الهام
١٣٩٢ شهریور
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برای اسپلاینͬ، تͺراری هم�محلͬ و هم�محلͬ روش�های خواصهمͽرایͬ نامه پایان این
خاصͬ حرارت انتقال مسایل از که منفرد، ضعیف طور به ولترای انتͽرال معادله ͷی
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مͬ�دهیم. شرح را نظری
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تاریخچه

پتانسیل، نظریه�ی پیوسته، مͺانیͷمحیط�های مانند حوزه�ها از بسیاری در گوناگونͬ کاربردهای انتͽرال معادلات

نظریه�ی شناسͬ، زیست و ͷفیزی در وراثت پدیده�ی گازها، جنبشͬ نظریه�ی مغناطیس، و الͺتریسیته ،ͷژئوفیزی

.[١٩ ،٢٢] دارد ͬͺپزش علم و تجدید

دسته آن به�خصوص کرده�اند، بازی را مهمͬ نقش معادلات نوع اين کشسانͬ، نظريه�ی در اخير قرن تحقيقات در

ظاهر رياضیات در که است زيادی سالهای برای انتͽرال معادلات دارند. شهرت منفرد انتͽرال معادلات به که

مͬ�گردد. بر فوريه انتͽرال تئوری به آن مبدا و شده�اند

بود ١٩٠٠- ١٩٠٣ سالهای محدوده در و شد. شروع ١٩ قرن اواخر در انتͽرال معادلات نظريه�ی توسعه ليͺن

نام به سوئدی رياضيدان ͷي همچنين کرد. کار معادلات نوع این روی ولترا نام به ايتاليایͬ رياضيدان ͷي که

تا زمان آن از نمود. بسياری سعͬ ٢ دیریͺله مساله حل جهت جديد روش ͷي روی سالها همان در ١ فردهلم

مسائل با پيوسته طور به آنها زيرا بوده�است، زيادی رياضيدانان تحقيقات موضوع انتͽرال معادلات حاضر عصر

مͬ�کرده��اند. برخورد جالبͬ و جديد
١Fredholm
٢Dirichlet

آ�



ب تاریخچه

معرفͬ نفر دو توسط متفاوت کاملا مساله�ی دو با ارتباط در جاری قرن دهه�ی اوایل در منفرد انتͽرال معادلات

ديͽری کرد. برخورد تحليلͬ توابع نظريه�ی در مرزی مقدار مسائل بعضͬ به که بود، ١ هيلبرت آنها از ͬͺي شد.

منفرد انتͽرال معادلات نظريه�ی شد. مواجه انتͽرال معادلات با مد و جزر عمومͬ تئوری در که بود ٢ پوانͺاره

و ۴ وکوا نام�های به روسͬ رياضيدان دو و ٣ ژيراد نام به فرانسوی رياضيدان ͷي توسط چهارم و سوم دهه�ی در

هستند. انتͽرال معادلات بنيادی قضايای از فردهلم قضايای کرد. پيدا توسعه ۵ ويلͬ موسخليش

را قضایا این دیͽری افراد ادامه در ولͬ شدند ارائه پيوسته هسته�های برای فقط فردهلم توسط ابتدا در قضايا اين

نقش راه اين در که هم ۶ کارلمن آقای نظير اشخاصͬ از است لازم لذا دادند. تعميم کلͬ�تری هسته�های برای

مذکور قضايای داشت عملͽرها نظريه�ی از که وسيعͬ اصلاحات با ٧ ريس البته کنیم. ياد داشته�اند عمده�ای

قضايای و انداخته نظر عملͽر ͷي صورت به انتͽرال معادله ͷي به او زيرا داد، تعميم وسيع�تری صورت به را

که مͬ�باشد دوم نوع انتͽرال معادلات خوش�وضع، مسائل از ͬͺي داد. تعميم فشرده عملͽر ͷي برای را فردهلم

جندی ال ، ٨ نيستروم روش�های با مͬ�توان هم عددی نظر از و �است شده حل فردهلم توسط تحليلͬ صورت به

بدوضع مسائل از اول نوع معادلات کرد. حل را مسائل از رده اين ١١ گلرکين و ١٠ مربعات کمترين بسط ، ٩

١D. Hlbert
٢H. Poincare
٣Zhirad
۴Vocva
۵Mosxlish vili
۶F. Carleman
٧F.Riesz
٨Nystrom
٩El-Gendi
١٠Least Square Problem
١١Galerkin



پ تاریخچه

گاهͬ کرد. حل را معادلات نوع اين نمͬ�توان براحتͬ است، خطاپذير رقمͬ کامپيوترهای ماهيت چون و هستند

را مسائل از رده اين نباشد. منحصربفرد جواب، اينͺه يا و باشد نداشته جواب است ممͺن مسائل نوع اين اوقات

نمود. حل ٣ سریع گلرکين و تͺراری ، ٢ سازی منظم ويژه، تابع ، ١ هم�محلͬ بسط، روش�های از استفاده با مͬ�توان

١Collocation
٢Regularizei
٣Fast Galerkin



مقدمه

همچنین شده�اند. برده کار به زیادی متفاوتو ͬͺفیزی مسئله�های برای ریاضͬ مدل�های عنوان به انتͽرال معادلات

به انتͽرال معادلات البته مͬ�شوند. مطرح ریاضیات در دیͽر مسایل مجدد فرمول�بندی هنͽام انتͽرال معادلات

به نظر مورد دیفرانسیل معادله�ی اگر طوری�که به مͬ�روند، کار به هم دیفرانسیل معادلات جواب نمایش عنوان

معادلات نوع از وجود) صورت (در آن متناظر انتͽرال معادله�ی آنͽاه باشد، مرزی مقدار مساله�ی ͷی صورت

آنͽاه باشد، اولیه مقدار مساله�ی ͷی قالب در نظر مورد دیفراسیل معادله�ی اگر و شد خواهد فردهلم انتͽرال

محاسباتͬ رویͺرد ͷی لذا بود. خواهد ولترا انتͽرال معادله�ی ͷی وجود) صورت (در آن متناظر انتͽرال معادله�ی

مͬ�باشد. علمͬ تحقیقات از ضروری شاخه�ی ͷی انتͽرال، معادلات حل برای

فرم به آبل نوع از هسته ͷی با انتͽرال معادلات عددی حل

p(t, s, y(s))(t− s)−α, ٠ < α < ١,

گونه این در است. گرفته قرار بررسͬ مورد زیادی مؤلفان توسط است، هموار کافͬ اندازه به p(t, s, y(s)) که

هستند. بͬ�کران t = ٠ در مشتقهایش که مͬ�شود منجر جوابͬ به عموما g(t) هموار و پیشرو تابع ͷی معادلات

ت



ث مقدمه

١ همͽرایͬ مرتبه آنͽاه گیرند قرار استفاده مورد یͺنواخت شبͺه�های اگر ناهموار، رفتار این از پیامد ͷی عنوان به

جمله�ای�ها چند درجه از مستقل همͽرایͬ مرتبه این و بود خواهد (١−α)جمله�ای چند اسپلاین هم�محلͬ روشهای

.[١٠] است

،[۵ ،٨ ،٢۶] شود استفاده مناسب مدرج شبͺه�های از باید بهینه همͽرایͬ مرتبه�های آوردن دست به� منظور به

توابع از استفاده جای به چند�جمله�ای، غیر اسپلاین تقریب توابع و یͺنواخت شبͺه��های از مͬ�توان همچنین

.[۴ ،٩ ،٢٧] کرد استفاده هستند بودن منفرد خاصیت کننده منعͺس که جمله�ی، چند اسپلاین

از ویژه خطͬ غیر معادله ͷی همچنین است. آمده [۶] در معادلات از نوع این حل برای ازمراجع وسیعͬ لیست

است. گرفته قرار بررسͬ مورد [١۴] در است ناهموار p(t, s, y(s)), تابع آن در که آبل نوع

است. [١١] مرجع است قرارگرفته بررسͬ مورد نامه پایان دراین که اصلͬ مقاله

فشرده غیر هسته با دوم نوع منفرد ولترای انتͽرال معادله همچنین

y(t) =

∫ t

٠
p(t, s)y(s)ds+ g(t), t ∈ I = (٠, T ] (١)

است. گرفته قرار بررسͬ مورد

فصل در است. گرفته قرار بررسͬ مورد جمله�ای چند اسپلاین توابع پایه بر هم�محلͬ روش�های نامه پایان این در

معادلات از خانواده ͷی برای جواب یͺتایͬ وجود قضایای دوم فصل در است. شده بیان مقدماتͬ مفاهیم اول

تͺراری هم�محلͬ و هم�محلͬ روش�های سوم فصل در است. شده ارایه منفرد ضعیف به�طور ولترای انتͽرال
١Superconvergence



ج مقدمه

جمله�ایهای چند که مͬ�دهیم نشان فصل این در همچنین شده�اند. ذکر منفرد انتͽرال معادله این عددی حل برای

کارایͬ مͬ�دهند. نتیجه را m مرتبه از سراسری همͽرایͬ یͺنواخت شبͺه�های روی m − ١ درجه از قطعه�ای

در ملاحظه قابل بهبودی مشخص شرایط تحت مͬ�دهیم نشان و مͬ�شود بررسͬ متناظر تͺراری هم�محلͬ جواب

این مͬ�شود. حاصل هم�محلͬ نقاط عنوان به گاوسͬ نقاط گرفتن نظر در با شبͺه نقاط در همͽرایͬ مرتبه�های

چند با سوم فصل در شده ارایه روشهایͬ کارایͬ چهارم فصل در پایان در و مͬ�شوند ثابت تحلیلͬ طور به نتایج

در زیرا هستند آبل نوع معادلات حالت با کامل تضاد در فوق نتایج که مͬ�شود ملاحظه مͬ�شود. داده نشان مثال

.[١٠ ،٧] آورد دست به نمͬ�توان فوق�همͽرایͬ خاصیت هیچ آبل نوع از معادلات



١ فصل

اولیه مفاهیم

معرفͬ را هستند نیاز مورد آتͬ فصل�های در که نمادهایͬ از برخͬ و مقدماتͬ قضایای تعاریف، فصل این در

مͬ�کنیم.

اولیه تعاریف ١.١

انتͽرال علامت زیر در مجهول تابع آنها در که مͬ�کنیم برخورد معادلاتͬ به انتͽرال معادلات از پاره�ای بررسͬ در

آنها به زیر در که مͬ�باشند ٢ ولترا و ١ فردهلم انتͽرال معادلات معادلات، از نوع این مهمترین مͬ�شود. ظاهر

مͬ�کنیم. اشاره

علامت زیر u(x) مجهول تابع آن در که است معادله�ی انتͽرال معادله� ͷی :٣ انتͽرال معادله�ی .١.١.١ تعريف

دارد. قرار انتͽرال
١Fredholm
٢Volterra
٣Integral equation

١



٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

صورت به ا�نتͽرال معادله� ͷی از نمونه ͷی

u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)

k(x, t)u(t)dt, (١.١)

شود. پیدا باید که است مجهول تابع u(x) و هستند معلوم توابعͬ k(x, t), f(x) آن در که است.

است: زیر صورت به (١.١) معادله کلͬ�تر حالت در و

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

k(x, t)u(t)dt,

است. مجهول تابع u(x) و هستند معلوم توابعͬ انتͽرال معادله�ی هسته�ی k(x, t) و پیشرو تابع f(x) آن در که

به ϕ(x) ̸= ٠ بر معادله طرفین تقسیم با باشد ϕ(x) ̸= ٠ اگر است. معلوم ضریبͬ λ و انتͽرال حدود β(x) و α(x)

مͬ�رسیم. (١.١) معادله�ی

کند. صدق (١.١) رابطه در بطوریͺه است u(x) مجهول تابع تعیین هدف،

مجهول تابع حسب بر که صورتͬ در گوییم خطͬ را انتͽرال معادله� ͷی :١ بودن خاصیˁتخطͬ تعريف٢.١.١.

باشد. خطͬ u(x)

معادلات متداول گروه دو به خطͬ انتͽرال معادلات مͬ�گوییم. غیرخطͬ را انتͽرال معادله� صورت این غیر در

مͬ�شوند. دسته�بندی ولترا انتͽرال معادلات و فردهلم انتͽرال
١Linear property



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

صورت به فردهلم، انتͽرال معادلات استاندارد شͺل :١ فردهلم خطͬ انتͽرال معادله�ی .٣.١.١ تعريف

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt, a ≤ x, t ≤ b, (٢.١)

هسته k(x, t) است. معلوم ضریب ͷی هم λ و معلوم توابعͬ f(x) و k(x, t) هستند. ثابت b و a آن در که است

مͬ�شود. نامیده انتͽرال معادله

شود: بندی دسته زیر به�صورت مͬ�تواند (٢.١) معادله

معادله�ی به (٢.١) معادله ϕ(x) = ٠ که ١-زمانͬ

f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt = ٠,

مͬ�نامیم. اول نوع فردهلم انتͽرال معادله�ی را معادله این مͬ�شود. تبدیل

فرم به (٢.١) معادله ϕ(x) = ١ که ٢-زمانͬ

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt,

مͬ�گوییم. دوم نوع فردهلم انتͽرال معادله�ی نیز را معادله این مͬ�شود. تبدیل

معادلات مانند ولترا خطͬ انتͽرال معادلات استاندارد شͺل :٢ ولترا خطͬ انتͽرال معادله�ی .۴.١.١ تعريف

فرم به x متغیر به�صورت b ثابت عدد جای به انتͽرال�گیری بالای حد آنها در که تفاوت این با مͬ�باشد فردهلم
١Fredholm linear integral equation
٢Volterra linear integral equation



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

است: زیر

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt. (٣.١)

به� مͬ�توان را معادله�ی که کرد توجه باید مͬ�باشد. خطͬ u(x) حسب بر انتͽرال علامت زیر تابع (٣.١) رابطه در

x ∈ [a, b] و t > xبرای k(x, t)هسته�ی به�طوری�که گرفت نظر در فردهلم انتͽرال یͷحالتخاصمعادلات عنوان

فرضشود. صفر

کرد: دسته�بندی گروه دو به ϕ(x) مقدار به توجه با مͬ�توان را ولترا انتͽرال معادلات

صورت به (٣.١) معادله�ی آنͽاه ϕ(x) = ٠ اگر -١

f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt = ٠,

مͬ�گوییم. اول نوع ولترای انتͽرال معادله�ی انتͽرال، معادله�ی نوع این به شد. خواهد تبدیل

است: زیر فرم به (٣.١) معادله�ی آنͽاه ϕ(x) = ١ اگر -٢

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt.

مͬ�گوییم. دوم نوع ولترای انتͽرال معادله�ی انتͽرال، معادله�ی نوع این به

انتͽرال علامت زیر خطͬ طور به تنها u(x) مجهول تابع اول نوع فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات در .۵.١.١ نͺته

هم و انتͽرال علامت زیر در هم مجهول تابع دوم، نوع فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات در اما مͬ�شود. ظاهر

مͬ�شود. ظاهر خطͬ صورت به انتͽرال علامت از خارج



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

مͬ�شود، انجام ثابت حدود با متناهͬ فاصله�ی ͷی روی انتͽرال�گیری فردهلم، انتͽرال معادلات در .۶.١.١ نͺته

انتͽرال�گیری بالای حد همان معمولا استو متغیر انتͽرال�گیری حدود از ͬͺی حداقل ولترا معادلاتانتͽرال در اما

مͬ�شود. انتخاب متغیر عنوان به

کرد. بندی تقسیم غیرهمͽن و همͽن دسته دو به را انتͽرال معادلات مͬ�توان دیͽر نͽاهͬ از

معادله�ی آنͽاه باشد f(x) = ٠ ولترا و فردهلم انتͽرال معادلات در اگر :١ همͽن معادله�ی .٧.١.١ تعريف

غیرهمͽن معادله�ی ͷی را نظر مورد معادله�ی صورت این غیر در و مͬ�نامیم همͽن انتͽرال معادله ͷی را حاصل

مͬ�گوییم.

باشد. ناسره �گیری انتͽرال هرگاه گوییم، منفرد را انتͽرال معادله ͷی :٢ منفرد انتͽرال معادله�ی تعريف٨.١.١.

از ͬͺی یا معادله هسته�ی اینͺه یا باشد نامتناهͬ انتͽرال�گیری فاصله�ی که مͬ�دهد رخ زمانͬ معمولا˟ حالت این

باشد. بͬ�کران نظر مورد انتͽرال�گیری حوزه از نقطه بیشتری تعداد یا ͷی در آن مشتقات

را باشند متناهͬ مشتقاتش و خود دیͽر عبارت به یا باشد نامنفرد که هسته�ای :٣ منظم هسته�ی .٩.١.١ تعريف

گوییم. منظم هسته�ی

نظر در f مقدار حقیقͬ توابع از نرم�دار فضای را Vm[٠, T ] نامنفͬ، صحیح m و T > ٠ برای .١٠.١.١ تعريف
١Homogeneous equation
٢Singular integral equation
٣Regular kernel



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

و f ∈ Cm[٠, T ] که مͬ�گیریم

∥ f ∥m:= max
٠⩽j⩽m

max
t∈[٠,T ]

| f (j)(t) | . (۴.١)

حقیقͬ توابع از نرم�دار فضای را Vm,β [٠, T ] ،m نامنفͬ و صحیح عدد و β ⩾ ٠ ، T > ٠ برای .١١.١.١ تعريف

و tβf ∈ Vm[٠, T ] که مͬ�گیریم نظر در f مقدار

∥ f ∥m,β :=∥ tβf ∥m= max
٠⩽j⩽m

max
t∈[٠,T ]

| d
j

dtj
(tβf(t)) | . (۵.١)

و f ∈ Vm[٠, T ] اگر وتنها اگر f ∈ V ٠
m [٠, T ] صورت این در .m ⩾ ١ کنید فرض .١٢.١.١ تعريف

f(٠) = f ′(٠) = ... = f (m−١)(٠) = ٠,

.V ٠٠ [٠, T ] = V٠]٠, T ] داریم m = ٠ حالت در

در .tβf ∈ V ٠
m [٠, T ] اگر وتنها اگر f ∈ V ٠

m,β [٠, T صورت[ این در .β ⩾ ٠ و m ⩾ ١ فرضکنید .١٣.١.١ تعريف

.V ٠
٠,β [٠, T ] = V٠,β [٠, T ] داریم m = ٠ حالت

مجموعه روی K هسته کنید فرض .١۴.١.١ تعريف

∆ = {(s, t); a ⩽ s, t ⩽ b},

وجود Hλ ∈ L٢(∆) هسته هرگاه گوییم. K هسته منظم مقدار را λ ∈ C آنͽاه K ∈ L٢(∆) اگر باشد، شده تعریف

طوریͺه به باشد داشته

Hλ −K = λKH = λHλK, (۶.١)


