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فصلی از کتاب زندگی ورق خورد و من بھ خود می بالم  کھ آن را در محضر استادی 

دکتر استادم اینجا جا دارد کھ از ھمھ زحمات و دلسوزی ھای . نمودمگرانمایھ و دانشمند سپری 

حت اینجانب بودند، بلکھ با کمک ھا و نصیحسین پناھی کھ نھ تنھا بھ عنوان رھنما، رھنمود

امید است کھ با .ھایشان مایع انگیزه و افزون گر تلاش من نیز شدند، تشکر و قدردانی نمایم

، از اندوختھ خویش ش برای درک بھتر ھستیعنایات روز افزون الھی بتوانم در ادامھ راه خوی

بھره جویم تا در مسیر تعالی خود قادر باشم با تمام توان بھ تعالی کشور عزیزم نیز کمکی ھر
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مطالعه پتانسیل هاي بدون انعکاس از روش ابرتقارن: عنوان 

محمد حسین حبیبی: نگارنده 

کیکھ شریکوانتومستمیجذب و انعکاس از دو سبیضرانیدھد کھ بیاجازه را منیبھ ما ایابرتقارنروش
با استفاده از روش ابر تقارن و نرویازا. میارتباط بر قرار نمائ،وستھیپیانرژفیطھیدر ناح، ھستندگریھمدیابرتقارن

لیابتدا پتانسنیبنابرا. میبدون انعکاس را بدست آوریھالینساز پتایعیدستھ وسمیکنیمیسعییتقارن شکل ناوردا
ابر تقارن سمیو سپس از فرمالمیکنیماریمرجع اختلیبدون انعکاس است را بھ عنوان پتانسلیپتانسکیثابت را کھ 

آن عکاسانبیحاصل بدون انعکاس و ضرلیکھ پتانسمیدھیو نشان ممیآوریمربوطھ را بدست مکیشرلیپتانس
یابرتقارنکیشود و شریبدون انعکاس در نظر گرفتھ مدیجدلیپتانسکیخود بھ عنوان ، حاصل لیپتانس. صفر است

موجود را ادامھ و سلسلھ سمیفرمال. باشدیمدیبدون انعکاس جدلیپتانسکیکھ میدھینشان ممحاسبھ وآن را مجدداً 
.میآوریبدون انعکاس را بدست میھایلتونیھام

، معادلات مربوط بھ لیتابع ابرپتانسکییآورنده بر مبنانییبالابرنده و پایکردن عملگر ھایبا معرفابتدا
یاست کھ ھر چقدر کھ منیمان بر ایچون سع. میآوریرا بدست مکیشریھالیھا و پتانسنیلتونیسلسھ مراتب ھام

موج بر آن گذار مطلق دارد لیکھ در گس،ثابتلیپتانسکی، کارمان را با در نظر گرفتن میبھ مسئلھ ساده نگاه کنمیتوان
آورده بدست کیشریھالیحاصلھ ابرپتانسبا حل معادلات . میکنیشروع م، برابر صفر داردیانعکاسبیضریعنی

زیثابت را نلیبا پتانسکیشریھالیکھ پتاسمیرا دارنیاییتواناگریھا دلیابرپتانسنیمدن اآبا بدست وشوندمی 
با حل معادلات حاصلھ، ابرپتانسیل ھای شریک بدست آورده می شوند و با استفاده از این ابرپتانسیل ھا می . میبدست آور

.وریمبیاتوانیم پتانسیل ھای شریک از پتانسیل ثابت را بدست 
در انتھای پایان نامھ شکل بعضی از این پتانسیل ھای بدون انعکاس بدست آمده را برای مقادیر خاص از 

. پارامترھای پتانسیل ھا رسم می کنیم

انعکاس و جذببیضرا،ییتقارن، شکل ناوردابدون انعکاس، ابرلیپتانس: واژهدیکل
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مقدمھ- ١
کھ از -سد کیذره در طول یتونل زنیکوانتومندیآاشاره بھ فر١یکوانتومیزنتونل

دهیدیکیزیفدهیپدنیاتفاق مھم در چندنیا. دارد-ستیذره قادر بھ عبور از آن نکینظر کلاس

اتفاق دیمثل خورش٢ستارگان یکھ در رشتھ اصلیاھستھیھاواکنشمثال، در یبرا. شودیم

یتونلودیمانند ددیمدرن و جدلیدر وسایمھمیکاربردھانیھمچن. خوردیمبھ چشم ،افتدیم

دهیپدکیقرن بھ عنوان نیشده بود و در اواسط ھمینیبشیپستمیقرن بلیدر اوادهیپدنیا.دارد

داده حیتوضزنبرگیھاتیبا عنوان اصل عدم قطعمعمولاً یزننلتو. شدرفتھیپذیکیزیفیکل

یگفت تونل زنتوانیم، و باشندیمدهیپدنیحول ایکوانتومکیمکانمیدر واقع مفاھ. شودیم

ذره در –موج یدوگانگتیو خاصیکوانتومکیمکانیھایژگیوفیاز تعاریکییکوانتوم

مکانیک کوانتومی شالوده اصلی آن بوده و مطالعات اثر در زمان فرمول بندی این .باشدیمجسم 

سال ھای گذشتھ بھ پژوھش درباره ،با این حال. زیادی برروی بعضی ویژگی ھای آن شده است

می برای مثال . سبتاَ غیر معمول بھ مسألھ دارند، کھ نگاھی نندبعضی ویژگی ھای آن پرداختھ ا

وذ در یک سد، شدت تقارن تونلی در جھت مقابل تشدید کننده تونلی، تقویت قابلیت نف: توان بھ

١. Quantum tunneling
٢. main sequence stars
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و انعکاس ) E<V0(ای، گذار مطلق برای انرژی ھای کمتر از سد گسیل یک سیستم چند ذره

.]١[اشاره کرد... و ) E>V0(برای پتانسیل ھای بیشتر از سد پتانسیل 

آنھا پیشرفت کرده اند، در اینجا روش ھای اصلی با ھدف فھم عمیق تری از ویژگی ھای 

کوانتوم مکانیک بھ ما این امکان را می دھد کھ انواع مختلف سیستم ھای در ابرتقارنروش

در مورد .حالت ھای پیوستھ بپردازیمدر و ھم ھم در حالت ھای مانا و گسستھکوانتومی را

گسیلی در ترازھای ، پتانسیل ضریب نفوذی مساوی با یک دارد و ذراتکننده تونلیتشدید 

مورد دوم نیز کھ پتانسیل آنھا و سیستم ھای کوانتومی . اگانھ و در طیف انرژی پیوستھ اندجد

.]٢[کاس یا گذار مطلق نامیده می شوندمرتبط ، بدون انع

پتانسیل ھای بدون انعکاس در عمل در ھمھ طیف انرژی پیوستھ ضریب نفوذی برابر 

پتانسیل ھای بدون انعکاس بوسیلھ روش ھای مستقیم و . استظر غیر معمولیک دارند کھ بھ ن

در مراجع و ]۴[مرجعازدر اینجا . ند مورد تحقیق و بررسی واقع شوندمعکوس می توان

کھ در بررسی کرده اند راروش ابرتقارن در مکانیک کوانتوم کھ ]۶و۵[مروری بسیار عالی 

برای مطالعھ جزئیات ویژگی پژوھشاینجا ھر دو در . می شوداز آنھا استفاده این پایان نامھ 

بھ طور عمده در ناحیھ طیف انرژی (ھای سیستم ھای کوانتومی یک و چند کانالھ بدون انعکاس

ھم در (پژوھش ھا و مقالاتھمھ این . اده برای فھم کیفی ارائھ شده استو شیوه ھای س) گسستھ

. اکندگی استکاربردشان در تئوری پر) مسائل مستقیم و ھم معکوس

پتانسیل شوداینجا بررسی می روش ابرتقارن و در آنچھ کھ بھ طور قابل ملاحظھ در 

و یا انتقال آنھا با تغییر پارامترھای پتانسیل بھ صورت تغییر مقیاس ھای شکل ناوردایی است کھ 

. مشاھده کردرا ]٨و٧[برای نمونھ می توان مقالات کھ ،شکل پتانسیل تغییر نمی کندبھ ھمدیگر،

را از ی شبھ حل پذیرپتانسیل ھاھنمون متفاوت از موضوع می توان بھ عنوان یک رھمچنین

می توان را ]١[مقالھ کوپر،ھمقالبھترینالبتھ. درمطالعھ ک]١١و٩[٢و اسپایریدونو١شابات

جبری نظریھ در سال ھای اخیر پیشرفت چشمگیری داشتھ و بھ عنوان یک روش این . درمرور ک

در حل سیستم ھای کوانتومی بسیار مورد توجھ قرار گرفتھ است بھ طوری کھ بھ بسیاری از 

گال توان در ماده چشاخھ ھای دیگر فیزیک تعمیم داده شده است کھ از کاربردھای ویژه آن می

.١ Shabbat
٢.spiridonov
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آغاز و در سال ]١٩[١٩٧٦در سال 1ابرتقارنی با کار نیکلای.نام برد... و فیزیک آماری و

این نظریھ در مکانیک کوانتومی . بھ صورتی زیبا فرمول بندی شد2توسط ویتن]٢٠[١٩٨١

3بدین صورت است کھ می توان ھامیلتونی مربوط بھ دو سیستم را با استفاده از فاکتوریزه کردن

براساس این . م مرتبط کردآنھا بھ صورت حاصل ضرب دو عملگر دیفرانسیلی مرتبھ اول بھ ھ

حالت پایھ دارای طیف یکسانی ھستند و بھ پتانسیل مربوط بھ آنھا در جز ھ ھامیلتونی بتقارن دو 

معرفی ١٩٨٣در سال 4توسط جندن اشتاینھم شکل ناوردایی . جفت پتانسیل ابرتقارنی می گویند

کھشکل ناوردا ھستند ... ، مورس و، نوسانگرر مانند کلمببسیاری از پتانسیل ھای حل پذیشد و 

از مفھوم شکل ناوردائی قابل محاسبھ است و ھمچنین ھمان ادیر انرژی این پتانسیل ھاویژه مق

اگر جفت پتانسیل ابرتقارنی از نظر شکل کاملا یکسان و فقط در پارامترھای طوری کھ ذکر شد

توابع موج و طیف انرژی گویند وشکل ناوردا پتانسیل را ، متفاوت باشندظاھر شده در آنھا 

میلتونی ھایی کھ در شرایط شکل ناوردایی صدق می کنند با استفاده از محاسبات مربوط بھ ھا

. جبری بھ صورت دقیق تعیین می شوندپایھ و فرایند 

کھ روش ھای ابرتقارن برای مطالعھ ویژگی ھای سیستم ھای کوانتومی باید توجھ داشت

بھ انرژی ھای پیوستھدر حالت. ای پیوستھ پیشرفت کمتری کرده انددر ناحیھ طیف انرژی ھ

ارتباط بین توابع موج، طیف انرژی برای و ، شرایط نرمالیزاسیون در شرایط مرزیدلیل تفاوت 

مانند ارتباط بین البتھ ھ. سیستم ھای ابرتقارن شریک می تواند از لحاظ کیفی متفاوت باشند

اختلاف مجموعھ مراتبی پتانسیل ھای بدون ،ویژگی ھای طیف در ناحیھ طیف انرژی گسستھ

. ناشی می شودده شده انعکاس از اختلاف روش ھای بھ کار بر

، در فصل دوم بھ تعاریف و مفاھیم پایھ مربوط بھ ین پایان نامھ بعد از بیان مقدمھما در ا

بھ در فصل سوم موضوع مربوط بھ روش کار، یعنی روش ابرتقارن. موضوع خواھیم پرداخت

ورت مفصل بیان می شود کھ از عملگرھای پایین آورنده و بالابرنده آغاز می شود و با ص

معرفی با، بدنبال آن. معرفی تابع ابرپتانسیل و روابط مربوط بھ تابع موج ادامھ می یابد

.١ Nicolai
٢. Witten
٣. Factorization
۴. gendenshtein
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سعی می کنیم کھ بھ با بررسی شرایط جبری عملگرھا، نده جدید رعملگرھای بالابرنده و پایین آو

با بدست در ادامھ کار.را بدست آوریمارن، جواب ھای پیشنھادی برای تابع موجروش ابرتق

و شکل عمومی آنھا بدست آمدن توابع موج بھ بررسی حالات مجانبی توابع خواھیم پرداخت

می گیرد، با در نظر گرفتن بردر فصل چھارم نیز کھ مبحث اصلی پایان نامھ را در . خواھند آمد

با بدست آمدن . ، پتانسیل ھای شریک ابرتقارن آن را بدست می آوریم(V(x)=A)ثابتپتانسیل

در ادامھ فصل چھارم اشکال پتانسیل . سی شکل کلی آنھا خواھیم پرداختربھ بر، این پتانسیل ھا

، بھ نتیجھ گیری و نیزپنجم قصل در . ھای بدست آمده را برای تحلیل بیشتر ترسیم می نماییم

.خواھیم پرداختارائھ پیشنھادات 



فصل دوم 

تعاریف و مفاھیم پایھ 



تعاریف و مفاھیم پایھ - ٢

معرفی روش ھای بدست آوردن ضرایب جذب و انعکاس )١-٢

یک مروری بر نحوه محاسبھ ضرایب جذب و گذار کھ در قبل از ھر چیز، لازم است کھ 

در واقع برای یک سد . نتومی موجود است، داشتھ باشیمکتاب ھای مقدماتی مکانیک کوااکثر 

یک روش معمول برای بدست آوردن ضرایب جذب و انعکاس استفاده مستقیم از توابع ، پتانسیل

در این روش . ه شده بر سد پتانسیل بدست می آید، می باشداز موج تابیدموج براساس تحلیلی کھ

ذره ھایی را کھ از بھ فرض.آیندضریب ھای توابع موج بدست می مرزیبا استفاده از شرایط 

x=-∞برای ماناپیوستھ و غیرحالت ھای کھ در این صورتفرود می آیند بر سد پتانسیل مربعی

: عبارتند ازIII (x>L)و I ،(0<x<L) II (x<0)سھ ناحیھ 

ΦI(x) = A1 exp(ik1x) + A'1exp(-ik1x) , (١.٢)

ΦII(x) = A2exp(ρx) + A'2 exp(-ρx) , (٢.٢)

ΦIII(x) = A3exp(ik1x) + A'3 exp(-ik1x), (٣.٢)

چون ذره ھا از . وو کمیت ھای طول سد پتانسیل استLکھ 

x=-∞ ٠واضح است کھفرود می آیند بنابر ابن=A'3 . با اعمال شرایط مرزی درx= L

نتیجھ می شود 

ΦII(L)= ΦIII(L) → A2exp(ρ L) + A'2exp(-ρ L)= A3exp(ik1L), (۴.٢)

Φ'II(L)= Φ'III(L) → A2ρexp(ρ L) – A'2 ρ exp(-ρ L)= ik1A3exp(ik1L). (۵.٢)
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نتیجھ ھای زیر حاصل می شود )۵.٢(و)۴.٢(از

A2=[(ρ+ik1)/(2ρ) exp((ik1-ρ)L)] A3 , (۶.٢)

A2΄=[(ρ-ik1)/(2ρ) exp((ik1+ρ)L)] A3 ,

می شود زیر حاصل نتیجھ x=0ھمچنین با تطبیق شرایط در 

ΦI(0)= ΦII(0) →  A1 + A'1 = A2+ A'2 , (٧.٢)

Φ'I(0)= Φ'II(0) → ik1A1 – ik1 A'1= ρA2 - ρA'2 , (٨.٢)

داریم نیز )٨.٢(و )٧.٢(از 

A1=((ik1+ρ)/(2ik1))A2+((ik1-ρ)/(2ik1))A'2 . )٩.٢(

خواھیم داشت (6.2)با استفاده از ھمچنین 

A1=[((ik1+ρ)2/(4ik1ρ))exp((ik1-ρ)L)-((ik1-ρ)2/(4ik1ρ))exp((ik1+ρ)L)]A3 (١٠.٢)

=[-i((k1
2-ρ2)/(2k1ρ))sinh(ρL)+cosh(ρL)]exp(ik1L)A3 .

را در نظر می گیریم و ضریب انعکاس ضریب عبوربالاخره 

T=׀A3/A1 ,2׀ (١١.٢)

R=| A'1/A1|

کھ ضریب عبور بھ صورت زیر محاسبھ می شود

T=(1/( cosh2(ρL)+( ((k1
2-ρ2)/(2k1ρ))2sinh2(ρL) )

= 4E(V0-E)/(4E(V0-E)+V0
2 sinh[( (2mV0-E)½/ħ )]2) .

روش دیگری کھ از آن برای بدست آوردن ضرایب جذب و انعکاس بھره جستھ می شود 

پایانامھ بطور مفصل بحث درباره این روش در این. کوانتوم مکانیک می باشدابرتقارن روش 

.شده است

در مکانیک کوانتومیابرتقارن )٢-٢

در سال ھای اخیر توجھ روبھ رشدی برای ھمان طور کھ در مقدمھ پایان نامھ ذکر شد 

آمده ومی غیر نسبیتی بھ وجود مطالعھ سیستم ھای دقیقاَ حل پذیر در مکانیک کوانت

تعداد زیادی از سیستم ھای کوانتومی یک بعدی ھستند کھ طیف انرژی و توابع ]١٧و١۶[است

وان بھ نوسانگر ھماھنگ موج آنھا بھ صورت دقیق تعیین شده است و از معروف ترین آنھا می ت

معرفی ابرتقارنی تأثیر بسزایی در مطالعھ این نوع سیستم ھا داشتھ و تاکنون نتایج . اشاره کرد

بیشتر پتانسیل ھای حل پذیر دارای تقارن شکل ناوردایی . مفید و جالبی را در فیزیک داده است
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ھستند و این تقارن تعیین دقیق توابع موج را با استفاده از یک فرآیند جبری امکان پذیر می کند 

را می توان بھ 2m=1=ћمعادلھ شرودینگر برای یک سیستم یک بعدی با فرض]٢٠و١٩و١٨[

: یر مشخص کردشکل ز

H1Ψn
(1)(x) = ( (- d2/dx2) + V1(x)) Ψn

(1)(x) =En
(1) Ψn

(1)(x) , (١٢.٢)

nکھ در آن 
(1)(x)ψوEn

. ھستندH1ویژه توابع و ویژه مقادیر مربوط بھ ھامیلتونی بھ ترتیب (1)

فاکتوریزه این ھامیلتونی را می توان بھ صورت ضرب دو عملگر دیفرانسیلی مرتبھ اول زیر 

:]٢١[کرد

H1=A†A ,  A=d/dx + W(x) ,      A†=-d/dx + W(x) , (١٣.٢)

با ضرب دو عملگر و مقایسھ آن با . نامیده می شود١ابرپتانسیلW(x)در معادلات بالا کھ 

:تعیین کردبرحسب ابرتقارن می توان پتانسیل را بھ صورت زیر H1ھامیلتونی 

V1(x)=W2(x)-dW(x)/dx , (١۴.٢)

، تابع موج حالت با فرض صفر بودن انرژی حالت پایھ. است٢این معادلھ معروف ریکاتیکھ 

: زیر با ابرپتانسیل مرتبط می شودپایھ توسط رابطھ

Aψ0
(1)=0 → ψ0

(1)(x)=exp(- ∫W(x)dx) . (١۵.٢)

نی جدیدی بھ صورت زیر بدست می آیدھامیلتو†AوAبا عوض کردن جای دو عملگر

H2=AA† =-d2/dx2+V2(x) , (١۶.٢)

: ر بر حسب ابرپتانسیل بیان می شودنیز از طریق رابطھ زیH2پتانسیل مربوط بھ ھامیلتونی کھ 

V2(x)=W2(x)+dW(x)/dx , (١٧.٢)

شناختھ می و یا شریک ابرتقارنی ٣بھ عنوان جفت پتانسیل ابرتقارنیV2و V1پتانسیل ھای 

را بھ صورت زیر در نظر می H1برای ایجاد ارتباط بین دو ھامیلتونی معادلھ شرودینگر ؛شوند

:گیریم

H1ψn
(1)(x)=A†A ψn

(1)(x)=En
(1) ψn

(1)(x) , (١٨.٢)

: داریمظاھر می شود و یا H2ھامیلتونی از سمت چپ در این معادلھ Aبا ضرب 

AA†A ψn
(1)(x)= H2(Aψn

(1)(x))=En
(1) (Aψn

(1)(x)) . (١٩.٢)

مت چپ در این معادلھ خواھیم از س†Aو ضرب H2بھ ھمین ترتیب با نوشتن معادلھ شرودینگر 

:داشت

H2ψn
(2)(x)=AA† ψn

(2)(x)=En
(2) ψn

(2)(x) , (٢٠.٢)

A†AA† ψn
(2)(x)= H2(A†ψn

(2)(x))=En
(2) (A†ψn

(2)(x)) . (٢١.٢)

E0انرژی حالت زمینھھمچنین با فرض اینکھو )٢١.٢(و)١٨.٢(از معادلات
، ویژه مقادیر (1)

: ر بصورت زیر بھ ھم مرتبط می شوندو ویژه توابع دو ھامیلتونی مزبو

١. Super potential
٢.Riccati equation
٣.Super symmetric partner potentials
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En
(2) =En+1

(1) , )٢٢.٢(

Ψn
(2)(x) =[En+1

(1)]-1/2Aψn+1
(1)(x) , )٢٣.٢(

Ψn+1
(1)(x) =[En

(2)]-1/2A†ψn
(2)(x) . )٢۴.٢(

را بھ ویژه توابع ) H2(H1نھ تنھا ویژه توابع )†A)Aکھ عملگر از معادلات بالا واضح است 

H2)H1( با ھمان انرژی تبدیل می کند بلکھnیز یک واحد کاھش را ن)می دھد) افزایش .

Aفاده از عملگرترا با اسH2می توان ویژه توابع H1ه توابع مربوط بھ ژبنابراین با دانستن وی

پایھ از روی را بجز حالت H1می توان ویژه توابع †Aتعیین کرد و بالعکس با استفاده از عملگر

H2بدست آورد .

ابرتقارنمراتبسلسلھ )٣-٢

فرمالیسم کلی برای سلسلھ مراتب ابرپتانسیل ھا)١-٣-٢
†H2=Aداشتھ باشیم H2برای اگر 

2A2 با ابرپتانسیلW(x) با جابھ جا کردنA†
برای A2با 2

H3  داریمH3= A2A†
†Hm=Aداریم Hmبھ ھمین منوال برای 2

mAm برمبنایبر ھمین اساس

ام داریم nبرای جملھ )١۴.٢(رابطھ

Vn(x) = Wn
2(x) - α dWn(x)/dx , )٢۵.٢(

Wn
2(x) = Vn(x) +αdWn(x)/dx , )٢۶.٢(

Wn+1
2(x) = Vn+1(x) + α dWn+1 (x)/dx )٢٧.٢(

:داریم)٢٧.٢(در Vn+1(x)حال با داشتن 

Wn+1
2(x) = Wn

2(x) + α dWn(x)/dx + α dWn+1 (x)/dx , )٢٨.٢(

Wn+1
2(x) - α dWn+1 (x)/dx = Wn

2(x) + α dWn(x)/dx. )٢٩.٢(

کلی در فرمالیسم پتانسیل ھای بدون انعکاس روش دست یابی بھ یک )٢-٣-٢
بعد از بدست آوردن سلسلھ مراتب ابر پتانسیل و پتانسیل ھای بدون انعکاس و دریافت 

ھای متعلق بھ یک شیوه برای محاسبھ ھمھ شکل ھای ممکن پتانسیل خواھیم روند کلی آنھا می

.یک ابرتقارن را معرفی کنیم

را در نظر می گیریم و Vn(x)ما در اینجا زنجیره ای از پتانسیل ھای بدون انعکاس بالای

:داریم)٢.۴(مطابق با روابط

Vn(x) = Wn
2(x) - α dWn(x)/dx             Wn

2(x) = Vn(x) +αdWn(x)/dx , )٣٠.٢(

Vn+1(x) = Wn
2(x) + α dWn(x)/dx   , )٣١.٢(

:خواھیم داشت)٣١.٢(در )٣٠.٢(با  قرار دادن 

Vn+1(x) = Vn(x) +2 α dwn(x)/dx  , )٣٢.٢         (
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در نھایت،تا داد ادامھ مطابق زیر n+mتا n+1توان از این زنجیره را میواضح است کھ 

د یپتانسیل بدست آنھائی شکل 

Vn+2 (x) = Wn
2(x) + α dwn+1 (x)/dx

Wn
2(x) = Vn+1 (x) - α dwn(x)/dx

Vn+1 (x) = Vn(x) + 2 α dwn(x)/dx

Vn+2 (x) = Vn+1 (x) - α dwn(x)/dx + α dwn+1 (x)/dx

= Vn(x) + 2 α dwn(x)/dx - α dwn(x)/dx + α dwn+1 (x)/dx

= Vn(x) + α dwn(x)/dx + α dwn+1 (x)/dx

Vn+m(x) = Vn(x)+2α(dWn(x)/dx+dWn+1 (x)/dx +… +dWn+m+1 (x)/dx) , )٣٣.٢(

، در ھ مراتب پتانسیل ھای بدون انعکاسروند کلی را برای بدست آوردن سلسل) ٣٣.٢(رابطھ 

در اصل ما در بخش ھای قبل . بدون انعکاس باشد،  نشان می دھدVn(x)صورتی کھ پتانسیل 

کھ فرمشان ھمانند ھم بود، بدست - از یک ضریبصرف نظر - nپتانسیل ھا را تا مرتبھ 

ارائھ Vn(x)اما در اینجا ما توانستیم فرمالیسم کلی بر مبنای ابرپتانسیل ھا و پتانسیل . آوردیم

. ممکن است پتانسیل بھ یک فرم نباشدnنماییم، فارغ از اینکھ برای مراتب متفاوت 

پتانسیل ھای شکل ناوردا)۴-٢
در این صورت با محاسبھ ابرپتانسیل . سیستم مورد نظر باشد پتانسیل V1فرض کنید 

اگر این دو پتانسیل شکل یکسانی داشتھ باشند می توان طیف و . تعیین می شودV2جفت پتانسیل 

بودن شکل بھ این معناست کھ یکسان .از یک روش ساده بدست آورد را با استفاده V1انرژی

از پارامترھا باشد آنگاه با جایگذاری مقادیر مختلفی از این پارامترھا وابستھ بھ تعدادی V1اگر 

بھ بیان دیگر .را پتانسیل شکل ناوردا گویندV1در این صورت را بدست آوردV2بتوان V1در 

: ]٢١[جفت پتانسیل ابرتقارنی شکل ناوردا ھستند اگر در رابطھ زیر صدق کنند

V2(x,a1)=V1(x,a2)+R(a1) , )٣۴.٢(

است و جملھ a1=f(a2)یعنی a1تابعی از a2، استا شامل تعدادی از پارامترھa1کھ در آن 

از H1در این صورت طیف انرژی ھامیلتونی . نداردxوابستگی بھ مختصات R(a1)باقیمانده 

: رابطھ زیر بدست می آید

En
(1)(a1)=∑n

k=1R(ak) )٣۵.٢(
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می توان بھ آسانی از را از طرف دیگر توابع موج حالتھای مقید برای ھر پتانسیل شکل ناوردایی 

: ابع موج حالت پایھ آن محاسبھ شودروی ت

Ψn
(1)(x,a1) α A†(x,a1)A†(x,a2)… A†(x,an) Ψ0

(1)(x,an+1) )٣۶.٢(

بودن یک پتانسیل ، طیف منجر بھ این می شود کھ در صورت شکل ناوردا شرط این 

سیستم را می توان از طریق جبری و اثر متوالی عملگرھای دیفرانسیلی بر روی حالت پایھ 

محاسبھ می شود یبدست آورد درست مثل حل پتانسیل نوسانگر ھارمونیک کھ ا ز طریق عملگر

شرط اده از ایناکثر کتاب ھای مقدماتی کوانتوم مکانیک بیان شده است بھ بیان دیگر با استفدرو 

و سلسلھ مراتب ھامیلتونین ھا، می توان بھ آسانی ویژه مقادیر انرژی و ویژه توابع ھر پتانسیل 

.و از مفاھیم ابرتقارن بدست آوردشکل ناوردا را بھ روش جبری


