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 مقدمه 
متناسب با سیستم های کنترل مکانیکی  ه دادند که کاملاًیکنترل ارا نظریهمبنایی را برای  [22]  یامیورو   لویس

صرفنظر )گررانژی در بر دارنده انریی ننبیی لاق با اصول بسیستم های کنترل مکانیکی بویژه سیستم های منط .است

لویس و . باشدمی نه سرعت یا زمان وبه شدت وابسته به پیکربندی  بوده و اطلاعات ورودی آنها( از انریی پتانسیل

 .ل آن در کنترل پیکربندی سیستم اشاره کردندآدر اثر خود به معرفی کنترل پذیری ساختار و پیامدهای ایده  یامیور

رات بارزی تاثی محدودیت هااین  .صفر است تابق با شبی معتقد بودند که شرایط اولیه منطاهمچنین لویس و میور

مولفه ها وارد ساخته و در واقع ترکیبی از آنالیز کنترل ساختاری در ( شتاب صفر)را بر پیکربندی و وضعیت اولیه 

ویژگریهای هندسی این شرایط بطور کامل قابل توصیف  ،در صورت فقدان انریی پتانسیل. های یاد شده استسیستم

ای را برای کنترل پذیری پیکربندی در سیستم های  حاسبهبل ماشرایط ق [22]ی امیورو  لویس(. [23] )است 

 حول محور کنترل پذیری [30]  نسماین شرایط در واقع برگررفته از نتایج سا. کنترل مکانیکی ساده عرضه نمودند

در سیستم های مکانیکی مستقل چند نانبه و نیز بدون انریی پتانسیل  [19]لویس . سیستم های کنترل آفینی است

نتیجه  .باشندمیساده دارای پیکر بندی غیر قابل کنترل کته را اثبات کرد که کلیه سیستم های کنترل مکانیکی این ن

 . استن کاملا منطبق با دیگر نتایج ساسم

آورننند  حاسننباتی بننه بننار مننیهننای م لننی را نهننت توصننیف عملکننردآایننن پیامنندها شننرایط ایننده  ،از ایننن رو

بندقت   [10]لنویس   و توسنط بولنو   لنی  کی سناده مربنوب بنه گرنروه هنای     سیستم هنای مکنانی   .( [30]ساسمن)

-سیسنتم  .(باشند در شنرایطی کنه کنتنرل پنذیری بطنور کامنل در نبرلنی ر  داده        ) شند  مورد مطالعه قرار گررفته

 نیز تونه بسنیاری از کارشناسنان را در متنون نوشنته هنای کنتنرل بنه خنود معطنو  سناخته           مقیدهای مکانیکی 

، من     ، ری هنانوگرلو چبنلا  ،[4]  و کنرا    چکننیم کنه در ابتندا آثنار بنلا     ننندگران توصنیه منی   لذا به خوا .است

 موضنو  سیسنتم هنای کنتنرل محندود در شنرایط تقنارن،       . را مطالعنه نماینند   [6]را  کن و  چبنلا  [8]  کلامرا 

 جهننزمینن  رو   هدر بردارننند [27]  و بردینن   مقالننه استروسننکی  .دبننو [26]  7پایننان نامننه استروسننکی 

یکننی از اهنندا  تحلیننل کنتننرل . اسننت کننه در آن اسننتفاده از سیسننتم هننای متقننارن منند نظننر قننرار گررفتننه شنند 

در . کنتننرل حرکننت اسننتعرضننه ینن  سنناختار در طراحننی الگننوریتم هننای   [22]ی اوریننو م سپننذیری لننوی
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 [18]  کننری  ناپراسنناد  لئوننناردو و [25]  تریسننی و ساابننه اثننر پننژوه  میننور تننوانمننی ی،سنناختار ننبینن

 .کنیمی در زمینه نتایج کنترل پذیری اشاره میادر اینجا به نتایج لویس و میور. اشاره کرد

 عنات بدسنت آمنده از اینن مقالنه کناملا منطبنق بنا        لاو اط  [22]یانالب اینکه متدولویی کامل لنویس و مینور  

بنر   قیندها بنه اینن معننی کنه      .باشند منی هنای کاتنا اسنتاتی  مسنتقل      قیند و با  ،است تم های مکانیکی سادهسسی

کلینه اینن نتنایج ریینه در میناهداتی       .([28]  پنارس )  شنوند بنندی توصنیف منی   اساس توزینع الگوهنای پیکر  

 دارد که نخستین بار توسنط سنین   
وی طنی اینن مطالعنات بنه بررسنی دقینق        .بنه مرحلنه اننرا در آمند     [32] 

سیسننتم هننای . ینننی پرداخننتفآ قاصننلدیننزه هننای ینن  الات مربننوب بننه ینن  سیسننتم محنندود و ینننو دمعننا

یننی طبیعنی هسنتند کنه خنود بنر گررفتنه از اننریی ننبینی اسنت            فآ قصنا لمکانیکی ساده نامحدود دارای ین  ا 

یننی نقن  مهمننی را در شنرایط کنتننرل پنذیری لننویس و     فات آقصننالاینن ا (. ینو یتننا چ –یننی لننوی  فات آقصنا لا)

موضنو   . نمایند ایفنا منی   [23]دو ارائنه شنده    و نینز مفهنوه هندسنی اینن شنرایط کنه توسنط آن        [22]ی امیور

ای  قابلینت اننرای تحلینل    زاینن رو  منجنر بنه افن    . یننی کلنی اسنت   فآ قصنا لبعدی بررسی ی  سیسنتم بنا ا  

بنه نحنوه عملکنرد     ،اینن مقالنه بنا نزئینات کامنل     . اسنت   [22] رد ی در سیسنتم هنای محندود   الویس و مینور 

 . ه استاشاره کرد یدمقاین سیستم و نیز سیستم های کنترل مکانیکی 

Rذرات محنندود در )بره نسیسننتم هننایز
ی نمونننه ای از سیسننتم هننای ینناد شننده دسننکه هننای غلتننان عمننوو ( 3

 [22]ی الننویس و میننوردر هننر نمونننه بننه منظننور توصننیف ایننده هننا و تحلیننل مقننالات مننندر  شننده   .هسننتند

همنان گروننه کنه در مقنالات قبلنی       ی،لن سیسنتم هنای کنتر  . اطلاعات کاملی را پیرامون کنترل پذیری ارائنه دادینم  

ات قصنا لسیسنتم هنای کنتنرل مکنانیکی سناده و ا      بنه مطالعنات گرسنترده تنری نیناز داشنته و نینز         ،اشاره کردیم

بنه منظنور    [29]ی او مینور   از اینن رو راتینناه  . مهمنی را در اینن سناختار هنا بنر عهنده دارنند       نینز نقن     نآفی

ی اسننتفاده ینننآف هننایقصننالتم کنتننرل مکننانیکی سنناده از ال در ینن  سیسننآ توصننیف شننرایط مناسننب و ایننده 

پیینینه و اطلاعنات ارزشنمندی را در     اولدر بخن   : باشند منی  بنه اینن شنکل    پاینان نامنه  سناختار اینن    .کردند

هند  از ارائنه اینن گروننه مفناهیم تاکیند بنر ماهینت         . دهنیم منی آفین قرار  هایقصالااختیار خوانندگران نا آشنا با 

ینننی در فآ قصننالمتنندولویی مربننوب بننه محاسننبه ینن  ا. آفننین در انننرای محاسننبات اسننت هننایقصننالاسنناده 
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کمن  معنادلات محندود مندل سنازی       هبن  .اسنت  ارائنه شنده   دوهسیستم محندود بنا نزئینات کامنل در بخن       

 [22]ی ارو  لنویس و مینور   ،آفیننی  قصنا لعنوان ین  سیسنتم و نینز درا رابطنه میندان بنرداری بنا ا       ه ب ،شده

در بخنن  باقیماننده ایننن مقالنه بننه شننر    . نمایند لنی را در کنتننرل پنذیری سنناختارها عرضنه مننی   آشنرایط ایننده  

 .کنیممیاشاره  هانزئیات برخی از این نمونه 
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مقدمه

ديفرانسيلريمانظريه ساختار و آفين يكساختار استنظريهني درك قابل و آن. جامع كلاسيك منبع لذا

هندسنظريهدقيقارائهشامل[38]،[36]،[35]،]14[در بعد استهاز ريماني.ديفرانسيل هندسه به مربوط اطلاعات ميان اين در

شد]13[مرجع .عرضه

پايهبيان1-1) خصوصيات و تعاريف

nfتابع:1-1-1تعريف : R R→نقطهدرzمرتبهازقلمرويشازC شود،اگر∞ مي جزئيگفته مشتق وجودfهر نقطه آن در

يك در و باشدzهمسايگيداشته اينجا. پيوسته Cدر داشتن�يعني،∞ مشتق معادل هموار كه است هموار . باشدميبار

كنيم: 1-1-2تعريف ازمنيفلدنقطهpفرض مماسيك. باشدQاي يكpدرQبربردار از است ازمشتقعملعبارت گيري

C(p)توابع نقطه∞ .pدر

يك:1-1-3تعريف به يك تابع :يك nX Q R→باز زيرمجموعه بردش - ميناميدهبعدي-1nچارتيك،باشد�Rكه

.شود

بردارييك:1-1-4تعريف كلاس2ميدان r(rاز )k C<نگاشت از است كلاسXعبارت نقطهrCاز هر به ازpكه

Qمماس ميpXبردار وابسته نيز.كندرا

X : Q TQ→

pp X→

طوريكه o=به TMx idπكهπپوشش نگاشت از است TQطبيعييعبارت Q→برداركه بهمماسهر آغازينرا - ميآننقطه

.انگارد

كنيم: نمادگذاري CكلاسازQفرض برداري.باشد∞ هاي ميدان Cمجموعه باQروي∞ )را )Q•مي . دهندنمايش

كلاس از يعنيrCمنظور ،Xمرتبه از پذير ديفرانسيل تابع . باشدr بايد

١chart
٢vector space
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مماس: 1-1-5تعريف pTفضاي Qنقطه نگاشتQازpدر همه مجموعه pXايهرا : (p ) RC ∞ كنيمميتعريف→

هر براي طوريكه ,به Rα β هر∋ f,gو (p)C∞∈باشد برقرار زير شرط :دو

بودن )1خطي ) ( )p p pX f g X f X (g)α β α β+ = +

)2زلايبنيتقاعده)1-1( ) ( ) ( ) ( )p p pX fg X f g p f p X (g)= +

اينجا برpXدر مماس نقطهQبردار .استpدر

نقطه:1-1-6تعريف هر ازاء Q،pTازpبه Qكه است برداري فضاي دوگانيك بافضاي را pTآن Q
داده∗ راونشان آن

. ناميمميدوگانمماسفضاي

كني )دفرض ,U)xنقطه همسايگي در چارت iوبودهpيك p{( ) }∂
∂xبراييك pTپايه Qبرايپايه،آنگاه.باشد اي

pT Q
مي∗ مي.كنيمتعريف )دهيمقرار )j

p
θدوگانرا iپايه p{( ) }∂

∂xديگر عبارت :داريمبه
j

i p p( ) ( ) δ∂ =
∂

j
ix θ

آنكه jدر
iδاست كرونكر . دلتاي

يكWنگاشت:17-1-تعريف رويديفرانسيلفرمي-1ميدانرا اگرQپذير )گوييم )C Q∞-ديگر عبارت به باشد، خطي

كندWاگر صدق زير شرايط :در

( )W : ( )Q QC
∞

→•

)1-2  (

( ) ( )
W(X Y) W(X) W(Y) X, (Q)

W f
Y

QX fW(X) f C .
∞

+ = + ∀ ∈
= ∀ ∈

•

ميدان: نمادگذاري كلاسهافرمي-1مجموعه Cاز منيفلد∞ باQروي )را )Q∗•مي ). دهيمنمايش )Q∗•خواصبا

يك )زيرتشكيل )C Q∞-دهد مي :مدول

)1-3  (
( ) ( )

1 2 p 1 p 2 p

p p

(W W ) (W ) (W )

(fW) f p W f .
∞

+ = +

= ∈∀ C Q

١linearity
٢Leibniz rule
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رويXكنيدفرض:18-1-تعريف برداري ميدان منحني.باشدQمنيفلديك

)1-4  (
( ) ( )

:p

p t

F R M

t F t pθ

→

=a

بازه يك روي ميRازJكه راتعريف انتگرالشود 1منحني
Xناميممي .

كنيد:19-1-تعريف باشدمجموعهيكGفرض ناتهي )زوج.اي ),⋅Gآن در كه دوتايي⋅را عمل گروهراباشدمييك

:هرگاه،گوييم

باشدشركت) 1 .پذير

باشد) 2 داشته خنثي يعني،عضو

:e G x G xe ex x∃ ∈ ∀ ∈ ⇒ = =

باشد) 3 وارون داراي عنصر هر

G y G y y e∀ ∈ ∃ ∈ = =x x x

وارونyكه نيز .خوانيمميxرا

لييك:110-1-تعريف پذيراستگروهي2گروه منيفلدديفرانسيل يك بعد∞Cكه هايبا نگاشت و باشد متناهي

G G, G G G→ × →

)1-5  (
1

g g (g,g ) gg
−

′ ′→ →

كلاس .باشند∞Cاز

مانندميعملچپسمتازXمجموعهرويGگروهگوييم:111-1-تعريف نگاشتي اگر كند،

θ : G X X× →

( ) ( )g, θ g, g=ax x x

باشد داشته طوريكه.وجود :به

١Integral curve
٢Lie group
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1(θتابع .باشد∞Cيك

1اگر) 2 2, ∈g g Gاينصورتدر،باشند

1 2 1 2θ(g , θ(g , )) θ(g g , )=x x

همه x∋براي X.

3 (( )θ e, X= ∀ ∈x x xهكeهمان .استGيعنصر

از راست عمل يك ترتيب همين ميXمجموعهرويGبه . شودتعريف

كنيد:112-1-تعريف روي�فرض برداري ميدان برداريQيك ميدان XLباشد، Yليرا 1مشتق
به� گوييم�نسبت

Pهرهرگاهبراي Q∈باشيم :داشته

)1-6(
( )

( , )0

,0

1( ) lim [ ( ) ]

1lim

∗

∗

−→

−→

= −

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

X p t t p Pt

P t t Pt

L Y Y Y
t

Y Y
t

θ

θ

θ

θ

تبديلرابطهكه از –به�دوم مي� دست اينجا. آيدبه 
	در� = (�
)�1

–ميدانيك�اگر:113-1-تعريف روي�و2فرمي� برداري ميدان آنگاهQيك لي،باشد ميدانبرداريωمشتق به نسبت

Xميدان –يك م� تعريف زير صورت به كه است :شوديفرمي

)1-7(( ),0

1( ) lim ][p pX t pt
L

tt θω θ ω ω
→

= −
∗

اينجا برداري��در ميدان به وابسته است�شار

: , :
( )t
t

Q Q T T
pt
Q Q

p
θ θ

θ
∗

→
∗ ∗

→

( ) ( , ) ( , ) .
∗

a at t p t pp W W
t

p θ θθ θ

كنيم: 14-1-1گزاره ,فرض ( )∈X Y Q•و( )∗∈ Qω مي• تانسورنشان لي مشتق مناسب تعريف با كه ها3دهيم

داريم

)1-8  (( ) .⊗ = ⊗ + ⊗X X XL Y L Y Y Lω ω ω

١Lie derivative
٢K-form
٣Tensor
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روي: اثبات كه عملي كه ميYوωديديم ازاثر بود عبارت ترتيب به ),كرد ) ( )t tθ θ∗−
روي∗ كه عملي مشابه طور به لذا

Y⊗حاصلضربتانسوري ωنقطه )در )t pθمي نگاشت،كنداثر از است )عبارت ) ( )t tθ θ ∗
∗− نقطه⊗ لذا.Qازpدر

:داريم

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) .∗ ∗
− ∗∗− ⊗ ⊗ = ⊗

tt t t pp tY Yθθ θ ω θ θ ω� �

داريم لي مشتق تعريف : از

( ) ( )
0

1lim [( )X t tt p pL Y Y Y
t

ω θ θ ω ω−→

∗
∗⊗ = ⊗ − ⊗� �

اضافه با كمكه جملهو )كردن )t Yθ ω− ∗
عبارت⊗ :داريمبالادر

0

1lim [( ) (( ) (( ) ) ]

.

)
∗

∗ ∗− −→
= ⊗ − + − ⊗

= ⊗ + ⊗

t t tt

X X

Y Y Y
t

Y L L Y

θ θ ω ω θ ω

ω ω
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1الصاقĤفين)1-2

باشد-nمنيفلديكQكنيدفرض: اردادقر مي. بعدي :دهيمقرار

( )C Q∞ :پذيرتمجموعه ديفرانسيل Cوابع .Qروي∞

( )Q• :برداري هاي ميدان Cمجموعه .Qروي∞

( )Q∗• :هاي-1مجموعه Cفرم .Qروي∞

روييكالصاق:1-2-1تعريف خطيQمنيفلدخطي دو تابع يك از است ميدانعبارت حقيقي( روي )اعداد

( ) ( ) ( ): TQ TQ TQ∇ Γ ×Γ →Γ

)1-9  (( ), XX Y Y∇a

مي صدق زير شرايط در :كندكه

( )fX XY f Y∇ = ∇)1

( ) ( ) ( )x x xfY f Y L f Y∇ = ∇ +)2

d

j
j

dt

DXX
dt

∇ =)3

)براي )f C Q∞∈و, ( )X Y Q∈•.

اينجا )در )Γ TQهايمقطعTQبراي.باشندمي( )f C Q∞∈مي ∇كنيمتعريف =X Xf L f .

كو∇Xگرعمل مشتق بهاريانتورا بردارينسبت براي�ميدان كه )گوييم )Qα توان•∋∗ زير∇Xαمي صورت به را

:كردتعريف

)1-10 (( )( ) ( )( ) ( )X X XY Y Yα α α∇ = ∇ − ∇

آن در )كه )∈Y Q•.

اگر نوعtحال از تانسوري ميدان )يك , )r sمنيفلدرويQاينصورت،باشد Xدر t∇مي تعريف زير صورت به :كنيمرا

( )( ) ( )( )1 1
1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,∇ =r r

X s X st X X L t X Xα α α α

( )1
1

1

,..., ,..., , ,...,
=

− ∇∑
r

i r
X s

i

t X Xα α α

١Affine connection
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)1-11(( )1
1

1

,..., , ,..., ,..., .
=

− ∇∑
s

r
X j s

j
t X X Xα α

)كنيدفرض: 1-2-2تعريف , U)φبراي چارت مختصاتQمنيفلديك )1با , , )… nq qكو. باشد هايپايهتاريانومشتق

برداري ∂ميدان
∂ jq

پايه به بردارينسبت ميدان ∂هاي
∂ iq

مي :نويسيمرا

p p p: ( ) ( ) ( )Γ T Q Γ T Q Γ T Q∇ × →

( ) k

ij, , , 1, ,i j kE E Γ E i j k n= …a

)1-12 (k

ij
i

j k

q

Γ
q q

∂

∂

∂ ∂
∇ =

∂ ∂

اينجا در kكه
ijΓباشندميكريستوفلنمادياالصاقضرايبها.

اس:1-2-3گزاره اگربا آفين، الصاق خصوصيات از X,تفاده Yبر مختصات در آنها هاي مؤلفه كه باشند برداري ميدانهاي

,��اساس … , و�1 ��, … , �شوند1 پذير كوواريان،تفكيك مشتق به�تآنگاه مي�نسبت بيان زير صورت اگر. شودبه

برداريميدان X,هاي Yپايه حسب بر داريمرا بنويسيم :هايشان
n

j 1 i 1

,
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
∑ ∑

nj i

j iX X Y Y
q q

:بنابراين

( ) ( )
i i i

X X X Xi i iY Y Y Y
q q q

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟∇ = ∇ = ∇ + ∇
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

( )j j

j j

i i

i iX X
q q

Y Y
q q

∂ ∂

∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟= ∇ + ∇
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

( )( ) i k∂ ∂

∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟= ∇ + ∇ ↔
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠j j

k j j i

k i

q q

Y X X Y
q q

i

kj

i
j k j

i j i
YΓ X Y Χ

q q q

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

)1-13 (i

kj( ) .
i

j j k

X j i
YY X Γ X Y
q q

∂ ∂
⇒∇ = +

∂ ∂
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كني:1-2-4تعريف برداري�دفرض فضاي ميدان-!يك روي اينصورت.باشد"بعدي نگاشتمجموعه،در تمام هايي

از باKبهEخطي كه )را , )E L E K∗ مي= رانمايش دوگاندهيم .ناميمميEفضاي

و كنيد:1-2-5حكمتعريف وVفرض برداري فضاي )يك , )r sباش نامنفي صحيح اينصورت.دناعداد تانسوري،در فضاي
( , ) ( )r sT Vاز است حاصلضربتانسوريعبارت

* *

����� !"#$%&'()*+,-./012345��
�6789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLM45��

V ...
r

s

V ... V V
−

−

⊗ ⊗⊗ ⊗ ⊗14243
14243

)تانسورهك , ) ( )r sT Vα –درپادوردارا∋ و# اول وردامقدار –درهم مي$ بعدي منيفلداگر.ناميممقدار روي Qدر

كنيم pTفرض QوpT Q
پايه∗ با دوگانمماس و مماس iهايفضاي

px
⎧ ⎫∂⎪ ⎪⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

)}و ) }
j

pθصورت. باشند اين هر،در

نوع از )تانسور ),r sمنيفلد مختصاتQروي در زير صورت )به ),x Uمي :شودنوشته

)1-14   (1

1 s1 s 1

,

j jj ,..., j .
… ∂ ∂

= ⊗…⊗ ⊗ ⊗α …⊗
∂ ∂

∑ r

r

i i

i iA dx dx
x x

تانسوريAاگر ميدان مؤلفه) 1,1(يك 1هايبا .,, , , ..=j
iA i j nچارت يك فرمباشددر صورت اين در از، زير ول

مي)111-(و) 110-(تمعادلا دست :آيدبه

)1-15 (
i

i i l l ij
j kl j kj l( )

k k k

X k

A
A X Γ A X Γ A X

q

∂
∇ = + −

∂

نوعAچون از تانسوري ميدان :داريم،است) 1,1(يك
( )

( )
1,1 i

j
i, j

( )
n i

jA T V A t dx
x

∂
∈ ⇒ = ⊗

∂
∑

i

j
,

( )
i

X X j
i j

A t dx
x

∂
∇ = ∇ ⊗

∂
∑

با برابر آفين الصاق خصوصيات بر بنا :حال

( ) ( )

i

x

i

j x

21

j( ) ( (t ))
j j

i it dx dx
x x

∇
∂ ∂

= ∇ ⊗ + ⊗
∂ ∂144421442443 4443

ازبا :داريم) 1(عبارتاز) 18-(رابطهاستفاده
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( ) X

i

j

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
∇ ⊗ + ⊗ ∇⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

j j

X i it dx dx
x x

Xبنابراين A∇با است برابر

( ) ( )

( )
( )

i i

j x j

cba

( ) t
i i i i

X j Xj j jt dx t dx dx
x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ ⊗ + ∇ ⊗ + ∇ ⊗⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ 14442444314 144424424443 4443

ميدان بXبردارياگر پايههرا حسب بر و موضعي داريمصورت بنويسيم آن =∂هاي
∂∑ k

k
k

X X
x

( )
l

kik

k

k

i lX
x

a X Γ
x x

∂

∂

∂ ∂
⇒∇ =

∂ ∂
i li l
kl j( )

k j

iX Γ dx t
x

↔ ∂
⎯⎯→ ⊗

∂

)چون )∗∈jdx Q•و( )∈Y Q•،معادله مي) 110-(از :گيريمنتيجه

( ) ( )( ) ( )( )
( )

X X XY ( Y)

∗

⇒ ∇ =∇ − ∇
1442443

j j j
b x dx Y dxd

( ) ( ) ( )l l

j jX X 0
⎛ ⎞⎛ ⎞∂

⇒ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝
⋅

⎠
∗

j

lL dx L δ X δ
x

( )( ) ( )X XY
j j

dx Y dx⇒ ∇ = − ∇

( )
k

k

i
ji k i

j k jX
x

t
c t X dx

x x∂
∂

∂ ∂⎛ ⎞⇒∇ = ⊗⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

با جملهكه iحذف
jdx
x
∂⎛ ⎞⊗⎜ ⎟∂⎝ ⎠

رابطه طرفين مي)15- 1(معادلهبالاهاياز .آيدبدست

بعدمنيفلديكQكنيدفرض:1-2-6تعريف از پذير ضربQروي1متريكريمانييك،باشد%ديفرانسيل از خانواده يك

داخلي

١Riemannian metric
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, :p p pP Q g T Q T Q R∀ ∈ × →

( ) ( )
i j 1

, ,
n i j

ijg v w δ θ θ v w
= =

= ⊗∑

( ) i, , 1, ,ij i j jg g e e δ i j n= = = …

كهمي خطيpgباشد ميدو صدق زير شرايط در و :كندبوده

1(pgاستمثبت )يعني.معين ), 0>g v w0اگر≠vباشد

( ) ( )
i j ,1

, , ( ) ( )
n i j i j

ij ij
i j

g v v δ θ θ v v δ θ v θ v
= =

= ⊗ =∑ ∑
2

( ( )) 0
i

i

θ v= >∑

2(pgيعنيمتقارن )است ) ( ), ,=g v w g w v

( ) ( )
i , j ,

, , ( ) ( )
i j i j

ij ij
i j

g v w δ θ θ v w δ θ v θ w= ⊗ =∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

, v= ==∑ ∑
j i i j

ij ij
i j i j

δ θ v θ w δ θ w θ v g w

تانسوري ميدان يك از اي نمونه . است) 0,2(متريكريماني،

و منحني:1-2-7حكمتعريف ]:چونيك , ]→c a b Qآفين1ژئوديزيكرا الصاق هرگاه،گوييم∇براي

)1-16 (( ) ( ) 0 ; [ , ].⎛ ⎞ = ∇ = ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

&
&c t

D dc c t t a b
dt dt

ژئوديزيك به مربوط موضعي معادلات منحني:تعيين مختصاتcاگر در شده زيرارائه صورت به

( ) ( ) ( )( )1 n

:

t q t ,...,q t

c I Q

t c

→

=a

صورت،باشد اين اگرcدر تنها و اگر است ژئوديزيك

)1-17 (
i

jk 0.
i j k
q Γ q q+ =&& & &

:اثبات

( ) ( ) ( )( )1
, ,

n
c t q t q t Q= … ∈

١geodesic
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( ) ( )
( ) ( )

i

c t i
dc t dq tc t T Q
dt dt q

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= = ∈ = ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

&

مي عمل زير صورت به اثبات :كنيمبراي

0 ( )⎛ ⎞= = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ i

i i

dqD dc D d
dt dt dt dt dq

2

2( ( ))∂ ∂
= ⋅ +

∂ ∂
∑ i i

di i
i dt

d q dq D
dtdt q q

2
k

ij2( ( ))∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂
∑ ∑ ∑ji i

i k
i j k

dqd q dq Γ
dt dtdt q q

2
ki k
ij2

,

( ) 0↔ ∂
⎯⎯⎯→ + ⋅ =

∂
∑ ∑ jk i

k
k i j

dqd q dq Γ
dt dtdt q

2
k

ij2
,

0⇒ + ⋅ =∑ jk i

i j

dqd q dqΓ
dt dtdt

معادله يك توسط ژئوديزيكها روياين دوم مرتبه شدهQديفرانسيل مي. اندتعيين معادلهنشان كه معادله) 17-1(دهيم يك

روي pTمرتبهاول Qروي.باشدمي مختصات pTاگر Qبوسيله 1را 1
( , , , , , )

n n
q q v v… دهيمانم… معادله،آنگاهيش

مي صدق زير رابطه در مرتبهاول :كندديفرانسيل
i

jk( ) 0
i i i j k
q v q Γ q q= ⇒ + =& && & &

i i

jk jk0
i j k i j k
v Γ v v v Γ v v+ = ⇒ = −& &

مرتبه هاي معادله اين برداري،اولكه ميدان مختصاتTQروي'&معرف محورهاي استيدر شده باداده برابر رابطهكه

مي باشدزير

)1-18 (i

jk .∂ ∂
= −

∂ ∂

i j k

g i iZ v Γ v v
q v

برداري ميدان به،اين معادله1ژئوديزيكاسپريمعروف با كه ارز) 17-1(است باشدهم . مي

١Geodesic spray


