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ابتدا منظور بدین است. فازی کانونی -تایی n ابرگروه�های مفهوم مطالعۀ نامه پایان این از هدف
و نموده معرفی را فازی -تایی n ابرگروه�های و -تایی n ابرگروه�های -تایی، n گروه�های نظریه
را آنها بین روابط و بالا نظریه�های اساسی خواص سپس کرد. خواهیم مرور را آنها از مثال چندین
فازی -تایی n ابرگروه�های از خاصی نوع که کانونی -تایی n ابرگروه�های انتها در می�کنیم. تحقیق

می�دهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد را است

n ابرگروه فازی، ابرگروه کانونی، -تایی n ابرگروه -تایی، n ابرگروه -تایی، n گروه کلیدی: واژگان
فازی. کانونی -تایی n ابرگروه فازی، -تایی

تاریخ: راهنما: استاد امضای
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اظهارنامه
فازی کانونی n-تایی ابرگروه�های : پایان�نامه عنوان

تحت پایان�نامه نویسنده پایه علوم دانشکده ارشد کارشناسی دوره دانشجوی تاجیک هادی اینجانب
می�شوم: متعهد دهقان امیدرضا دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش�های نتایج از استفاده در ب.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون پایان�نامه این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی به امتیازی یا

بجنورد” ”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است بجنورد دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
رسید. خواهد چاپ به ” University of Bojnord” یا و

مقالات در بوده�اند تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آمدن دست به در که افرادی تمام معنوی حقوق ه�.
است. شده رعایت آن از مستخرج

شده، استفاده آن�ها) بافت�های زنده(یا موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در و.
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا

تاریخ
دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
علمی تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. بجنورد دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •

ت



ৎقدمଘث
آن�ਟی�భغঈوতید৯د

หاජ໑وزໆرୀاوجسانراଘඹূ࣒م.



ওواॹعൎ࣓م
او بر تو نگاه بی�تردید گشود تو حمد به زبان کس هر که ... کنم می جاری زبان بر را نام زیباترین

گشایم. لب ثنایت در می�پسندی خود که کن جاری آن قلبم بر پس افتاده.
را گنجینه�ای گر ،... نیافتد فرو بندگی قامت بر سر نجوشد، هدایت سرچشمه نگنجد، معرفت وادی در
از شده�ای خشک جوهر خاطره تنها و شود شمرده کوچک کردی١، یاد قسم آن به و خواندی مقدسش که

ماند. باقی زندگی صفحات برگِ برگ بر آن
تا دانستی آن بر مقدم را تزکیه و نماید راه را، مسیر که راه بیغوله در فانوسی و دادی قرار روشنی را علم تو
واقعیات از پرده کند، منور تو نور به را انسان وجودی گوهر هم معیت در تعلیم و تزکیه که باشد نگاهبانش
... و شود رنگین دانش گنجینه�های خوان افتد، فراتر نظر نمایاند، رخ حقیقت که جاست آن زند. کنار

یابد. معنا آدمی که آنجاست آری
زیبا نظرم در طغیان زشتی اگر گردیده، مدفون غفلت و فراموشی تل خروار�ها زیر تو با وعده�هایم اگر من
سر از بدان شود، جاری آن بر اشکی توبه مقام در که است آن از خشک�تر چشمانم و می�کند جلوه�گری
ضلالت، ظلمت از رهایی تمنای در و دوخته�ام رحمتت بر طمع چشم الها بار نسیان...اما و است جهل

چشمانم آن انعکاس و برویاند وجودم در را حقیقت جوانه�های آنکه امید می�طلبم، را معرفتت باران ترنم
کند. روشن را

در که ناپسند خصلت آن هر که...” می�دهم قسم حبیبت به را تو و می�سایم خاک چهره بر چهره اکنون
فساد به را نفسم که عیب آن هر و شود پسندیده تا فرمای اصلاحش خویش واسع لطف به می�بینی من

فرمای!” برطرفش دارد باز کمال از را جانم که نقص آن هر و بازگیر من از بیالاید
الاجابه واجب دعوت و بکوبد تن خانه در بر حلقه مرگ پیک و رسد سر به زندگانی نوبت که روز آن در و
ما عمر ایشان حق به و فرست درود پاکش آل و (ص) محمد بر آید...پروردگارا! گوش به آسمان�ها از تو

فرمای...! خیر به ختم را عاقبتمان و آور پایان به رستگاری با را

ख़جالঈوหه... و زبانඪ༚را॥ت
وऒودજऩیده�یෙय़راازॽوحৗฬوতه�یقൎ࣍مমوان...!

یسطرونَ ما و القلم و ١ن

ج



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

امیدرضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه دهقان

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان
در که محمدزاده دکتر خانم سرکار و بخشی دکتر آقای جناب خودم دیگر اساتید از می�دانم لازم خود بر
هدایتی دکتر آقای جناب فرهیخته استاد همچنین و کردند تقبل را بنده به علم آموزش زحمت ارشد دوره

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان�نامه این داوری که
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم همسر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش،

دیপหیک
ෙ७ور۱۳۹۱
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م��ق��دم��ه

[١١] �ت��ه دورن� ت��وس��ط �ب��ل ق� س��ال ٨٣ ب��اش��د، �ام��ی ه� گ��روه �ه �ری� ن��ظ� از �ع��ی �ی� �ب� ط� �ی��م �م� �ع� ت� ی��ک �ه ک� �ای��ی -ت� n �ه��ای گ��روه�
خ��واص �ی��ق �م� ع� درک �ع��ه ت��وس� �ه��ای راه� �ری��ن ت� �ع��ی �ی� �ب� ط� از ی��ک��ی �ب��ری ج� �ت��اره��ای س��اخ� �ای��ی n-ت� �ی��م �م� �ع� ت� ش��د. �ع��رف��ی م�
�رای (ب� �ت. اس� �ده ش� �ر �ش� �ت� �ن� م� �ی �ای� -ت� n �ای �ره� �ب� ج� �ه �ن� �ی� زم� در �ددی �ع� �ت� م� �الات �ق� م� �ون �ن� ک� �ا ت� �ان زم� آن از �ت. �اس� �ه� آن�

ن��م��ائ��ی��د.) م��راج��ع��ه [٢۴] و [٢١] ، [١۵] ، [١٣] ، [٢] م��راج��ع ب��ی��ش��ت��رب��ه اط��لاع��ات
آن��ه��ا ب��رد ک��ار و ت��ح��ل��ی��ل و ت��ج��زی��ه ب��ه وی ش��د. گ��ذاری پ��ای��ه [٢١] م��ارت��ی ت��وس��ط ١٩٣۴ س��ال در اب��رگ��روه��ه��ا ن��ظ��ری��ه
�ردی �ارب� ک� و �ح��ض م� �ات �وع� �وض� م� در �ا �ه� �روه� �رگ� اب� �ون �ن� ک� ا �ت. �رداخ� پ� �دار �ق� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ری �ب� ج� �ع �واب� ت� و �ا �ه� �روه� گ� در

م��ی�گ��ی��رد. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد [١۴] ات��وم��ات��ا ن��ظ��ری��ه ج��م��ل��ه از و زی��ادی
و �ی �دس� �ی� �ل� اق� �ه �دس� �ن� ه� در �د؛ �ن� �اش� ب� �ی م� �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� �رس� اب� �م �ی� �م� �ع� ت� �ک ی� �ه ک� �ی �ای� -ت� n �ای �اره� �ت� �اخ� �رس� اب�
اح��ت��م��الات م��ص��ن��وع��ی، ه��وش و ک��دگ��ذاری ف��ازی، و ط��ب��ی��ع��ی ه��ای م��ج��م��وع��ه ه��ا، م��ش��ب��ک��ه ه��ا، گ��راف ن��ااق��ل��ی��دس��ی،

( [٢٨] و [٢۵] ،[٩] ،[۶] (ب��ب��ی��ن��ی��د اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ... و
X �ی �ه� �رت� �ی� غ� �ه �وع� �م� �ج� م� از �ع �اب� ت� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� را �ازی ف� �ای ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه �ری� �ظ� ن� [٢٩] زاده ١٩۶۵ �ال س� در
م��ط��ال��ع��ات ک��رد. م��ع��رف��ی را ف��ازی گ��روه م��ف��ه��وم ١٩٧١ س��ال در [٢۶] رزن��ف��ل��د ادام��ه در ک��رد. م��ع��رف��ی ب��ه[۰,۱]
�ر �ک� �ف� ت� �ر �ی� �س� م� �د �دی� ج� �ای ه� �اوش ک� �ی ول� �د، ش� �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ودن �م� ن� �ازی ف� �ث �اع� ب� �ر ام� �دای �ت� اب� در �د �ل� �ف� رزن�

ن��م��ود. ب��از ع��ل��م��ی ه��ای ش��اخ��ه س��ای��ر و ک��ام��پ��ی��وت��ر م��ه��ن��دس��ی، ج��م��ل��ه از دی��گ��ر ه��ای زم��ی��ن��ه در ج��دی��دی
�رد. ک� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ور ط� �ه ب� را �ی �ون� �ان� ک� �ای �ه� �روه� �رگ� اب� ١٩٧٠ �ال س� در �ه ک� �ود ب� �ردی ف� �ن �ی� اول� [٢٢] �اس �ت� �ی� م�
ق��رارداد. م��ط��ال��ع��ه م��ورد را ه��س��ت��ن��د ک��ان��ون��ی اب��رگ��روه��ه��ای از م��خ��ص��وص��ی ن��وع ک��ه را sd اب��رگ��روه��ه��ای [۵] ک��رس��ی��ن��ی
�ه �ب� ش� �د. �ردن� ب� �ار ک� �ه ب� ذره �ک �زی� �ی� ف� و �ک �ی� �ون� �ارم� ه� �ه �زی� �ج� ت� در را �ی �ون� �ان� ک� �ای �روه�ه� �رگ� اب� [٢٣] �س �رای� پ� و �ن �ول� م�
ب��ول ج��ب��ر و ای اس��ت��وان��ه ج��ب��ر در [٣] ک��وم��ر ب��وس��ی��ل��ه ش��ون��د، م��ی ن��ام��ی��ده ن��ی��ز چ��ن��دگ��روه��ه��ا ک��ه ک��ان��ون��ی اب��رگ��روه��ه��ای

گ��رف��ت. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد رواب��ط و گ��راف در [۴] ک��رس��ی��ن��ی ت��وس��ط و
گ��رف��ت. ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد و م��ع��رف��ی [١٠] وج��ی��وک��ل��ی��س و دواز ت��وس��ط -ت��ای��ی n اب��رگ��روه��ه��ای

و دواز �ط �وس� ت� اول �رش �گ� ن� �د؛ ان� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� �اه �دگ� دی� دو از �ازی ف� �ی �ای� -ت� n �ای �ه� �روه� �رگ� اب�

٣



م��ط��ال��ب۴ ف��ه��رس��ت

پ��ای��ان ای��ن ب��ح��ث م��ورد ک��ه دوم ن��گ��رش در .[٢٧] چ��ادوری و ع��ام��ری س��ن، ت��وس��ط دوم ن��گ��رش و [٨] ک��رس��ی��ن��ی
�گ��رش (ن� S از �ه��ی �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� ی��ک �ای ج� �ه ب� ، S �ه��ی �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر �اص� �ن� ع� از �ای��ی -ت� n �ر ه� �ه ب� اس��ت، �ه �ام� ن�
[١٩] و [١٨] �الات �ق� م� در �اه �دگ� دی� �ن ای� �م. �ی� ده� �ی م� �ت �ب� �س� ن� را S از �ر �ف� �رص� �ی� غ� �ازی ف� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� اول)،

اس��ت. ش��ده داده گ��س��ت��رش
اب��رگ��روه��ه��ای ب��ه م��رب��وط ن��ت��ای��ج و م��ف��ه��وم ب��ه رس��ی��دن ب��رای ش��ده ان��ج��ام م��ط��ال��ع��ات از ب��رخ��ی ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در

گ��ی��رن��د. ق��رارم��ی ت��ح��ل��ی��ل و ت��ج��زی��ه و ب��ررس��ی م��ورد ف��ازی ک��ان��ون��ی -ت��ای��ی n



١ ف��ص��ل

ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش



ن��ی��ازه��ا۶ پ��ی��ش

-ت��ای��ی n ج��ب��ری س��اخ��ت��اره��ای ١.١

�ق �ی� �م� ع� �م �ه� ف� و �ا �اره� �ت� �اخ� س� �ن ای� �ه �ع� �وس� ت� راه �ن �ری� ت� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ی �ای� -ت� n و �ی �ای� ت� �ه س� �م �ی� �م� �ع� ت�
�روه، گ� �م �ی� �اس� �ن� ش� �ی م� �ه ک� �ی) �ای� -ت� ٢ �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� (س� �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ن �ری� �ات� �ن� آش� �ت. �اس� �ه� آن� �واص خ�
م��ی ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک روی دوت��ای��ی ع��م��ل آن��ه��ا ت��م��ام��ی اس��اس ک��ه ب��اش��ن��د م��ی ب��رداری ف��ض��ای و م��دول ح��ل��ق��ه،
ن��س��ب��ت را م��ج��م��وع��ه ه��م��ان از ع��ن��ص��ر ی��ک ن��ات��ه��ی، م��ج��م��وع��ه ی��ک ع��ن��اص��ر از دوت��ای��ی ه��ر ب��ه اس��اس ای��ن ب��ر ب��اش��د.
�د. �ن� �وی� گ� �ی م� وار �روه گ� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� �ی �ای� -ت� ٢ وار �روه گ� ی��ک �م��ل ع� ای��ن �ا ب� �راه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� ای��ن �ه ب� �م. �ی� ده� م��ی
م��ی ص��دق م��وض��وع��ه اص��ول س��ری ی��ک در ک��ه �ن��د ب��اش� م��ی وار گ��روه ی��ک ب��رداری ف��ض��ای و م��دول �ق��ه، �ل� ح� گ��روه،

ک��ن��ن��د.
�د �واه� خ� �راه �م� ه� �ال �ث� م� �ا ب� �ه ک� �د �اش� ب� �ی م� �ی �ای� -ت� n �روه گ� و �ی �ای� -ت� n وار �روه گ� �ف �ری� �ع� ت� �د آی� �ی م� �ه ادام� در �ه �چ� آن�

ش��د. خ��واه��د ت��داع��ی گ��روه م��ف��ه��وم ده��ی��م، ق��رار ٢ رام��س��اوی n گ��ر ا ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی ش��د.
اس��ت. ش��ده اس��ت��ن��اد [١٢] م��رج��ع از ب��خ��ش ای��ن م��ث��ال�ه��ای و ت��ع��اری��ف

م��ان��ن��د ن��گ��اش��ت��ی ی��ع��ن��ی G ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه روی n-ت��ای��ی ع��م��ل .١.١.١ ت��ع��ری��ف f : G× ...×G→ G

(a۱, ..., an) 7→ f(a۱, ..., an)

م��ی�ک��ن��د. م��ت��ن��اظ��ر را آن از ع��ن��ص��ر ی��ک Gع��ن��اص��ر از n-ت��ای��ی ه��ر ب��ه ک��ه

و �ود ش� �ی م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �ای� n-ت� وار �روه گ� ی��ک f �ای��ی n-ت� �م��ل ع� �ا ب� �راه �م� ه� G �ه��ی �ات� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� .٢.١.١ �ری��ف �ع� ت�
ش��ود. م��ی داده ن��ش��ان (G, f) ب��ا

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را πk ن��گ��اش��ت ب��اش��د. ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ۀ ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٣.١.١ م��ث��ال


πk : G× ...×G︸ ︷︷ ︸

nب��ار

−→ G

(x۱, ..., xn) 7−→ xk

�روف �ع� م� �ی �ون� �ان� ک� �ری �وی� �ص� ت� �ت �اش� �گ� ن� �ه ب� πk �اش��ت �گ� ن� �ت. اس� �ی �ای� n-ت� �روه�وار گ� ی��ک (G, πk) �ورت ص� �ن ای� در
اس��ت.

�ه �وع� �م� �ج� م� از xi, xi+۱, ..., xj �ر �اص� �ن� ع� �ه �ال� �ب� دن� .i, j ∈ {۱,۲, ..., n} �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.١.١ �ذاری �ادگ� �م� ن�
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�ر گ� ا �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ی م� �ی �ه� ت� xji �ه �ال� �ب� دن� �اه �گ� آن� ،j < i �ر گ� ا �م. �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن� xji �ا ب� را G �واه �خ� دل�
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش x(t) ب��ا را xi+t

i+۱ آن��گ��اه ، xi+۱ = xi+۲ = ... = xi+t = x

�رک��ت ,i)-ش� j) را f �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �ای� n-ت� وار �روه گ� �ک ی� (G, f) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.١.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��ی��م داش��ت��ه G در x۱, x۲, ..., x۲n−۱ ه��ر ب��رای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م پ��ذی��ر

f(xi−۱
۱ , f(xn+i−۱

i ), x۲n−۱
n+i ) = f(xj−۱

۱ , f(xn+j−۱
j ), x۲n−۱

n+j ).

در �د. �اش� ب� �رار �رق� ب� �وق ف� �اوی �س� ت� i, j ∈ {۱,۲, ..., n} �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ود ش� �ی م� �ده �ی� �ام� ن� �ر �ذی� پ� �ت �رک� ش� f �م��ل ع�
ن��ام��ی��م. -ت��ای��ی n گ��روه ن��ی��م ی��ک را (G, f) ح��ال��ت ای��ن

اس��ت. م��ع��م��ول��ی گ��روه ن��ی��م ی��ک (G, f) ،n = ۲ ح��ال��ت در .۶.١.١ ت��ب��ص��ره

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را f ن��گ��اش��ت ب��اش��د. ن��ی��م�گ��روه ی��ک (G, �) ک��ن��ی��د ف��رض .٧.١.١ م��ث��ال


f : G×G× ...×G︸ ︷︷ ︸

nب��ار

−→ G

(x۱, ..., xn) 7−→ x۱ � x۲ � ... � xn

م��ی�ب��اش��د. n-ت��ای��ی گ��روه ن��ی��م ی��ک (G, f) ص��ورت ای��ن در

اث��ب��ات.
زی��را اس��ت، ت��ع��ری��ف خ��وش f

∀xn۱, y
n
۱ ∈ G, (x۱, ..., xn) = (y۱, ..., yn)

⇒ x۱ = y۱, x۲ = y۲, ..., xn = yn

⇒ x۱ � x۲ � ... � xn = y۱ � y۲ � ... � yn

⇒ f(x۱, x۲, ..., xn) = f(y۱, y۲, ..., yn).

زی��را اس��ت، ش��رک��ت�پ��ذی��ر f

∀i, j ∈ {۱,۲,..., n} ; f(xi−۱
۱ , f(xn+i−۱

i ), x۲n−۱
n+i

)
= x۱ � x۲ � ... � xi−۱ � (xi � xi+۱ � ... � xn+i−۱) � xn+i � ... � x۲n−۱
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= x۱ � x۲ � ... � xj−۱ � (xj � xj+۱ � ... � xn+j−۱) � xn+j � ... � x۲n−۱

= f(xj−۱
۱ , f(xn+j−۱

j ), x۲n−۱
n+j ).

زی��را اس��ت، ش��رک��ت�پ��ذی��ر ٣.١.١ م��ث��ال در π۱ n-ت��ای��ی ع��م��ل .٨.١.١ م��ث��ال

∀i, j ∈ {۱,۲, . . . , n} ; π۱
(
xi−۱
۱ , π۱(x

n+i−۱
i ), x۲n−۱

n+i

)
= π۱(x

i−۱
۱ , xi, x

۲n−۱
n+i ) = x۱.

ی��م دار ه��م��چ��ن��ی��ن

π۱
(
xj−۱
۱ , π۱(x

n+j−۱
j ), x۲n−۱

n+j

)
= π۱(x

j−۱
۱ , xj, x

۲n−۱
n+j ) = x۱.

ب��ن��اب��رای��ن

π۱
(
xi−۱
۱ , π۱(x

n+i−۱
i ), x۲n−۱

n+i

)
= π۱(x

j−۱
۱ , π۱(x

n+j−۱
j ), x۲n−۱

n+j ).

�ر ه� �رای �رب� گ� ا .i ∈ {۱,۲, ..., n} و �د �اش� ب� �ی �ای� n-ت� وار �روه گ� �ک ی� (G, f) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٩.١.١ �ف �ری� �ع� ت�
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود z ∈ G ع��ن��ص��ر x۰, x۱, x۲, ..., xi−۱, xi+۱, ..., xn ∈ G

f(xi−۱
۱ , z, xni+۱) = x۰ (١.١)

�ا �ت� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� را (١.١) �ه �ادل� �ع� م� �م. �ی� �ام� ن� i-ام �ان �ک� م� در �ر �ذی� پ� �ل ح� �ا ی� �ر �ذی� پ� �ل i-ح� را (١.١) �ه �ادل� �ع� م� �اه �گ� آن�
ب��اش��د. ی��ک��ت��ا ج��واب دارای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م i-ح��ل�پ��ذی��ر

�رای ب� (١.١) �ه �ادل� �ع� م� �ر گ� ا �م �ی� �ام� ن� �ی �ای� n−ت� �روه گ� �ه �ب� ش� ی��ک را (G, f) �ی �ای� n-ت� وار �روه گ� .١٠.١.١ �ری��ف �ع� ت�
پ��ذی��رب��اش��د. i-ح��ل ی��ک��ت��ا ط��ور ب��ه ،i ∈ {۱,۲, ....n} ه��ر

ب��اش��د. پ��ذی��ر ش��رک��ت f ه��رگ��اه ن��ام��ی��م n−ت��ای��ی گ��روه ی��ک را (G, f) n-ت��ای��ی گ��روه ش��ب��ه

ج��ای��گ��ش��ت ه��ر و an۱ ∈ G ه��ر ازای ب��ه گ��ر ا �ی��م ن��ام� پ��ذی��ر ت��ع��وی��ض را (G, f) n-ت��ای��ی گ��روه .١١.١.١ ت��ع��ری��ف
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ب��اش��د: ب��رق��رار زی��ر ت��س��اوی σ ∈ Sn

f(a۱, ..., an) = f(aσ(۱), ..., aσ(n)).

زی��را اس��ت، n-ت��ای��ی گ��روه ی��ک ٧.١.١ م��ث��ال در (G, f) n-ت��ای��ی گ��روه ن��ی��م .١٢.١.١ م��ث��ال

∀i, j ∈ {۱,۲, ..., n} ,∀x۰, x۱, ..., xi−۱, xi+۱, ..., xn ∈ G

∃z = x−۱
i−۱ � x−۱

i−۲ � ... � x−۱
۱ � x۰ � x−۱

n � x−۱
n−۱ � ... � x−۱

i+۱

ک��ه ط��وری ب��ه

f(xi−۱
۱ , z, xni+۱) = x۱ � ... � xi−۱ � z � xi+۱ � ... � xn

= x۱ � ... � xi−۱ � (x−۱
i−۱ � x−۱

i−۲ � ... � x−۱
۱ � x۰ � x−۱

n � x−۱
n−۱ � ... � x−۱

i+۱) � xi+۱ � ... � xn

= x۱ � ... � xi−۲ � (xi−۱ � x−۱
i−۱︸ ︷︷ ︸

=eG

�x−۱
i−۲ � ... � x−۱

۱ � x۰ � x−۱
n � x−۱

n−۱ � ... � x−۱
i+۲)

� x−۱
i+۱ � xi+۱︸ ︷︷ ︸

=eG

�... � xn

= x۱ � ... � xi−۲ � (x−۱
i−۲ � ... � x−۱

۱ � x۰ � x−۱
n � x−۱

n−۱ � ... � x−۱
i+۲) � xi+۲ � ... � xn

= ... = x۱ � (x−۱
۱ � x۰ � x−۱

n ) � xn = (x۱ � x−۱
۱︸ ︷︷ ︸

=eG

�x۰) � x−۱
n � xn︸ ︷︷ ︸
=eG

= x۰.

ش��ود. م��ی ن��ت��ی��ج��ه گ��روه در م��ع��ک��وس ع��ن��ص��ر ب��ودن ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر از z ب��ودن ی��ک��ت��ا

ک��ن��ی��م م��ی ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه (Zn,+) گ��روه روی را f n-ت��ای��ی ع��م��ل .١٣.١.١ م��ث��ال

∀xn۱ ∈ Zn; f(xn۱) = (x۱ + x۲ + ...+ xn). (mod n)

اس��ت) م��ث��ال١٢.١.١ از خ��اص��ی ح��ال��ت م��ث��ال اس��ت.(ای��ن n-ت��ای��ی گ��روه ی��ک (Zn, f) ص��ورت ای��ن در

�ر �ظ� ن� در �ا ب� �را زی� �ت. اس� �ی �ول� �م� �ع� م� �روه گ� �ک ی� (G, f) �ی �ای� n-ت� �روه گ� n = ۲ �ت �ال� ح� در .١۴.١.١ �ره �ص� �ب� ت�
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داری��م f = � گ��رف��ت��ن

[
� : G×G −→ G

(a, b) 7−→ f(a, b) = a � b

زی��را اس��ت، گ��روه ن��ی��م (G, �)

∀x۱, x۲, x۳ ∈ G; x۱ � (x۲ � x۳) = f
(
x۱, f(x۲, x۳)

)
= f

(
f(x۱, x۲), x۳

)
= (x۱ � x۲) � x۳.

ازای �ه ب� �ت، اس� �ی �ای� ۲-ت� �روه �ه�گ� �ب� ش� (G, f) �ه �ک� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �را زی� �ت، اس� �ی �ث� �ن� خ� �و �ض� ع� دارای (G, �)
z ∈ G �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �واب ج� دارای f(z, x۰) = x۰ و f(x۰, z) = x۰ �ای �ه�ه� �ادل� �ع� م� x۰ ∈ G �ر ه�

ی��ع��ن��ی م��ی�ب��اش��د؛ x۰ � z = x۰

z � x۰ = x۰

اس��ت. (G, �) خ��ن��ث��ی ع��ن��ص��ر z = e ب��ن��اب��رای��ن
زی��را دارد. وارون ع��ن��ص��ر (G, �)

∀x ∈ G, ∃!z ∈ G;

f(x, z) = e

f(z, x) = e

⇒

x � z = e

z � x = e

.z = x−۱ ن��ت��ی��ج��ه در

در �د. �اش� ب� G از �ی �ه� �ات� ن� �ۀ �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� H و �ی �ای� n-ت� �روه گ� �ک ی� (G, f) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۵.١.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��ن��د: ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط ه��رگ��اه ن��ام��ی��م G n-ت��ای��ی زی��رگ��روه ی��ک را H ص��ورت ای��ن

ی��ع��ن��ی ب��اش��د، ب��س��ت��ه f n-ت��ای��ی ع��م��ل ت��ح��ت H آ)

∀(x۱, ..., xn) ∈ Hn; f(x۱, ..., xn) ∈ H,

�د �اش� ب� xi ∈ H �واب ج� دارای f(bi−۱
۱ , xi, b

n
i+۱) = b �ۀ �ادل� �ع� م� bi−۱

۱ , bni+۱, b ∈ H �ر ه� ازای �ه ب� ب)
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.(∀i ∈ {۱,۲, ..., n})

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان اث��ب��ات ب��دون n-ت��ای��ی گ��روه�ه��ای در را زی��ر ق��ض��ی��ه�ه��ای

�ی �ک� ی� �ل �داق� ح� �ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا �ت اس� �ی �ای� n-ت� �روه گ� ی��ک (G, f) �ای��ی n-ت� �روه�وار گ� [١٣] .١۶.١.١ �ه �ی� �ض� ق�
ب��اش��د ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط از

i = n ازای �ه ب� (١.١) �ۀ �ادل� �ع� م� و �د �ن� ک� �دق ص� �ر �ذی� پ� �ت �رک� (٢و١)-ش� �رط ش� در (G, f) �ی �ای� n-ت� �روه�وار گ� آ)
ب��اش��د، ح��ل ق��اب��ل i = ۱ ب��رای ی��ک��ت��ا ط��ور ب��ه و

�ور ط� �ه ب� و i = ۱ ازای �ه ب� (١.١) �ۀ �ادل� �ع� م� و �د �ن� ک� �دق ص� �ر �ذی� �ت�پ� �رک� n)-ش� − ۱ (nو �رط ش� در (G, f) ب)
ب��اش��د، ح��ل ق��اب��ل i = n ب��رای ی��ک��ت��ا

ص��دق وi)-ش��رک��ت�پ��ذی��ر i+ ۱) ش��رط در (G, f) ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ای i ∈ {۱, ..., n} ج)
ب��اش��د. ح��ل ق��اب��ل i = n ب��رای ی��ک��ت��ا ط��ور ب��ه و i = ۱ ازای ب��ه (١.١) م��ع��ادل��ۀ و ک��ن��د

�رای ب� �ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا �ت اس� �ی �ای� n-ت� �روه گ� �ک ی� (G, f) �ی �ای� n-ت� �روه گ� �م �ی� ن� [٢] .١٧.١.١ �ه �ی� �ض� ق�
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د م��وج��ود xn−۱

k+۱ ، yn−۱
k+۱ ∈ G ع��ن��اص��ر ،ak۱ ∈ G ه��ر و k ∈ {۱, ..., n−۲}

∀b ∈ G; f(ak۱, x
n−۱
k+۱ , b) = f(b, yn−۱

k+۱ , a
k
۱) = b.

ج��ب��ری اب��رس��اخ��ت��اره��ای ٢.١

ش��ود. م��ی م��رب��وط ع��ن��ص��ر ی��ک ن��ات��ه��ی، م��ج��م��وع��ه ی��ک ع��ن��اص��ر از ٢-ت��ای��ی ه��ر ب��ه ع��م��ل، ت��ع��ری��ف در ک��ه دان��ی��م م��ی
اب��رع��م��ل ده��ی��م، ن��س��ب��ت را آن از ن��ات��ه��ی ای زی��رم��ج��م��وع��ه م��ج��م��وع��ه، ی��ک از ع��ن��ص��ر دو ه��ر ب��ه ت��ع��ری��ف ای��ن در گ��ر ا

داش��ت. خ��واه��ی��م را
اس��ت. ش��ده اس��ت��ن��اد [٢٧] و [١٩] م��رج��ع از ب��خ��ش ای��ن م��ث��ال�ه��ای و ت��ع��اری��ف

H ن��ات��ه��ی ه��ای زی��رم��ج��م��وع��ه ت��م��ام م��ج��م��وع��ه P ∗(H) و ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک H ک��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١ ت��ع��ری��ف
ن��گ��اش��ت ص��ورت ای��ن در ب��اش��د.

◦ : H ×H −→ P ∗(H)

ش��ود. م��ی ن��ام��ی��ده وار اب��رگ��روه ی��ک (H, ◦) ج��ف��ت و H روی اب��رع��م��ل ی��ک
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ک��ن��ی��م م��ی ت��ع��ری��ف آن��گ��اه Hب��اش��ن��د، از ه��ای��ی Bزی��رم��ج��م��وع��ه Aو گ��ر ا .٢.٢.١ ن��ک��ت��ه

A ◦B =
∪

a∈A,b∈B

(a ◦ b),

x ◦ A = {x} ◦ A,

A ◦ x = A ◦ {x}.

ب��اش��د، پ��ذی��ر ش��رک��ت ” ◦ ” اب��رع��م��ل گ��ر ا ش��ود، م��ی �ی��ده ن��ام� اب��رگ��روه �ی��م ن� (H, ◦) وار اب��رگ��روه .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف
ی��ع��ن��ی

∀a, b, c ∈ H; a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c.

ه��رگ��اه ش��ود م��ی ن��ام��ی��ده اب��رگ��روه ش��ب��ه (H, ◦) وار اب��رگ��روه .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

∀a ∈ H; a ◦H = H ◦ a = H.

اس��ت. م��ع��روف ت��ک��ث��ی��ر اص��ل ب��ه ش��رط ای��ن

�ر ه� ازای �ه ب� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �د �ن� ک� �ی م� �دق ص� �ر �ی� �ث� �ک� ت� �ل اص� در (H, ◦) وار �روه گ� [١٠] .۵.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د م��وج��ود u, v ∈ H ع��ن��اص��ر ،a, b ∈ H

b ∈ a ◦ u, b ∈ v ◦ a.

ب��ره��ان.

ی��م: دار a ◦H = ∪x∈Ha ◦ x ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در .a ◦H = H ک��ن��ی��م ف��رض (⇐

∀b ∈ H, ∃u ∈ H s.t. b ∈ a ◦ u

. b ∈ v ◦ a داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه

∀b ∈ H, ∃u ∈ H s.t. b ∈ a◦u. : ف��رضک��ن��ی��م (⇒



ن��ی��ازه��ا١٣ پ��ی��ش

زی��را ،b ∈ a ◦H ص��ورت ای��ن در

a ◦H = ∪x∈Ha ◦ x.

.H ⊆ a ◦Hب��ن��اب��رای��ن
a ◦H = H ◦ a = Hپ��س .H ⊆ H ◦ a داد ن��ش��ان ت��وان م��ی م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه

ب��اش��د. اب��رگ��روه ش��ب��ه و اب��رگ��روه ن��ی��م ه��رگ��اه ن��ام��ی��م اب��رگ��روه را (H, ◦) وار اب��رگ��روه .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ر زی� �ورت ص� �ه ب� H روی را ” ◦ ” �ای��ی دوت� �ل �م� �رع� اب� �ت. اس� �روض �ف� م� H = {a, b} �ه �وع� �م� �ج� م� .٧.٢.١ �ال �ث� م�
م��ی�ک��ن��ی��م: ت��ع��ری��ف

a ◦ a = {a} b ◦ a = {a, b}

a ◦ b = {b} b ◦ b = {a, b}

اس��ت. اب��رگ��روه ی��ک (H, ◦) ص��ورت ای��ن در

اث��ب��ات.

 (a ◦ b) ◦ a = {b} ◦ a = {a, b}

a ◦ (b ◦ a) = a ◦ {a, b} = (a ◦ a) ∪ (a ◦ b) = {a} ∪ {b} = {a, b}

=⇒ (a ◦ b) ◦ a = a ◦ (b ◦ a).

اس��ت. اب��رگ��روه ,H)ن��ی��م ◦) ک��ه م��ی�رس��ی��م ن��ت��ی��ج��ه ای��ن ب��ه م��ش��اب��ه ب��ط��ور م��وارد ب��ق��ی��ه ب��ررس��ی ب��ا
ی��م دار ه��م��چ��ن��ی��ن

H ◦ a = {a, b} ◦ a = (a ◦ a) ∪ (b ◦ a) = {a} ∪ {a, b} = {a, b} = H,

a ◦H = a ◦ {a, b} = (a ◦ a) ∪ (a ◦ b) = {a} ∪ {b} = {a, b} = H.

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �روه �رگ� اب� �ه �ب� ش� (H, ◦) پ��س . H ◦ b = H, b ◦H = H داد �ان �ش� ن� �وان �ت� �ی� م� �ه �اب� �ش� م� روش �ه ب�


