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 چکیده:

 

به  ،هستند نماییو 3درجه  یها  چند جمله اینمایی اسپلاین ترکیبی بر اساس توابع  2،4،6روشهای مرتبه 

خطی و غیر خطی مرتبه چهارم بدست آمده اند. مرزی  مقداریدو نقطه ای  ئله منظور پیدا کردن تقریب مس

روش تواند برای افزایش مرتبه دقت می  نماییبخش  kبدین وسیله نشان داده شده است که پارامتر آزاد 

هایی عددی برای موارد خطی و غیر خطی برای  جدید استفاده شود. تحلیل همگرایی این روشها با مثال

 هاآورده شده اند. کاربرد این روش و نمایش مفید بودن

 می باشد. [33]این پایان نامه اساسا مبتنی بر مرجع 

 

 

 

 

 :متغیر ها و واژه های کلیدی

Exponential………………………………………………………………………….…نمایی 

Quintic  spline………………………………………………………………اسپلاین مرتبه پنجم 

Finite difference…………………………………………………………….…..تفاضل متناهی 

Two-point boundary value  problem…………………………..…مسئله مقدار مرزی دو نقطه ای 

Error bound………………………………………………………………..……….کران خطا 
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 هقدهو:

 :می گیریمغیر خطی زیر را در نظر مقدار مرزی دو نقطه ای  ئلهمس

𝑦 4    𝑥 𝑦              𝑥  [   ]                 (I) 

 شرایط مرزی زیر همراه با 

𝑦     1  𝑦 1      2  0        𝑦 2      1  𝑦 3      2  0       

 

مرتبه چهارم مرزی مقدار ائل متناهی هستند. مس ابت های حقیقی ث   2 1  برای      و          در آن که

جریانات ریاضی  در سالهای اخیر توجه زیادی را به خود معطوف کرده اند. این گونه مسائل درمدلهای

به  به وجود می آیند.  تغیر شکل شعاع ها و انحنای صفحه در بررسیویسکو الاستیک  و غیر الاستیکی،

 خطی           برای مسئلهباشد  ،   وپیوسته  حقیقی       روی     𝑥 𝑦  کهکنیم  فرض می   [34,30]

  𝑥 𝑦    𝑥    𝑥 𝑦  ، تحلیلی مسئله  جواب  د.نباش پیوسته      روی           و   توابع     

(I )- (IIبا )منحصر به و  جوابوجود .]29[قابل دستیابی نیست            و   برای  دلخواهانتخاب  هر

 .بررسی شده است ]26,29[ در مراجع ( II) -( Iمسئله )جواب  فرد بودن 

( Iمسایل مقدار مرزی ) جواب معادلات دیفرانسیل اطلاعاتی کمی درباره  در منابع موجود حل عددی برای

( با استفاده از روش II) -( Iتحقیقی در مورد حل عددی مسایل ) ]26[ ثمانیعتیون و  .ارد( وجود دIIو )

 ه کردند. ئارا 5درجه  اسپلاین چند جمله ایروش روش تیر اندازی و  هی، اهای تفاضل متن

 رونگ کوتاه مرتبه چهارمروش  مبنی براصلاح شده  تیر اندازیروش تفاضل متناهی و  ]29[ ثمانیعهمچنین 

پیدا کردن  مورد بحث قرارداده است. از طرف دیگر، همان متون دراین زمینه روشهای متعددی برای    را

 فرموله شده اند دارد.  2و1مرزی شامل مشتقهای مرتبه شرایط  انواع دیگری از  با( Iمسئله ) یتقریبجواب 
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   روشهای همگرایی مرتبه ]18و17[ رمو صدیقی و اک ]15[، رشید نیا، گل بابایی ]29و27[ مانیعثبرای مثال 

توابع اسپلاین چند جمله ای  ئله مقدار مرزی دو نقطه ای به ترتیب  با استفاده از مس برای جوابرا  4و 2

مبنی روش همگرایی مرتبه دوم را  ]6و5[ شالسعید و همکارانبدست آوردن و تحلیل کردند.  6و 5و 4درجه 

 تخمین زدند.  4 مرتبه  مانعی لئمسا جواببرای  4و 3 هاسپلاین چند جمله ای مرتب توابعبر

حل که به فرم زیر می باشد     خطی که شامل یک پارامتر مسئله مقداری مرزی مرتبه چهارم اسکات و واتز 

 کردند:

𝑦 4   1    𝑦 2   𝑦   1  
1

2
 𝑥2     0  𝑥  1 

 : با شرایط مرزی

  0  0        1  0  1            1  1 5       1           1  1  1       1    

را  چهار  مرتبه محلی اسپلاین روشهای بهینه هم  [34] ژو .]16[، 1975در سال  متعامد سازیبا استفاده 

یک  هم محلی  روشدو  منجربه وجود آوردن  که   hojghg روش مبنی برعددی این مسئله  جواببرای 

روش مرتبه دوم  ]31[ وندال و همکارانشد، معرفی کردند.  چهار مرتبه  بهینه  پلاینگامی اسو سه  گامی

مبنی بر تابع اسپلاین  اول های مشتقشامل  ( با شرایط مرزیIجدیدی را برای حل مسائل مقداری مرزی )

رتبه مقداری مرزی م ئله مس از یک دسته ]24و 23[همکاران اج و سروردند. آبه وجود  غیر چند جمله ای

حل  با استفاده از توابع اسپلاین غیر چند جمله ای  راو مسئله مقدار مرزی دو نقطه ای  مرتبه چهارم سوم 

برای اسپلاین غیر چند جمله ای  مبنی بر چندین روش را  ]32[ زهراو  ]14و12[ رمضان و همکارانکردند. 

               6و  4و2 مقداری مرزی مرتبه هایل ئعددی مسا حلمنظوره ب 6و 4و2تولید روشهای همگرای مرتبه های 

بدست آوردند. خانواده ای از روش ها بر اساس روشهای  تربالا اتبمسایل مقداری مرزی مرهمچنین و 

برای  توسعه داده اند. شرودینگرمعادله دارای دقت های مختلف برای حل  گامیچند  نماییمناسب مثلثاتی و 

 .] 23-19 [   و ]7,10,11 [ الات و مراجع آنها مراجعه کنیم جزییات بیشتر می توانم به مق
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 نمایی به فرم که مبنی بر یک تابع اسپلاین جدید  اسپلاینیساخت روش پایان نامه هدف این 

              𝑘𝑥     2 𝑥    2    با 𝑥  ∑   𝑥
   2

  0 درجه از ولی که یک چند جمله ای معم   

به دست را برای روشهای عددی به منظور  نمایی یک قسمت است، می باشد. همچنین می خواهیم 2  

 .( بدست آوریم II) -( I) ئله مس جواب برای  هموارهای  تقریب آوردن 

کامل چبیشف یک فضای  span =   {          𝑥 𝑥2 𝑥3   𝑥 1}فضای     [9]بر اساس    

 یک بخشی از آن یک که اسپلاین  تقریب ایجادامکان  بنابراین به وجود می آورد.      را روی   گسترده

فرمی  حاضرپایان نامه در  ارائه شده  اسپلاین. تابع  ، وجود دارد است نمایی  بخشی دیگرچند جمله ای و 

می  می باشد که رامتر آزاد  اپیک   𝑘که در آن  دارد، 5= span  {         𝑥 𝑥2 𝑥3 1}   به شکل 

         .یا کاملا" فرضی باشد و برای افزایش دقت روش از آن استفاده می شود حقیقیتواند 

𝑥  𝑥 بازه ی  زیربنابراین در هر  𝑥  1  داریم : 

 5       {1 𝑥 𝑥2 𝑥3  𝑘𝑥   𝑘𝑥}    

 یا

 5       {1 𝑥 𝑥2 𝑥3    𝑘𝑥     𝑘𝑥}  

 یا

 5       {1 𝑥 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5} 

  )    0   که زمانی(

آن  جوابرا دارد. برای مثال وقتی  بیمزایای خو ]26[این رویکرد در مقایسه با روش های تفاضل متناهی 

نقاط شبکه ای بدست آمده است. این موضوع اسپلاین بین  نیاز برای درون یابی طلاعات موردا ،محاسبه شد

نیاز است، اهمیت پیدا می       بازه ی مختلف  موقعیت هایمرزی مسئله در  دارمقمسئله  جوابوقتی که 

 کند.
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به دست می دهد، بلکه برای       رای های پیوسته ب این رویکرد نه تنها برتری در جهت تقریب

 تمایز   همچنین  انتگرال را بدست می دهد. حدودبرای هر نقطه از  ،مشتقهای بالاترو     2   و     1    

 ترکیبی از اسپلاین های نمایی با اسپلاین های چند جمله ای است.

 :زیر تقسیم بندی می شود صورتبه  پایان نامه این 

 .بندی و آنالیز خطا خواهیم پرداختو فرمول   نمایی اسپلاین به معرفی  2 فصل در 

 .مبتنی بر اسپلاین نمایی فوق ارائه و فرم ماتریسی آن را بیان می کنیمروش  3 فصلدر 

 . شده است ه داد نشان ششم ،و چهارم دوم ،مرتبه  روش هایگرایی ه تحلیل 4فصل در 

 .ند برای نمایش قابلیت به کارگیری و دقت آورده شده ا،نتایج عددی  5 فصلدر 

 تخصیص داده شده است. حاصله یبه نتیجه گیری روشها 6 قسمتدر و سرانجام 
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 فصل اًل

 

 تعاریف اًلیو
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 :تابع هذلولوی[1]:1.1تعریف 

 

 

 

گیریم که در این صورت  را در نظر می  الساقین متساوی  هذلولی در تعریف این توابع، منحنی سمت راست

 : و در یک رابطه کلی خواهیم داشت y = sinh aو  x = cosh a داریم:

    2 𝑥      2 𝑥  1 

 

پرکاربرد  توابع از هذُلولی یا توابع هذُلولوی یا  (Hyperbolic) هایپربولیک یا توابع هیپربولیک

است، با این تفاوت که خطوط مثلثاتی با توجه  مثلثات ط حاکم بر آن شبیهباشند که رواب می ریاضیات در

شود ولی توابع هذلولوی )هذلولی( با توجه  باشد تعریف می ای که شعاع آن واحد می دایره به

گر توابع را هستند که دی cosh و sinhای آن  های پایه گردد. از تابع الساقین تعریف می متساوی هذلولی به

 سازند. می tanhمانند 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%87%D8%B0%D9%84%D9%88%D9%84%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C%D8%A7%D8%AA
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AB%D9%84%D8%AB%D8%A7%D8%AA
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D8%A7%DB%8C%D8%B1%D9%87
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%87%D8%B0%D9%84%D9%88%D9%84%DB%8C
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hyperbolic_functions.svg?uselang=fa
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شوند. همانند  ظاهر میبسیار  معادله لاپلاس خطی و همچنین معادلات دیفرانسیل ،انتگرالهااین توابع در

نمایش داده  argو  arc توابع مثلثاتی که دارای معکوس اند، این توابع نیز دارای معکوس اند و با پسوندهای

 arcsinhشوند. مانند:  می
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2
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 2  1
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 2  1

 2  1
 

    𝑥  
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2

      
 

    𝑥  
1

    𝑥
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http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%AA%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A7%D8%AA_%D8%AF%DB%8C%D9%81%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%B3%DB%8C%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87_%D9%84%D8%A7%D9%BE%D9%84%D8%A7%D8%B3
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، مجموعه تمام توابع   [   ]Cرا با  [   ]مجموعه ی تمام توابع پیوسته بر بازه  :[2]:  1.2تعریف  

مرتبه مشتق پذیر بر بازه ی   و ... مجموعه تمام توابع  1  [    ]را با [   ]مشتق پذیر بر بازه ی 

 [   ]و همچنین مجموعه ی تمام توابع بی نهایت مرتبه مشتق پذیر بر بازه ی     [    ]را با    [   ]

  و یا             داشته باشیم   [   ]نشان می دهیم. ممکن است در بازه ی     [    ]را با 

 توجه داشته باشیم  که      

 

  [    ]      2[    ]    1[    ]    C[   ]                                    1  6    

  

، همواره تابعی   (  روابط زیر مجموعه ای به طور محض برقرارند زیرا برای هر عدد طبیعی 6-1در )

 تعلق نداشته باشد. [    ]  باشد در حالیکه به     [    ]1   موجود است که متعلق به  

 

 :اسپلاین[3]:  1.3تعریف 

در گذشته انسانها در طول شبانه روز زمان را با استفاده از ساعت های خورشیدی ،آبی ،شنی تقریب می 

که چندان دقیق نبوده و بعد ها با اختراع چرخ دنده ساعت های کوکی اختراع شدند که اینها نیز از  زدند

 دقت قابل قبولی برخوردار نبودند و همراه با خطا بودند.

علم و ساخت ساعت های باطری دار اتمی این مشکل تا حد زیادی برطرف گردید به  بعدها با پیشرفت

نحوی که این ساعت ها بیشترین دقت و کمترین خطا را دارا باشند یعنی در هر هزار سال یک ثانیه خطا 

 دارند.

 



11 
 

و خطا را ریاضی دانان نیز تلاش می کنند برای حل مسائل راه حلی ارائه دهند که دقت را افزایش داده 

کاهش می دهند یعنی برای حل مسائلی که جواب واقعی ندارند یک جواب تقریبی با بیشترین دقت و 

اغلب پدیده های علمی و مهندسی با انتقال از یک محیط به یک محیط  کمترین خطا را بدست آورند.

 دیگر اندازه گیری می شوند.

 ابع تکه ای پیوسته بهتر می توان نشان داد.داده های بدست آمده از این اندازه گیری را با یک ت

این نوسان ممکن  درونیابی با استفاده از چند جمله ای با درجه بالا نوسان آن هاست.  یکی از مشکلات

 است باعث دور شدن چند جمله ای درونیاب در بازه درونیابی شود.

به چند زیر بازه و تشکیل چند  درونیابی   یکی از راه  های حل این مشکل عبارت است از تقسیم بازه

این نوع تقریب را درونیابی تکه ای  جمله ای های تقریب با درجه پایین روی هر یک از زیر بازه ها،

 چند جمله ای می گویند.

با      Sیک تابع  نظیر        1  0 با نقاط گره ای  nتابع اسپلاین درجه یک : [3]: 1.4تعریف

 مشخصات زیر است.

0،   [1      ]ازه ی در هر زیر ب <  <    ،S      ام است. یک چند جمله ای از درجه 

𝑆 𝑥   پیوسته هستند.  [   ]آن در بازه ی    1   و مشتقات مرتبه اول تا مرتبه 

توجه داریم که برعکس یک چند جمله ای درونیاب ،درجه یک  اسپلاین با افزایش تعداد نقاط زیاد نمی 

 الت درجه ثابت می ماند در عوض تعداد تکه ها را افزایش می دهیم.شوند. در این ح
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را درونیابی می  [   ]در   𝑢 𝑥،تابع  [   ]2 از دسته    𝑆𝑖 𝑥 3تابع اسپلاین درجه  : [3]:1.5تعریف

 کند بطوریکه :

 است. 3یک جند جمله ای درجه    𝑆𝑖 𝑥،  [1      ] در هر بازه ی •

 پیوسته هستند.  [   ]در بازه    𝑆𝑖 𝑥اول و دوم مشتقات  •

 

          درونیابی می کند   [   ]را در      Uتابع    𝑆𝑖 𝑥 تابع کوانتیک اسپلاین  : [2553] :1.6تعریف 

 به طوریکه    

 باشد. 5یک جند جمله ای در جه    𝑆𝑖 𝑥، [1      ]در هر بازه -1 •

 پیوسته باشند.  [   ] در   𝑆𝑖 𝑥، سوم و چهارم  مشتقات اول ،دوم-2 •

 

S ) تابع اسپلاین: [2553]:1.7تعریف
i
(x, 𝜏  تابع   [   ]2 از دسته ی ،U      را در نقاط شبکه ای

{𝑥𝑗}     درونیابی می کند که وابسته می شوند به یک پارامترτ  

 که 3و اسپلاین درجه 

𝑆𝑖 𝑥    تقلیل می دهند وقتی که:  [   ]را در بازه ی 

Ʈ        0    

 که این تابع اسپلاین مکعبی پارامتری نامیده می شود.

 را در نقاط شبکه ای    U تابع  [   ]4 دسته  از  Si(x, 𝜏) تابع[2553] :  :1.8تعریف

 {𝑥𝑗} ،𝑗  5ین درجه و اسپلا τدرونیابی می کند که وابسته می شوند به یک پارامتر         3 2 1 

 معمولی که:

𝑆       تقلیل می دهند.  [   ]را در بازه ی 

 پارامتری نامیده می شود. 5که این یک تابع اسپلاین درجه    Ʈ    0وقتی که 
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 طبیعی: 3اسپلاین درجه [3] 1.9تعریف 

 باشد .  [   ]یک تابع حقیقی تعریف شده بر بازه ی    فرض کنیم  

 را درنظر می گیریم. 1-1نقاط داده جدول 

 

𝒙  … 𝒙  a=𝒙  x 

F(𝒙 ) …
 F(𝒙 ) F(x) y 

 

 
 

 درونیابی برای  توانمندی ابزار آنها ،زیرا هستند اسپلاین توابع مشهورترین 3 درجه اسپلاین توابع

 باشیم داشته درونیابی برای عددی هموار تابع یک اگر چنین وهم باشند می عددی گیری مشتق هموارو

 .باشند می تر دقیق حاصل درونیابی هم و است تر مناسب هم 3 درجه های اسپلاین از استفاده آنگاه

 . سازیم می جدول نقاط برای 2 تعریف در شده داده شرایط به توجه رابا  𝑆  (x) 3 درجه اسپلاین اکنون

 صورت به   𝑆 𝑥 اسپلاین  [𝑥 ,𝑥  1] ی بازه هر در منظور این برای

 : 
 

𝑆𝑖 𝑥    𝑖    𝑖 𝑥   𝑥 𝑖    𝑖 𝑥   𝑥 𝑖 
2  𝑑𝑖 𝑥   𝑥 𝑖 

3  1  1  
 

 

 

 در نظر می گیریم که ظرایب آن مجهول هستند ،برای راحتی قرار می دهیم: 

ℎ𝑖   𝑥𝑖  1 – 𝑥𝑖 
  𝑆 𝑥𝑖    𝑥𝑖باید داده ها را درونیابی کند پس     𝑆 𝑥چون ،  

 𝑖     𝑥𝑖    𝐼  1 2    
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 در گره ها داریم:    𝑆 𝑥از پیوستگی 

 𝑆  1 𝑥  1 =𝑆𝑖 𝑥  1   

 پس

   1    𝑖   𝑖ℎ𝑖   𝑖ℎ𝑖
2  𝑑𝑖ℎ𝑖

3              𝑖   1 2    1                          1  2  

 

 :( خواهیم داشت1-1با مشتق گیری از عبارت )

𝑆𝑖
 1  𝑥     𝑖  2 𝑖 𝑥  𝑥𝑖  3𝑑𝑖 𝑥  𝑥𝑖 

2 

𝑆𝑖
 2  𝑥    2 𝑖  6𝑑𝑖 𝑥  𝑥𝑖 

2                                                                                      (1-3) 

                       

𝑆  از پیوستگی
 1  𝑥   داریم: 

𝑆 
 1  𝑥𝑖    𝑆  1

 1  𝑥                      

 :(1-3) از آنجا

 

 𝑖      1  2   1ℎ  1  3𝑑  1ℎ  1
2

 

 

Sبه طور مشابه از پیوستگی 
2

(x)  :در گره ها داریم 

𝑆𝑖
 2  𝑥𝑖   𝑆  1

 2  𝑥𝑖  

 لذا

 𝑖      1  3𝑑  1ℎ  1   

(1-4)  

𝑖رابطه فوق با   ه صورت  :ب  𝑖به جای   1 

   1    𝑖  3𝑑𝑖ℎ𝑖           
                                                                                                               (1-5) 

𝑑( برای 1-5با حل)
i  ( داریم:1-2و جایگذاری در ) 

  =  
1

  
    1      

  

3
    1  2   1     1  6  

  

   1  
1

   1

       1  
   1

3
    2   1                                                            (1-7) 
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 ( داریم:1-3و جایگذاری در ) )1-4به طور مشابه با حل )

 

 𝑖      1   ℎ  1  𝑖     1                            𝑖  1 2    1                    (1-8) 

 ( داریم:1-4( و)1-7( و)1-8در نهایت با ترکیب )

 

ℎ  1   1   𝑈     ℎ𝑖   1   𝑈𝑖             
              𝑖  1 2    1          1  9  

  

 که در آن

  𝑈𝑖  2 ℎ  1  ℎ𝑖      

                      

 𝑉𝑖  3 𝑤  𝑤  1                             Wi
= 

1

  
    1      

 

 معادله هستند پس دو شرط دیگر لازم است.  2  متغییر و    ( یک دستگاه خطی با 1-4رابطه )

رد که مبتنی بر مقدار مشتق دوم در نقاط انتهایی می چند انتخاب ممکن برای این دو شرط اضافی وجود دا

   باشد ساده ترین انتخاب  

                                 (10-1)                                                                 𝑆
 2  𝑥    𝑆

 2  𝑥1   

 که به یک اسپلاین درجه سه طبیعی منجر می شود.

 معادله جدید را بدست می آوریم:  ( دو1-10از )

 

     1  0                           0             (1-11)  
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AX(  با هم یک دستگاه  معادلات سه قطری  1-11( و)1-9)  معادلات   تشکیل می دهند که در آن:     

 

 

 

A=*
1

ℎ1     

⋮

0

2𝑢2

⋮
 

ℎ2

   ⋮      
ℎ  2

⋮
2𝑢  1       

0

⋮
ℎ  1

1

+ 

 

,b= *

0

𝑣2

⋮
𝑣  1

+      ,      X= *

 1

⋮
   1
  

+ 

 

A  اکیدا غالب قطری است پس دستگاه فوق از یک روش حذفی بدون هیچ محور گیری حل می گردد پس از

 ضرایب اسپلاین : ها ، 𝑖 حل دستگاه به دست آمدن 

𝑆𝑖 𝑥     𝑖    𝑖 𝑥  𝑥𝑖     𝑖 𝑥  𝑥𝑖 
2   𝑑𝑖 𝑥  𝑥𝑖 

3 

 می توان با استفاده از روبط زیر محاسبه کرد.

  

  

 𝑖     𝑥𝑖  

  

3
    1  2            

 1

  
    1     = 𝑖 

𝑑𝑖= 
   1   

3  
 

ام   nجواب عمومی برای معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه    𝑦 𝑥ع حقیقی تاب:  [3]:1.10تعریف 

𝐹 𝑥 𝑦 𝑥   𝑦  𝑥   0   است.       2  1 پارامتر    با 
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m    AX      ،m در مسائل مقدار اولیه این پارامترها به وسیله ی مقدارهای   در یک    1    1 0 

برقرار باشد آن مسئله را مسئله   xیک نقطه  معین هستند .اگر این شرایط در بیش از     نقطه ثابت  

 مقدار مرزی می نامند.

 

 

 :5اسپلاین مرتبه : [2553]:   1.11تعریف 

را به  𝑥 افراز کنیم و نقاط گره ای  زیر بازه با گام مساوی    رابه  [     ]تعریف:فرض کنیم که در بازه 

 صورت زیر داشته باشیم .

∆ {  𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2  < 𝑥  1 < 𝑥   }        𝑥𝑖    𝑖ℎ        0  1   

 

 

 1          برای هر    1  1  که در آن 

درونیابی نموده  ودر شرایط زیر  [   ]را در بازه   𝑥  تابعی است که تابع      ∆  5تابع اسپلاین درجه 

 صدق می کند. 

 

 است . 5یک چند جمله ای از درجه   𝑠∆  1 [   1   ]در هر یک از زیر بازه های 

 پیوسته هستند.    [   ]در بازه     𝑠∆ 𝑥مشتق اول و دوم و سوم ، چهارم 

 داریم :  [ 𝑥  1 𝑥]صورت زیر در نظر می گیریم و در بازه ه را ب  𝑠∆ 𝑥  مشتق مرتبه چهارم تابع
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𝑠 
4 𝑥  

𝑥  𝑥

𝜆
   1  

     1

λ
f  z̅   1  𝑧   

 که در آن 

 

z̅  
    

λ
       z  

     1

λ
     f   ∆

4            f  1   ∆
4    1  

 

 

 

 را بدست آورد .  𝑠∆ 𝑋با انتگرال گیری از این رابطه می توان تابع اسپلاین 

 

 

 

 ∆
3    

       2

2λ
f  1   

      1 
2

2λ
F  A  

𝑠∆
3 𝑥  

 ℎ

2
𝑧̅    1   

ℎ

2
𝑧3𝐹     

𝑠∆
 2  𝑥  

ℎ2

6
 𝑧̅3   1   

ℎ2

6
 𝑧3     𝑧     

𝑠́∆ 𝑥  
 ℎ3

24
 𝑧̅4𝐹  1   

ℎ3

24 
 𝑧4𝐹   

  

2
𝑧2     𝑧     

𝑠∆ 𝑥  
ℎ4

120
𝑧̅5𝐹  1   

ℎ4

120
 𝑧5𝐹   

  

6
𝑧3  

  

2
 𝑧2    𝑧  𝐷𝑖  
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 شرط زیر استفاده نمود . 4ز می توان ا  𝑖    𝑖    𝑖   𝐷𝑖 برای محاسبه ثابت های انتگرال گیری 

𝑠∆     u 𝑥   u                                ́́∆     𝑢 ́  
́
𝑥    𝑢́́

i
=M

i
 

𝑠∆ 𝑥  1  𝑢 𝑥  1  𝑢  1                𝑠́́∆ 𝑥  1  𝑢́́ 𝑥  1  

= 𝑢́́
i-1

= M
i- 

𝑥    اگر  𝑥 ⇒ 𝑧  1   𝑧̅  0 

𝑥   اگر  𝑥  1 ⇒ 𝑧  0   𝑧̅  1 

 

𝑠∆ 𝑥  1  
𝜆4

120
 𝐹  1  𝐷  𝑈  1 ⇒ 𝐷  𝑈  1   

 𝜆4

120
𝐹  1 

𝑠  𝑥   
𝜆4

120
 𝐹    

 3

6
   

𝜆2

2
   ℎ  𝐷  𝑈  

𝑠́́  𝑥  1  
𝜆2

6
𝐹  1     𝑀  1 ⇒    𝑀  1  

𝜆2

6
𝐹  1 

𝑠́́  𝑥   
𝜆2

6
𝐹    ℎ     𝑀  ⇒    

𝑥  𝑥  1

𝜆
 

𝜆2

6
𝐹  1 

𝑠́́  𝑥   
𝜆2

6
𝐹    ℎ     𝑀  ⇒    

𝑥  𝑥  1

𝜆
 

𝜆2

6
𝐹  1 

𝑠  𝑥   
𝜆4

120
𝐹    

𝜆3

6
  𝑖 

𝜆2

2
   ℎ  𝐷  𝑢  

⇒
𝜆4

120
 𝐹  

𝜆3

6
*
𝑀   𝑀  1

𝜆
 

𝜆2

6
    1     +  

𝜆2

2
[𝑀  1 

 
𝜆2

6
 𝐹  1]    ℎ  𝑢  1  

𝜆4

120
𝐹  1   𝑢  
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 𝜆3

120
𝐹𝑖   

𝜆2

6
*
      1

𝜆
 

𝜆2

6
 𝐹  1  𝐹  +  

𝜆
2

⁄  

[𝑀  1  𝜆2

6
⁄  𝐹  1]  

𝑢  𝑢  1

𝜆
 𝜆3

120
⁄  𝐹  1 

   
 𝑢  𝑢  1 

𝜆
 

𝜆3

120
 𝐹  𝐹  1  𝜆2

6
⁄ [

      1

𝜆
 

𝜆2

6
 

    1     ]  
𝜆

2
⁄     

𝜆2

2
⁄  𝐹  1] 

   Ai , Bi , Ci , Diبا جایگزین کردن ثابت های انتگرال گیری 

  [ 𝑥  1   𝑥] بازهدر  5 اسپلاین درجه

 به صورت  زیر می یابیم :

 

      
λ4

120
z 5 F  1  

λ4

120
z5F  A 

z3

6
 B  

z2

2
   Z  D  

      
λ4

360
[q3 z f  q3 z̅ F  1]  

λ2

6
[q0 z M  q0 z̅ m  1]  zu  z̅u  1 

 

که در آن  

q3 z   3z5  10 z  7z 

q0 z   z3  z 
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 محاسبه کرد . [𝑥    𝑥  1]به همین ترتیب می توان تابع اسپلاین را در بازه 

 

   u  
 4

360
[q3 z F  1  q3 z̅ F ]  

 2

6
[q0 z m  1  q0 z̅ m ]  zu  1   z̅u  

z  
    

λ
       z̅  

   1   

λ
 

   و   𝑥  مجهولات  برای بدست آوردن

 از پیوستگی مشتقات مراتب اول و سوم تابع اسپلاین استفاده می کنیم .

 داریم:   𝑠  𝑥تابع  (k=1,3ام )k بنابراین با توجه به پیوسته بودن مشتقات مرتبه

  
    

     
    

           1   1   1 

 ́     
λ3

360
[ 15z4  30z2  7 F   15z 4  30z 2  7 F  1]  

λ
3⁄  

[(3z2  1)m   (3z2  1)m  1  
1

λ
 u  u  1 ] 

 ́   ̅   
 8

360
λ3F  

2λ

6
m  

1

λ
 u  

1

λ
u  1  

7

360
F  1  λ

6⁄  m  1 

 ́    
   

8

360
λ3F  

2 

6
 m  

1

 
u   

1

 
 u  1  

7

360
F  1  λ

6
⁄  m  1                             (12-1)  

 به همین ترتیب : 

 

 ́    
   

8

360
λ3F  

2 

6
m  

1

 
u  

1

 
u  1  

7

360
 f  1  

 

6
m  1                         ( 13-1 ) 

 

 

 

 


