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H ������ � ��	�
�

15����
 �� �5��"�� �
$� � ���) �$ �/L$ ��(*+' �� �� �����[� � \���L! �$ *+' 	�� ��

���BC " #���$% &D&
����� ��� �	 
	 �� 
��� ������� � ������ ����� 
	 ���� �� �������� �=� 2��:%

���� � !����� ������"	� ������ #���� �����

1/�� @/E ����L� �� x 
( ���� �$ �� 70� �L$�! 	�'�� �*
���
F�� ����L� *� �� j/(

�	
��
 ��������� �	���


$%�&� '� n �����  ��(�� ������"	� ������ >=� 2��:%

F (x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
, · · · , dny

dxn
) = 0

�	
F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0

�
)�

1���� ��9� *S��� 

k�� g� ���! ����L� *
���
F�� ����L� �� l����

������"	� ������ *+ ����� �% ������ 
	 %� ��,�� -��� .	��/�� ����� �=� 2��:%
������ �

'�0 �� ������"	� ������ ?=� 2��:%

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + · · · + an−1(x)y′ + an(x)y = Q(x)

���	�1 �  23 �%

��%�� �� ����4 [a, b] ��% !�� 5	��� 6���� �7�(8� Cm[a, b] 9� %�:�� @=� 2��:%
�
)� ��)��; '�m -���



G ������ � ��	�
�

��%�� x0 �2��  <	��(4 
	 %� �� ����  ��� � f(x) �1� =>%�?� � ��@AB A=� 3(BC
.	� �� -?��� x �2�� �4 %� �% f(x) 6��� $%�&�	� %� #���� '� (n + 1) ����� ��  ����� $�����

=
��� �	9 $%�&� *��� � # <	��(4

f(x) = f(x0) + hf ′(x0) +
1

2!
h2f ′′(x0) + · · ·

+
1

h!
f (n)(x0) +

1

(n + 1)!
hn+1f (n+1)(ξ)

=*+ %� ��
f (k)(x0) =

dkf

dxk
|x=x0

h = x − x0

�
)� x � x0 .�� �� �2�� ξ �

� 1dJe �$ /
�� m�9� 1&�(
$

O � o ������� ����


$%�&�	� %� #����� D C���� ����� �� D?�E� ��4����� �� 6��� �� g � f �1� �=� 2��:%
z ���� �� �%�2� ���� ����� ��,� δ > 0 � k 
�F� 
��G 
	 !�1�4 # f(z) = O(g(z)) H�	�1

�2��% #z0 �� 
	�I�  0�� !9���� �� ��4

∀z : |z − z0| < δ =⇒ |f(x)| ≤ k|g(x)|

�	
lim

z−→z0

|f(z)|
|g(z)| = k

����� %��A��



` ������ � ��	�
�

�2��% !�1 �4 f(z) = o(g(z)) H�	�1 �=� 2��:%

∀z ∀ε ∃δ > 0 s.t : |z − z0| < δ =⇒ |f(x)| < ε|g|

����� %��A�� lim
z−→z0

|f(z)|
|g(z)| = 0 �	 �

���
 ����
 �	���


���1��, �2�� �� %�  2	��� ��%�� J�3 
��K %� '�� ����� ������ �1� D=� 2��:%
�
��� H�4��3 �% �9�� %���� ���L�� !�<�+ #���� x0 = b � x0 = a

=
)� �9�� %���� ���L�� 
	 �	9 ���L�� M�F� *���7 ��

y′′ = f(x, y), y(a) = A, y(b) = B. nI1Io

��� �
� k !��

l5
�� �� 5
�S! ����� 7��� N �$ �� [a, b] ���$ �dJHe N�� 	�� ��

a = x0 < x1 < x2 < x3 < · · · < xN = b

��
h =

b − a

N
, xi = a + ih

170�

l70� 
�� >��+$ �[x0, xN ] ���$ �� nI1Io ��
� ��/S� ���A�� ��
$ �_� ���% k N��

k∑
j=0

αjyn+j = h2
k∑

j=0

βjfn+j, n = 0, 1, · · · , N − k.

1/"�$�� fn+j = f(xn+j) � yn+j = y(xn+j) � 7$�h T��
B �( (βj)� �( (αj) &) �� ��

1/���( ��<L� fN � yN � f0 = f(x0, y0) � y0 = y(x0) �'
. ��



I^ ������ � ��	�
�

l70� 
�� >��+$ [x0, xN ] ���$ �� �dJHe ��

�� ���%�� N��

yn+2 − 2yn+1 + yn =
h2

12
(fn+2 + 10fn+1 + fn), n = 0, 1, · · · , N − 2. nJ1Io

�9�� %���� ���L�� ���� N�0 =>���0 �� �&O�� ��@AB �E=� 3(BC

y′′ = f(x, y, y′), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β.

�7�(8� ��

D = {(x, y, y′)| a ≤ x ≤ b, −∞ < y < ∞, −∞ < y′ < ∞}

!�1 �4 ������ ��)��; D �� ∂f

∂y′ �
∂f

∂y
� !��� ��)��;

� ∂f

∂y
(x, y, y′) > 0 H���� ����� (x, y, y′) ∈ D �4 ��9� �� >P

# (x, y, y′) ∈ D�4 ��9� �� �� ���� ����� ��,� M 
��G 
	 >Q

|∂f

∂y
(x, y, y′)| ≤ M

��%�� ��0 �� �&O�� R��, S�0 �9�� %���� ���L�� !�<�+

� 1dIe �$ /
�� m�9� 1&�(
$

"�#	� �
� �	���


l5�

%�� 
O� �� �� 
�� ����L�

L[y] = a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = 0

l5���� x �$ a �� zL[y] �9 �$ �9 �

3��
3��� �$ 170� �/" \�
L! I ���$ ��� ��
∫ x

a
zL[y]dx = [(za0)y

′ − (za0)
′y + (za1)y]xa

+
∫ x

a
[(za0)

′′ − (za1)
′ + (za2)]ydx



II ������ � ��	�
�

l5
���� \�
L! 
�� >��+$ �� L� ��� �8!
� ��!�
 � �-��

L�[z] = (za0)
′′ − (za1)

′ + (za2)

= a0z
′′ + (2a′

0 − a1)z
′ + (a′′

0 − a′
1 + a2)z

l	��
$��$∫ x

a
(zL[y] − yL�[z])dx = [a0(y

′z − yz′) + (a1 − a′
0)yz]xa

170� L �L� ��!�
 � @�,�� 	
�?�( 1��"�� �/
��� L ��!�
 � �$ 
p���� @�,�� ��!�
 � �L� ��!�
 �

1��"�� �/
��� d]^e "�#	� �
� L �/�"�$ &��6� L� � L 
%�

l�� 70� 	�� �/"�$ @�,�� ��� L �6��� ��
$ �'�� � ��K q
"
a1 = 2a′

0 − a1,

a2 = a′′
0 − a′

1 + a2

l��L�
a1 = a′

0

l5���� �/"�$ @�,�� ��� L 
%� �	��
$��$

L[y] = a0y
′′ + a′

0y
′ + a2y

= (a0y
′)′ + a2y

l5
"�$ ��"�� 
%� ��� 17�
� @�,�� ��� L[y] �<� 7��� ��

h(x) =
1

a0

exp
∫ x a1(t)

a0(t)
dt

l&�c 1��"�� @�,�� ��� h(x)L[y] 	��
$��$

h(x)(a0y
′′ + a1y

′ + a2y) = e
∫ x a1

a0
dt
y′′ +

a1

a0
e
∫ x a1

a0
dt
y′ +

a2

a0
e
∫ x a1

a0
dt
y

= (e
∫ x a1

a0
dt
y′)′ +

a2

a0
e
∫ x a1

a0
dt
y



IJ ������ � ��	�
�

�
' �$ &��! �� �� ��� �8!
� �_� *
���
F�� ����L� a0 < 0 �� a0 > 0 �� �!��E �� 	��
$��$

l7"�� @�,�� ���
d

dx
[p (x)

dy

dx
] + q(x)y = 0

l&) �� ��

p (x) = exp
∫ x a1(t)

a0(t)
dt

q(x) =
a2(t)

a0(t)
exp

∫ x a1(t)

a0(t)
dt

1/�)�� 70/$ L[y] �� h(x) =
B �$ ��

��$% ��������� �	���


�% *+ #���� ����� ��,� ����� ����� 
	 9� ��� ������"	� ������ %� �1� ��=� 2��:%
������ � d]^e  TI, ������"	� ������

$%�&� y � x ����� ����� �� �� '�� ����� ������"	� ������ 
	 M�F� *���7 ��

L[u] = f(x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0 n]1Io

$����� � �4 ����� .	� 9� u M�U8� 6��� � y # x ����� ��4 ����� ���� �� #���  � �����

���� 2 ��@0 �% D V)��� ����� #������ .	� %� �
)� u 6��� 9� uyy � uxy #uxx #uy #ux  TI,

�H	��1 � �:� %� y � x ����� ��4 ����� ���� R
2

.��� ���� S�W D ����� %� >X�PB �2��% %� �� H���4 u = u(x, y) 6��� .�0�	 ��8��, %� ��

R��, 
	 .���� ���� ����� � !����� >X�PB ������ ��4R��, #����� ��,�� �1�  �����

������"	� ���L�� �� ������ 
��K .	� %� �H��� �0�Y� ������ �� �%  �)��� ��4 Z�� �	�� J�3

���� � �	���  TI,



I] ������ � ��	�
�

�����  ?� 
��K %� �1� ��� � !�����  23 # 	I, ������"	� %����;� 
	 �>=� 2��:%
=H����

∀u1, u2 L[c1u1 + c2u2] = c1L[u1] + c2L[u2],

�����4 
��G c2 � c1 ��

�H�4� H�(�� %����;�  4���� ����� �� H����� � �% 
��K .	�

=!�<�+ #���� 
��G ck ��� � c2 � c1 � 6��� uk ��� � u2 � u1 �1�

L[
k∑

j=1

cjuj] =
k∑

j=1

cjL[uj ].

�	��&��� �	���


�	9 u(x) M�U8� 6��� *+ %� �� 
)� �������� d]e M��<��� ������ 
	 ��=� 2��:%
��%�� %��A M��<��� 
�[7

������ ���4 F (x, t) � M�U8� 6��� u(x) 6��� �� 
)�  ���<��� ������ �	9 ������ M�F� *���7 ��

=
)�
u(x) = f(x) +

∫ b

a
F (x, t)u(t) dt

M��<��� $/���� � '(���� M��<��� $/���� !��1 �� �� *��� � �% M��<��� $/���� .	�� M�����

=��� ������)� ���	�

=M�� \�� H?4��0 M��<��� ������

f(x) =
∫ b

a
F (x, t, u(t))dt, a ≤ x ≤ b.

='�� \�� H?4��0 M��<��� ������

u(x) =
∫ b

a
F (x, t, u(t))dt + f(x), a ≤ x ≤ b.



IY ������ � ��	�
�

=M�� \�� ������ M��<��� ������

f(x) =
∫ x

a
F (x, t, u(t))dt

='�� \�� ������ M��<��� ������

u(x) =
∫ x

a
F (x, t, u(t))dt + f(x) nY1Io

 23 �% ������ ����  23 #'�) �"��L� �� 
��� F ���4 ��  �%�W %� S�0 M��<��� $/���� %�

�H�	�1  �  23��] �% ������ $%�W .	� ��] %� �

=H�4� � *��� L(I) �� �% �	^; M��<��� 6���� �7�(8� �?=� 2��:%

L(I) = { f : I −→ R |
∫

I
|f(x)| dx < ∞}

=��� � !����� d]]e ���	� ) '(����  ���<��� ������ �	9  ���<��� ������ �@=� 2��:%

u(x, t) = f(x, t) +
∫ t

0

∫
Ω

F (x, t, ξ, τ, u(ξ, τ))dξdτ, nb1Io

(x, t) ∈ Ω × [0, T ],

��%  ? � ? O � 6 ��� � F (x, t, ξ, τ, u(ξ, τ)) � f(x, t) #M� U 8 � 6 �� � u(x, t) *+ %� � �

����� � n = 1, 2, 3 #Rn 9� ������ �7�(8� �	9 Ω � D = Ω × [0, T ]

=����� �	9 D	��� ��%�� #>_�PB  ���<��� ������ %� f � F H��� N�0 �A=� 3(BC
=��� � S�W I��� `�� Z�� %� � 
)� %������ � �	^a���<��� F >P

|F (x, t, z) − F (x, t, z′)| ≤ L |z − z′|,



Ib ������ � ��	�
�

����� � I��� `�� 
��G L ∈ (0, 1) ��

�
)� x ∈ [a, b] %� %������ � �	^a���<��� f >Q

��%�� ��"� �&O�� R��, >_�PB ������ $%�W .	� %�

� 1dI^e �$ /
�� m�9� 1&�(
$

R
2 9�  U���] � ���(4 #9�� ��K�� 
	 D H��� N�0 => ����� ��4 V	���B ��=� 3(BC

=H��� � 5	��� �	9 $%�&� �% D ��K�� %� S ��2��� �����

S = { (t, x) : |t − τ | ≤ a, |x − ζ | ≤ b}

���� � S�W I��� `�� Z�� %� S %� � 
)� ��)��; D ��K�� %� f(t, x) 6���

=H	��1 � �:� %� �% �	9 !9��

| t− τ | ≤ c,

=*+ %� ��
c = min{a, b/M}, M = max

(t,x)∈S
|f(t, x)|

 ����� ��4 V	��� $%�W .	� %�

yn+1(t) = y0(t) +
∫ t

τ
f(s, yn(s))ds n = 0, 1, · · ·

����� � 
3���b	 ���<(4 ���L�� R��, �U�� �� � 
)� ��)��; � ����� ��,� S�0 !9�� %�

� 1dJ`e �$ /
�� m�9� 1&�(
$

=��� � �	��� ���<	 M��<��� 
	 �� �% ���1��� ��4M��<��� �	9 M���0 ��=� 	��F�
∫ x

0

∫ x1

0

∫ x2

0
· · ·

∫ xn−1

0
f(xn) dxn · · · dx1 =

1

(n − 1)!

∫ x

0
(x − t)n−1 f(t) dt.

��%�� ��,�  ��(7  Y�	% ��4 R��� �F�� %� M���0 .	� $��G�


