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  تشکر و قدردانی:

سپاس یزدان پاك را که بی لطف و عنایتش پیمودن راه ممکن نبود. باشد که توفیق خدمت به 

  بندگانش را از من دریغ ننماید. 

 و مشاوره که راهنمایی و دکتر عظیم ریواز از اساتید ارجمندم آقایان دکتر محمود محسنی مقدم

  .کنم میتشکر  را به عهده داشتند صمیمانه ام نامهپایان 

همچنین از آقایان دکتر محمد علی ولی و دکتر محمد علی یعقوبی که داوري پایان نامه را 

   پذیرفتند و با صبر و حوصله آن را مطالعه نمودند نیز کمال تشکر و قدردانی را دارم.

حضور یافتند.  دفاع کمیلی در جلسهنیز به عنوان نماینده تحصیلات ت آقاي دکتر علی جباريجناب 

  از ایشان نیز سپاسگزارم.

مهربانم در طول این دوره  از حمایت و تشویق خواهران عزیز و برادران دانم میبر خود لازم 

   تحصیلی تقدیر و تشکر کنم.

ب و در پایان جا دارد از دوستان عزیزم سهیل و سینا امینی زاده تشکر ویژه داشته باشم. از صمیم قل

  .کنم میبرایشان آرزوي شادکامی و سربلندي 
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  چکیده:

باشد. در فصل اول مفاهیم معادلات انتگرال و معادلات ن نامه شامل چهار فصل میاین پایا 

حل معادلات  هاي روشدیفرانسیل را معرفی خواهیم کرد. فصل دوم به ارائه برخی -انتگرال

لژاندر در فصل  هاي اي چندجمله .اختصاص داده شده استدیفرانسیل -ت انتگرالانتگرال و معادلا

دیفرانسیل تفاضلی خطی فردهلم مرتبه بالا مورد استفاده قرار -سوم براي حل معادلات انتگرال

 هايجوابش ماتریسی عملی براي پیدا کردن سرانجام در فصل چهارم، یک روگرفته است. 

- دیفرانسیل خطی فردهلم مرتبه بالا با ضرایب ثابت تحت شرایط اولیه- تقریبی از معادلات انتگرال

  .شود میارائه  تیلور هاي اي چندجملهمرزي به وسیله 

  

  

  

مرتبه  فردهلم خطی تفاضلی دیفرانسیل- معادلات انتگرال، معادلات انتگرالکلمات کلیدي: 

  .هاي تیلور اي هچندجملهاي لژاندر،  اي چندجمله، بالا
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 1فصل 
تعاریف و مفاهیم مقدماتی معادلات 

  انتگرال
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  مقدمه 1.1

معادلات انتگرال را و سپس دسته بندي  پردازیم میدر این فصل ابتدا به تعریف معادله انتگرال 

ترا به بعدي به روش تبدیل معادلات انتگرال ول هاي بخشر د. مکنی میبیان  هایی مثاله همراه با ارائ

مقدار مرزي به  ل مقدار اولیه به معادلات انتگرال ولترا و مسایلمسائ ،معادلات دیفرانسیل معمولی

در نهایت تاریخچه اي از معادلات انتگرال و یک مثال . پردازیم می فردهلمدلات انتگرال معا

  .کنیم میه را ارائ شوند میدلات انتگرال منتهی لی که به معاز مسائکاربردي ا

  1تعاریف کلی و دسته بندي معادلات انتگرال 2.1
تگرال قرار است که در آن تابع مجهول زیر علامت اناي یک معادله انتگرال معادله .1.2.1 تعریف

  :باشد میلات به فرم زیر شکل کلی این معاد دارد.

(ݔ)ݑ(ݔ)߶ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ఉ(௫)ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
ఈ(௫) .                              (1.1)     

,ݔ)݇ در معادله فوق ߣ،معادله 2هسته به عنوان (ݐ ≠ حقیقی یا مختلط  تواند یمپارامتري که  0

همگی معلوم هستند و  Fو  (ݔ)ϕو (ݔ)݂گیري،حدود انتگرال (ݔ)ߚو (ݔ)α باشد،

 .باشد یممجهول (ݔ)ݑ

د خطی باش (ݐ)ݑبر حسب  ((ݐ)ݑ)ܨهرگاه  شود یمخطی نامیده  (1.1) معادله .2.2.1 یفتعر

 .شود یمدر غیر این صورت غیر خطی خوانده  توان یک داشته باشد).(

(ݔ)ݑبه عنوان مثال معادله  = ݔ + 2 ∫ ଵݐ݀(ݐ)ݑݐݔ
଴

ه یک معادله انتگرال خطی و معادل 

(ݔ)ݑ = ݊݅ݏ ݔ + ∫ ݔ) − ௫ݐ݀௨(௧)݁(ݐ
଴ .یک معادله انتگرال غیر خطی است  

                                                        
1 Integral equations 
2 kernel 
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,ݔ)݇هسته  .3.2.1 فیتعر  براي (ݐ)ℎ௜و  (ݔ)௜݃را جدایی پذیر گویند هرگاه توابعی مانند  (ݐ

1 ≤ ݅ ≤ ,ݔ)݇به طوري کهموجود باشند  ݊   را بتوان به فرم زیر نوشت: (ݐ

,ݔ)݇ (ݐ = ෍݃௜(ݔ)ℎ௜(ݐ)
௡

௜ୀଵ

. 

,ݔ)݇به عنوان مثال هسته  (ݐ = ݐݔ + آن را  توان یمن چو یک هسته جدایی پذیر است. ଶݐଶݔ

  به صورت زیر نوشت:

෍݃௜(ݔ)ℎ௜(ݐ)
ଶ

௜ୀଵ

, 

 که در آن

 ݃ଵ(ݔ) = ,ݔ ݃ଶ(ݔ) = ,		ଶݔ ℎଵ(ݐ) = ,ݐ ℎଶ(ݐ) =  .ଶݐ

 توسط یک دستگاه متناهی از معادلات توان یمشامل هسته هاي جدایی پذیر را  انتگرالمعادلات 

   حل نمود. انتگرال

,ݔ)݇هسته حقیقی .4.2.1 فیتعر ,ݔ)݇ه را متقارن گویند هر گا (ݐ (ݐ = ,ݐ)݇   . (ݔ

,ݔ)݇اگر هسته  .5.2.1 فیتعر ݔبه صورت تابعی از  (ݐ − گاه هسته را یک هسته  باشد آن ݐ

  .ندیگو یمپیچشی یا تفاضلی 

,ݔ)݇هسته .6.2.1 فیتعر ,ݔ)݇را هرمیتی گویند هر گاه (ݐ (ݐ = ,ݔ)∗݇  (∗) که در آن (ݐ

  نشان دهنده مزدوج مختلط است.

  . kk*=k*kرا یک هسته نرمال گویند هرگاه  k(x,t)هسته  .7.2.1 فیتعر
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  تقسیم بندي معادلات انتگرال 3.1
 2و معادلات انتگرال ولترا 1معادلات انتگرال به دو گروه معادلات انتگرال فردهلم ترین متداول

جا سخن از تقسیم بندي معادلات انتگرال به میان آمده از معادلات  هر غالباًاما  .شوند میتقسیم 

بندي از  لذا یک تقسیم نیز نام برده شده است. 4و معادلات انتگرال منفرد 3دیفرانسیل-انتگرال

  معادلات انتگرال به صورت زیر خواهیم داشت:

  معادلات انتگرال فردهلم _

  معادلات انتگرال ولترا_ 

  دیفرانسیل-معادلات انتگرال_ 

  معادلات انتگرال منفرد_ 

  .شود میاز دسته بندي فوق پرداخته  هایی مثالدر ادامه به معرفی و ذکر 

  لات انتگرال فردهلممعاد .1.3.1
  :باشد میزیر  این معادلات به صورتشکل کلی 

(ݔ)ݑ(ݔ)߶ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ܽ			,ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ ≤ ,ݔ ݐ ≤ ܾ.௕
௔            (2.1) 

 باشند یم ܾو ܽ با توجه به حدود پایین و بالاي انتگرال که به ترتیب اعداد ثابت يگذار ناماین 

  اعداد ثابتی هستند. حدود انتگرال گیريیعنی در معادلات انتگرال فردهلم  .شود یمانجام 

کدام یک از مقادیر زیر را انتخاب کند معادلات انتگرال فردهلم به دو  (ݔ)߶بر حسب این که 

  :شوند یمدسته عمده تقسیم 

                                                        
1 Fredholm integral equations 
2 Volterra integral equations 
3 Integro-differential equations 
4 Singular integral equations 
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(ݔ)߶ - 1 = معادله زیر را خواهیم داشت که  (2.1)هدر این صورت با توجه به معادل 0

 :شود یممعادله فردهلم نوع اول نامیده 

(ݔ)݂ + ∫ߣ ,ݔ)݇ ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ = 0
௕
௔ .                                                     (3.1) 

(ݔ)߶ - 2 = که معادله  شود یممعادله زیر حاصل  (2.1)ه در این صورت از معادل 1

 .شود یمفردهلم نوع دوم نامیده 

(ݔ)ݑ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ௕ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
௔ .                                               (4.1) 

(ݔ)݂ اگردر یک تقسیم بندي دیگر معادلات انتگرال فردهلم  ≠ آن گاه معادله غیر همگن و  0

(ݔ)݂اگر  =   .شود میآن گاه معادله همگن نامیده  0

با شرط (ݔ)߶با تقسیم طرفین معادله بر  (2.1)از معادله  توان میرا  (4.1) انتگرال معادلهتوجه:

(ݔ)߶ین که ا ≠   به دست آورد. 0

(ݔ)ݑ انتگرال عنوان مثال معادله به = ଶ
ଷ
ݔ + ∫ ଵݐ݀(ݐ)ݑݐݔ

଴ فردهلم نوع  انتگرال یک معادله

  .باشد یمدوم غیر همگن خطی 

  معادلات انتگرال ولترا .2.3.1

حد پایین و بالاي انتگرال گیري به  ها آنشکل کلی معادلات انتگرال ولترا یعنی معادلاتی که در 

  به فرم زیر است: شود میظاهر  x جاي این که اعداد ثابتی باشند به صورت تابعی از

(ݔ)ݑ(ݔ)߶ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ௫ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
௔ .                                      (5.1) 

همگن و غیر همگن مشابه معادلات  ،خطی و غیر خطی ،اعم از نوع اول و دوم ها يبندسیم سایر تق

   .باشد یمانتگرال فردهلم 
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  لانتگرا به عنوان مثال معادله

(ݔ)ݑ = 1 + ∫ ݔ) − ௫ݐ݀(ݐ)ଶݑଶ(ݐ
଴

. 

  .باشد یمیک معادله انتگرال ولترا نوع دوم غیر خطی غیر همگن 

  چند نکته:

تنها زیر علامت انتگرال  u(x)در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم نوع اول تابع مجهول  -

علامت انتگرال و  در حالی که در معادلات نوع دوم تابع مجهول هم در زیر شود یمظاهر 

 .شود یماهر هم در خارج آن ظ

در معادلات انتگرال فردهلم انتگرال گیري روي یک فاصله متناهی با حدود ثابت انجام  -

ز حدود فاصله انتگرال گیري متغیر اما در معادلات انتگرال ولترا حد اقل یکی ا شود یم

 است.

البته  .شوند یممعادلات انتگرال در خیلی از مسایل فیزیک و شیمی و بیولوژي ظاهر  -

در  .روند یممعادلات انتگرال به عنوان نمایش جواب معادلات دیفرانسیل هم به کار 

آن مقدار مرزي باشد  مسئله کیاگر معادله دیفرانسیل مورد نظر به صورت  بعضی موارد

معادله  و اگر است از نوع فردهلم که شود یمظاهر  یدله انتگرالمعا متناظر با آن گاه

معادله حاصل یک  متناظر با آن مقدار اولیه باشد آن گاه مسئله کیدیفرانسیل در قالب 

 معادله انتگرال ولترا خواهد بود.

  دیفرانسیل  - معادلات انتگرال .3.3.1

- در حال مطالعه موضوع رشد جمعیت بود که با معادلات انتگرال 1900 اوایل سالولترا در 

در  .شود میدر دو طرف ظاهر  (ݔ)ݑدر این گونه معادلات تابع مجهول  دیفرانسیل مواجه شد.

شکل  .شود مییک طرف زیر علامت انتگرال و در طرف دیگر به عنوان یک مشتق معمولی نمایان 

  :باشد میفرم زیر کلی این معادلات به 
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(ݔ)ݑܦ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ܨ(ݐ ቀ(ݐ)ݑ, ,(ݐ)ᇱݑ … , ቁ(ݐ)(௠)ݑ ఉ(௫)ݐ݀
ఈ(௫) ,     (6.1) 

  با شرایط اولیه

∑ ቂ ௝ܿ௞
(ଵ)ݑ(௞ିଵ)(ܽ) + ௝ܿ௞

(ଶ)ݑ(௞ିଵ)(ܾ)ቃ = ௝݀,									݆ = 1,2, … , ఔߥ
௞ୀଵ . 

,ݔ)݇تابع دو متغیره  ،(ݔ)݂در این معادله تابع به عنوان  (ݔ)ߚو  (ݔ)ߙ ،عنوان هسته معادله به (ݐ

௝݀، ௝ܿ௞ توابعی معلوم هستند. يریگ انتگرالحدود 
(ଵ)،௝ܿ௞

(ଶ)، λ نیز پارامترهاي معلوم هستند. 

,(ݐ)ݑ)ܨ ,(ݐ)′ݑ … , عملگر  ܦو مشتقاتش است و  (ݐ)ݑتابعی بر حسب  ((ݐ)(௠)ݑ

 دیفرانسیل خطی است که به صورت زیر می باشد.

ܦ =෍݌௜(ݔ)
݀௜

௜ݔ݀

ఔ

௜ୀ଴

	, 

مرتبه  νدر ضمن عدد  .باشد یمبه صورت زیر  ௜ߙیک چند جمله اي از درجه  (ݔ)௜݌که در آن

  است.  ܦعملگر دیفرانسیل 

(ݔ)௜݌ =෍݌௜௝ݔ௝
ఈ೔

௝ୀ଴

. 

فردهلم و ولترا در مورد این معادلات نیز  ،همگن و غیر همگن ،خطی و غیر خطی يها يبندتقسیم   

. به عنوان مثال معادله انتگرال رود یمبه کار   

(ݔ)ᇱᇱݑ = ݔ + ∫ ݔ) − (0)ݑ						,ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ = 0, ᇱ(0)ݑ = 1௫
଴ ,  

  .باشد یمخطی غیر همگن  دیفرانسیل ولتراي- دله انتگرالیک معا
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و نیز زیر علامت انتگرال مشتقی عملگر همانی در نظر گرفته شود  ܦهرگاه  (6.1)توجه:در معادله 

دیفرانسیل به یک معادله انتگرال تبدیل خواهد - آن گاه معادله انتگرال موجود نباشد (ݐ)ݑاز تابع 

  شد.

  معادلات انتگرال منفرد. 4.3.1

و حد حد پایین یا حد بالا یا هر د ها آنهستند که در  یمعادلات انتگرالمعادلات انتگرال منفرد 

  .باشد یمزیر یک معادله انتگرال منفرد به عنوان مثال معادله انتگرال گیري نامتناهی باشد 

(ݔ)ݑ = 1 + ଶݔ + ∫ ݔ) + ஶݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ
଴ .                                               (7.1) 

ݐگیري اگر هسته نیز زمانی که  حدود انتگرالالبته علاوه بر نامتناهی بودن  → نامتناهی شود باز  ݔ

معادله زیر که معادله انتگرال ولترا نوع دوم  مثلاً هم یک معادله انتگرال منفرد خواهیم داشت.

  .شود یممنفرد به طور ضعیف خوانده 

(ݔ)ݑ = 1 − ݔ2 − ∫ ଵ
√௫ି௧

௫ݐ݀(ݐ)ݑ
଴ .                                                   (8.1) 

معرفی  1823سال دان نروژي در ریاضی 1توسط آبل بار یناین دسته از معادلات انتگرال براي اول

  در این صورت معادلات انتگرال به فرم . باشد [0,1] تابعی انتگرال پذیر بر ݂فرض کنید  شدند.

(ݔ)݂ = ∫ ଵ
√௫ି௧

௫ݐ݀(ݐ)ݑ
଴                                                                      (9.1)  

  ایو 

(ݔ)݂ = ∫ ଵ
(௫ି௧)ഀ

0											ݐ݀(ݐ)ݑ < ߙ < 1௫
଴

                                     (10.1) 

  .شوند یمخوانده  آبل تعمیم یافته معادله انتگرال معادله انتگرال آبل وبه ترتیب  

                                                        
1 Abel 
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و  ها ستالیکررشد  ،مهندسی و فیزیک نظیر انتقال گرمامعادلات انتگرال منفرد در کاربردهاي 

  .شوند یممکانیک سیالات ظاهر 

  جواب یک معادله انتگرال . 4.1

 ،روي فاصله انتگرال گیريدیفرانسیل -به طور کلی یک جواب معادله انتگرال یا معادله انتگرال

به عنوان مثال در معادله  در معادله داده شده صدق کند. است به طوري که (ݔ)ݑ مانند یک تابع

(ݔ)ݑ = 1 + ∫ ௫ݐ݀(ݐ)ݑ
଴ (ݔ)ݑجواب معادله = ݁௫ زیرا که باشد یم  

ܵܪܴ = 1 + න ݁௧݀ݐ = ݁௫
௫

଴
=  .ܵܪܮ

ین است که آیا یک جواب وجود ا شود یمکه مطرح  یسؤالدر مورد جواب معادلات انتگرال 

در این رابطه به بیان چند قضیه  ؟دارد آیا این جواب یکتاست یا خیر جواب وجود و اگر ؟دارد

  .میپرداز یم

  خطیعادله انتگرال فردهلم غیر همگن م) م(قضیه متناوب فردهل ])14([ .1 هیقض

(ݔ)ݑ = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)݇ ܽ											,ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ ≤ ݔ ≤ ܾ௕
௔                     (11.1)                                     

  یک جواب دارد اگر که تنها جواب معادله فردهلم همگن  فقط و فقط

(ݔ)ݑ = නߣ ,ݔ)݇ ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ
௕

௔
 

(ݔ)ݑجواب بدیهی =  .باشد 0

ܽ حقیقی و پیوسته و روي مربع (11.1)اگر هسته معادله  ])9([ .2قضیه  ≤ ,ݔ ݐ ≤ کران دار  ܾ

 باشد یعنی اگر داشته باشیم

,ݔ)݇| |(ݐ ≤ ,ܯ ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ,								ܽ ≤ ݐ ≤ ܾ,  
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ܽفاصله در  (ݔ)ݑو همچنین  ≤ ݔ ≤ باشد آن گاه شرط کافی براي آن  پیوسته و غیر صفر ܾ

ܾ)ܯ|ߣ|: که معادله جواب منحصر به فرد داشته باشد آن است که − ܽ) < 1. 

البته باید به این نکته مهم توجه کرد که یک جواب پیوسته براي معادله انتگرال فردهلم حتی اگر 

  در معادله مثلاً وجود داشته باشد. تواند یمشرط فوق برقرار نباشد 

(ݔ)ݑ  = −4+ ∫ ݔ2) + ଵݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ3
଴ ,  

  داریم:

ܾ)ܯ|ߣ| − ܽ) = 5 > برقرار نیست اما معادله داراي جواب  شرط فوق دهد یمکه نشان 	1

(ݔ)ݑ =   است. ݔ4

,ݔ)ܨتابع  .1.4.1 فیتعر  ,ݐ  کند یمصدق  1در شرط لیپ شیتس (ݐ)ݑنسبت به متغیر  ((ݐ)ݑ

  وجود باشد به طوري کهس) م(ثابت لیپ شیت ܮهر گاه عددي ثابت مانند 

∀൫ݔ, ,ݐ ,൯(ݐ)ଵݑ ൫ݔ, ,ݐ ൯(ݐ)ଶݑ ∈  :ிܦ

,ݔ൫ܨ|	 ,ݐ ൯(ݐ)ଵݑ − ,ݔ)ܨ ,ݐ |((ݐ)ଶݑ ≤ (ݐ)ଵݑ|ܮ −  |(ݐ)ଶݑ

   که در آن

ிܦ = {൫ݔ, ,ݐ :൯(ݐ)ݑ ,ݔ ݐ ∈ [ܽ, ܾ], (ݐ)ݑ ∈ [ܿ, ݀]} 

 
ܺ:ܶاگر  .2.4.1 فیتعر → ଴ݔیک عملگر باشد نقطه  ܺ ∈ X  گویند  ܶرا نقطه ثابت عملگر

(଴ݔ)ܶهر گاه  =   .଴ݔ

  

                                                        
1 Lipschitz 
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:ܶنگاشت  .3.4.1 فیتعر ܺ → را نگاشت انقباضی گویند هر گاه عددي حقیقی و نا منفی  ܺ

≥0کهαمانند  ߙ < ,ଵݔبه طوري که براي هر موجود باشد  	1 ଶݔ ∈        :داشته باشیم ܺ

(ଵݔ)ܶ| − |(ଶݔ)ܶ ≤ ଵݔ|ߙ −   .|ଶݔ

:ܶ	اگر ])14([ . 3 هیقض ܺ → (فضاي خطی نرم دار  1فضاي باناخ Xنگاشت انقباضی باشد و  ܺ

  .فقط یک نقطه ثابت دارد Tکامل) باشد آن گاه 

  برهان:

}و دنباله  میکن یمدلخواه انتخاب  ଴݂:وجود ௡݂}  میساز یمرا به صورت زیر:  

௡݂ାଵ = ܶ ௡݂		, ݊ = 0,1,2, …, 

}که دنباله  میده یمابتدا نشان  ௡݂} حد دنباله  میده یمسپس نشان  است. 2یک دنباله کشی{ ௡݂} 

݂ܶجواب معادله = (با استفاده از این واقعیت که یک دنباله کشی در فضاي هیلبرت  است. ݂

  داریم: است. ଴݂ین حد مستقل از انتخاب اولیهد) احد یکتا دار

‖ ௡݂ାଵ − ௡݂‖ = ‖ܶ ௡݂ − ܶ ௡݂ିଵ‖ ≤ α‖ ௡݂ − ௡݂ିଵ‖ ≤ αଶ‖ ௡݂ିଵ − ௡݂ିଶ‖
≤ ⋯ ≤ α௡‖ ଵ݂ − ଴݂‖ 

݊به طور کلی اگر  >   خواهیم داشت: ݉

‖ ௡݂ − ௠݂‖ = ‖( ௡݂ − ௡݂ିଵ) + ( ௡݂ିଵ − ௡݂ିଶ) + ⋯ ( ௠݂ାଵ − ௠݂)‖
≤ ‖ ௡݂ − ௡݂ିଵ‖ + ‖ ௡݂ିଵ − ௡݂ିଶ‖ + ⋯+ ‖ ௠݂ାଵ − ௠݂‖
≤ (α௡ିଵ + α௡ିଶ +⋯+ α௠)‖ ଵ݂ − ଴݂‖

≤ (α௠ + α௠ାଶ + ⋯)‖ ଵ݂ − ଴݂‖ =
α௠

1 − α
‖ ଵ݂ − ଴݂‖ 

  داریم: در نتیجه

                                                        
1 Banach space 
2 Cauchy 


