
الرحیم الرحمن اللّه بسم

آ



رایانه و ͳریاض دانش΋ده

محض ͳریاض بخش

ارشد ͳکارشناس درجه دریافت برای ͳتحصیل پایان نامه
آنالیز گرایش محض ͳریاض رشته

تعمیم یافته قاب های پایداری

مؤلف:

سلطانͳ نژاد نسیم

راهنما: استاد

نظری اکبر دکتر

١٣٩٣ بهمن

ب
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دلم لغت نامه در واژه ها مقدس ترین به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

است. ͳآلام  زمین آرام بخش آسمانͳ شان مهر که ͳفرشتگان مهربان

کردند. معنا را بودن انسان و بودن ،ͳزندگ برایم که بزرگواری دو آن

بزداید. را خستگیتان غبار نسیم گونه تلاشم حاصل که باشد

د



ͳقدردان

را من وجود بخش، ͳهست ای بی انجام. واپسین آن و بی آغاز نخستین آن خداست، برای ستایش

مرا ͳاله مͳ تپد. تو به شدن Έنزدی و تو برای وجودم ذره ذره نیست. ش΋ر توان بی کرانت نعمات بر

دست نه و اسارت برای حلقه ای نه غرور، و تکبر ͳفزون برای باشد ͳنردبان نه اندکم دانش تا کن مدد

دیΎران. و خود ͳزندگ ساختن ͳمتعال و تو از تجلیل برای باشد ͳگام بل΋ه تجارت، برای مایه ای

غرور و لذت بودن، باور ناب لحظات که عزیزم خانواده به تقدیم تقدیرها، صیمانه ترین ابتدا در

حضور مدیون زندگͳ ام زیبایی و ی΋تا تجربه های تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت دانستن،

آنهاست. سبز

با و نموده راهنمایی مرا صدر سعه با که نظری اکبر دکتر آقای جناب فرزانه و فرهیخته استاد از

کمال داشتند، مبذول تمام ͳسع نامه پایان این پیشبرد در خویش رهنمودهای و سازنده نظرات ارائه

دارم. را تش΋ر

زحمت که محمدی شاهزاده جباری ͳعل دکتر و ͳول ͳعل محمد دکتر آقای جناب فرزانه اساتید از

پایان در و مͳ کنم. ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه داشتند، عهده بر را نامه پایان این داوری و ͳبازخوان

زندگیم سیاه تخته بر را سپیدی و آموختند من به را اندیشیدن سالیان این ͳط که اساتیدی ͳتمام از

سپاسΎزارم. نگاشتند

گوید. سپاس را آنان زحمات از ͳبخش خردترین، این که باشد

سلطانͳ نژاد نسیم

١٣٩٣ بهمن

ھ



چ΋یده

از اخیر تعمیم های از دیΎر بسیاری شامل که هستند قاب ها ͳطبیع تعمیم تعمیم یافته، قاب های

قاب های ،ͳخارج قاب های زیرفضایی، قاب های کراندار، شبه تصویرهای مثال، برای مͳ باشند. قاب

با هم ارز تعمیم یافته قاب های علاوه براین مͳ باشند. تعمیم یافته قاب های ... و قاب ها شبه مایل،

تعمیم یافته قاب های و قاب ها پایداری پایان نامه این در است. شده شناخته ش΋افنده پایدار فضاهای

را تعمیم یافته بسل دنباله های و تعمیم یافته قاب های خواص از ͳبرخ ابتدا در مͳ کنیم. مطالعه را

Έکوچ آشفتگͳ های تحت تعمیم یافته قاب های و قاب ها که مͳ کنیم ثابت آن از پس مͳ دهیم، ارائه

مͳ کنیم. مطالعه نیز را تعمیم یافته قاب های دوگان پایداری همچنین پایدارند.

دوگان؛ تعمیم یافته؛ بسل دنباله های ؛ بسل دنباله های تعمیم یافته؛ قاب های قاب ها؛ کلیدی: واژگان

.ͳآشفتگ پایداری؛

و



مقدمه

در عمیق مسائل ͳبرخ مطالعه با ١٩۵٢ سال در شیفر١ و دافین توسط هیلبرت فضای در قاب ها نظریه

گراسمن و ͳدوبش توسط اساسͳ(بنیادی) مقاله از بعد شدند. ͳمعرف Έغیرهارمونی فوریه سری های

بردارهای از مجموعه ای قاب Έی گرفتند. قرار استفاده مورد گسترده ای به طور قاب ها نظریه ٢ میر و

شرط چون نمͳ سازد، برقرار را نمایش ی΋تایی ͳول مͳ کند صدق پایه شرط در که است حشو دارای

که مͳ کند صدق ͳاضاف شرط در که پایه ای کردن پیدا است مم΋ن است قوی ͳخیل متعامد ی΋ه پایه

خواص شامل قاب Έی مͳ توان بنابراین است ضعیفتر قاب شرط باشد، مش΋ل دارد معین کاربرد Έی

مͳ شوند باعث که دارند جالبی خصوصیات قاب ها است. مم΋ن غیر پایه برای که کرد پیدا ویژه

مفید دیΎر زمینه های از بسیاری در و عصبی شب΋ه های سیΎنال ها، پردازش تصویر، پردازش در آنها

قاب مفهوم بعدها کنند. مراجعه [٩ ،۵ ،٣] به مͳ توانند علاقمند خوانندگان بیشتر مطالعه برای باشند.

شامل و هستند قاب ها ͳطبیع تعمیم تعمیم یافته، قاب های آن در که شد، ارائه سان٣ توسط تعمیم یافته

مراجعه [١۵ ،١۴] مراج΄ به بیشتر مطالعه   ی برای مͳ باشند. قاب از اخیر تعمیم های از دیΎر بسیاری

در که است بخش دو شامل اول فصل مͳ کنیم. تنظیم فصل سه در را پایان نامه این مطالب ما کنید.

همراه به قاب ها از ͳمباحث دوم بخش در مͳ پردازیم. ،ͳتابع آنالیز مباحث از مختصری به اول بخش

خواص ͳبرخ و تعمیم یافته قاب ویژگͳ های ͳبررس به دوم فصل در مͳ آوریم. هم گرد را مثال چند

تحت تعمیم یافته، قاب های و قاب ها پایداری سوم فصل در مͳ پردازیم. تعمیم یافته بسل دنباله های

را تعمیم یافته قاب های دوگان پایداری همچنین مͳ دهیم، قرار ͳبررس مورد را Έکوچ آشفتگͳ های

مͳ کنیم. ͳبررس نیز

١Duffin, Schaeffer
٢ Daubechies, Grossmann, Meyer
٣Sun

ز
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١



که ͳمختلف نتایج و مفاهیم خلاصه طور به اول بخش در مͳ باشد، بخش دو شامل فصل این

این از دوم بخش در مͳ کنیم. مطرح را هستند ضروری پایان نامه این بعدی فصل های در مطالعه برای

بنابراین نیازمندیم. آنها به بعدی فصل های در که کرد خواهیم بحث قاب ها مورد در اختصار به فصل

مراج΄ به اول بخش بیشتر مطالعه برای مͳ تواند ندارد، آشنایی مفاهیم این با قبل از خواننده ای اگر

کند. رجوع [۵ ،٢ ،١]

هیلبرت فضاهای روی عملΎرهای و هیلبرت فضاهای ١ ‐ ١

حقیقͳ،اعداد مختلط،اعداد اعداد بیانگر ترتیب به N Zو ،R ،C نمادهای پایان نامه این سراسر در

برای است. C مختلط میدان F و برداری فضای Έی X همچنین مͳ باشند. ͳطبیع اعداد و صحیح

عناصر .(F از نسخه n ͳدکارت F(حاصل ضرب n = F × F × ...× F مͳ دهیم، قرار n ∈ N هر

همچنین مͳ شوند. نوشته i = ۱,۲,۳..., n و xi ∈ F ،x = (x۱, x۲, ..., xn) صورت به F n

مͳ دهیم. نشان z با را z مختلط مزدوج

عبارت X روی نرم Έی باشد. F میدان روی برداری فضای Έی X کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

.α ∈ F هر و x, y ∈ X هر برای که طوری به ∥.∥ : X −→ R مانند ͳتابع از است

١) ∥x∥ ≥ ۰,

٢) x = ۰ ⇐⇒ ∥x∥ = ۰,

٣) ∥αx∥ = |α|∥x∥,

۴) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (ͳمثلث .(نامساوی

مͳ شود. نامیده نرم دار فضای Έی X باشد، داشته وجود نرم Έی X برداری فضای روی اگر

∥(x۱, x۲, ..., xn)∥ = (
∑n

i=۱ |xi|۲)
۱
۲ صورت به که ∥.∥ : F n −→ R تابع .١ ‐ ١ ‐ ٢ مثال

مͳ شود. نامیده F n روی استاندارد نرم و است F n روی نرم Έی مͳ شود، تعریف

تبدیل Έی T : U −→ V تابع باشند. نرم دار فضای دو V و U کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣ تعریف

،x, y ∈ U و α, β ∈ F هر برای هرگاه مͳ شود، نامیده (ͳخط (عملΎر ͳخط

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

٢



برای طوری که به باشد موجود k مثبت و ͳحقیق عدد Έی هرگاه مͳ شود نامیده کراندار T همچنین و

باشیم: داشته ،x ∈ U هر

∥T (x)∥ ≤ k∥x∥.

T آنگاه باشد، ͳخط تبدیل Έی T : U −→ V و نرم دار فضای دو V و U اگر .۴ ‐ ١ ‐ ١ لم

باشد. پیوسته T اگر تنها و اگر است کراندار

ͳخط تبدیل Έی T : U −→ V اگر باشند، نرم دار فضای دو V و U کنید فرض .۵ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

صورت به T نرم صورت این در باشد

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : ∥x∥ ≤ ۱, x ∈ U}

بی کران T عملΎر صورت این غیر در و کراندار T عملΎر آنگاه ∥T∥ < ∞ اگر مͳ شود. تعریف

مͳ شود. نامیده

آنگاه باشد ∥ · ∥ نرم با F روی نرم دار فضای Έی X کنید فرض .۶ ‐ ١ ‐ ١ لم

∣∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣∣ ≤ ∥x− y∥

مͳ شود. نامیده باناخ فضای Έی کامل، نرم دار فضای هر .١ ‐ ١ ‐ ٧ تعریف

از کراندار ͳخط تبدیل های تمام مجموعه باشند، نرم دار فضای دو V و U کنید فرض نمادگذاری.

مͳ دهند. نشان L(U, V ) با را V به U

عبارت X روی ͳضرب داخل باشد. مختلط برداری فضای Έی X کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٨ تعریف

،α, β ∈ F و ،x, y, z ∈ X هر برای طوری که به ⟨· , ·⟩ : X ×X −→ C تابع از است

١) ⟨x, x⟩ ≥ ۰,

٢) x = ۰ ⇐⇒ ⟨x, x⟩ = ۰,

٣) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩,

۴) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

٣



مͳ شود. نامیده ͳضرب داخل فضای Έی ⟨· , ·⟩ ͳضرب داخل با X برداری فضای

تعریف ⟨x, y⟩ :=
∑n

i=۱ xiyi صورت به که ⟨· , ·⟩ : Cn × Cn −→ C تابع .١ ‐ ١ ‐ ٩ مثال

است. Cn روی ͳضرب داخل Έی مͳ شود

صورت به که ∥ · ∥ : X −→ R تابع باشد، ͳضرب داخل فضای Έی X اگر .١ ‐ ١ ‐ ١٠ لم

ͳضرب داخل توسط شده القا نرم را آن و است X روی نرم Έی مͳ شود، تعریف ∥x∥ := ⟨x, x⟩۱
۲

مͳ نامند.

ͳضرب داخل توسط شده القا نرم با متناظر متر به نسبت که ͳضرب داخل فضای Έی .١ ‐ ١ ‐ ١١ تعریف

مͳ شود. نامیده هیلبرت فضای Έی باشد، کامل

آنگاه Xباشد، ͳضرب داخل فضای در برداری x اگر .١ ‐ ١ ‐ ١٢ تعریف

∥x∥ = sup{|⟨x, y⟩| : ∥y∥ = ۱, y ∈ X}.

نامساوی صورت این در x, y ∈ X و باشد ͳضرب داخل فضای Έی X کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ١٣ لم

است: برقرار زیر صورت به کشͳ‐شوارتز١

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

متعامد x, y ∈ X بردارهای باشد. ͳضرب داخل فضای Έی X کنید فرض .١۴ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

.x ⊥ y مͳ نویسیم، صورت این در ⟨x, y⟩ = ۰ هرگاه مͳ شوند نامیده

نماد با که E متعامد متمم آنگاه ،E ⊂ H و باشد هیلبرت فضای Έی H اگر .١۵ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

مͳ شود: تعریف زیر صورت به مͳ شود داده نمایش E⊥

E⊥ = {x : ⟨x, y⟩ = ۰,∀y ∈ E}.

است. H از بسته فضای زیر Έی E⊥ همواره .١۶ ‐ ١ ‐ ١ نکته
١Cauchy-Schwarz inequality

۴



این در باشد، H از بسته ای فضای زیر E و باشد هیلبرت فضای Έی H اگر .١ ‐ ١ ‐ ١٧ گزاره

صورت

H = E ⊕ E⊥,

مͳ باشد. فضا دو روی مستقیم جم΄ ⊕ آن در که

هرگاه: مͳ نامند متعامد ی΋ه H هیلبرت فضای در را {en}∞n=۱ دنباله .١ ‐ ١ ‐ ١٨ تعریف

⟨em, en⟩ =

 ۱ m = n

۰ m ̸= n
.

طوری که به باشد H هیلبرت فضای در دنباله Έی {xn}∞n=۱ کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ١٩ تعریف

span{xn}∞n=۱ = H,

نامند. کامل را {xn}∞n=۱ دنباله صورت این در

دنباله Έی {en}∞n=۱ و ͳضرب داخل فضای Έی X کنید فرض بسل). (نامساوی ١ ‐ ١ ‐ ٢٠ لم

،x ∈ X هر برای صورت این در باشد. X در متعامد ی΋ه

∞∑
n=۱

|⟨x, en⟩|۲ ≤ ∥x∥۲.

باشد. H در متعامد ی΋ه دنباله Έی {en}∞n=۱ و هیلبرت فضای Έی H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢١ قضیه

معادلند: زیر شرایط صورت این در

١) {en : n ∈ N}⊥ = {۰},

٢) span{en : n ∈ N} = H,

٣)
∑∞

n=۱ |⟨x, en⟩|۲ = ∥x∥۲, (x ∈ X),

۴)
∑∞

n=۱⟨x, en⟩en = x, (x ∈ X).

مͳ شود. نامیده پارسوال اتحاد سوم تساوی

۵



H در متعامد ی΋ه دنباله Έی {en}∞n=۱ و هیلبرت فضای Έی H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢٢ تعریف

قضیه معادل شرایط از ͳ΋ی هرگاه مͳ شود، نامیده متعامد ی΋ه پایه Έی {en}∞n=۱ صورت این در باشد.

باشد. برقرار ١ ‐ ١ ‐ ٢١

این در fn(x) = einx ،n ∈ N هر ازای به و H = L۲[−π, π] که کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢٣ مثال

است. H هیلبرت فضای در متعامد ی΋ه پایه Έی { ۱√
۲πfn}

∞
n=۱ دنباله صورت

در x۱, x۲, x۳, ... بردارهای هرگاه گویند، پذیر جدایی را H هیلبرت فضای .٢۴ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

کنند. تولید H در چΎال فضای زیر Έی که باشند داشته وجود H

است. جدایی پذیر ،ͳمتناه بعد با نرم دار فضای هر .٢۵ ‐ ١ ‐ ١ قضیه

است. جدایی پذیر R فضای .٢۶ ‐ ١ ‐ ١ مثال

مͳ شود. نامیده ͳخط تابعک Έی ،f : H −→ F ͳخط تبدیل هر .١ ‐ ١ ‐ ٢٧ تعریف

نسبت ͳضرب داخل Έی H هیلبرت فضای روی پیوسته و ͳخط تابعک هر به که را ای قضیه حال

است. مشهور ریس٢ نمایش قضیه به قضیه این مͳ کنیم. بیان مͳ دهد،

باشد، H هیلبرت فضای روی کراندار ͳخط تابعک Έی f اگر ریس). (نمایش ١ ‐ ١ ‐ ٢٨ قضیه

.∥f∥ = ∥y∥ و f(x) = ⟨x, y⟩ ،x ∈ H هر برای که دارد وجود H در فرد منحصربه y آنگاه

ی΋تای عملΎر صورت این در .T ∈ L(H,K) و باشند هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض

خاصیت در y ∈ K و x ∈ H هر برای طوری که به دارد وجود T ∗ ∈ L(K,H)

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩,

مͳ شود. نامیده T ͳالحاق عملΎر T ∗ کند، صدق

صورت: این در .T ∈ L(H,K) و باشند هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢٩ قضیه

١) T ∗∗ = T .

٢) ∥T ∗∥ = ∥T∥.
٢Riesz representation theorem

۶



٣) ∥T ∗T∥ = ∥T∥۲.

صورت: این در باشند. هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣٠ لم

١) kerT = (ImT ∗)⊥.

٢) kerT ∗ = (ImT )⊥.

٣) ImT = (kerT ∗)⊥.

۴) ImT ∗ = (kerT )⊥.

T صورت این در .T ∈ L(H,H) و باشد هیلبرت فضای Έی H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣١ تعریف

.T = T ∗ اگر است، خود‐الحاق

است خود‐الحاق H روی I ͳهمان عملΎر .١ ‐ ١ ‐ ٣٢ مثال

معکوس پذیر T عملΎر اگر .T ∈ L(H) و باشد هیلبرت فضای Έی H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣٣ لم

.(T ∗)−۱ = (T−۱)∗ و است معکوس پذیر T ∗ آنگاه باشد،

خود‐ و کراندار ͳخط عملΎر Έی T اگر باشد. هیلبرت فضای Έی H کنید فرض .٣۴ ‐ ١ ‐ ١ لم

.T = ۰ آنگاه ⟨Tx, x⟩ = ۰ ،x ∈ H هر ازای به و باشد الحاق

آنگاه: باشد، H هیلبرت فضای روی خود‐الحاق عملΎر Έی T اگر .٣۵ ‐ ١ ‐ ١ قضیه

∥T∥ = sup{|⟨Tx, x⟩| : ∥x∥ = ۱, x ∈ H}.

و باشد خود‐الحاق T هرگاه است، مثبت H هیلبرت فضای روی T عملΎر .٣۶ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

.⟨Tx, x⟩ ≥ ۰ باشیم، داشته x ∈ H هر برای

ͳخط عملΎر Έی T : H −→ K و باشند هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣٧ لم

که: ای گونه به دارد وجود T † : K −→ H فرد به منحصر عملΎر آنگاه باشد. بسته برد با کراندار

NT † = T (H)⊥ و T †(K) = (NT )
⊥ و TT †f = f (f ∈ T (H))

٧



مͳ نامند. T معکوس٣ شبه عملΎر را مͳ آید بدست ١ ‐ ١ ‐ ٣٧ لم از که T † عملΎر .١ ‐ ١ ‐ ٣٨ تعریف

و ͳخط عملΎر Έی T : H −→ K و باشند هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣٩ لم

خواص با T † شبه معکوس فرد منحصربه عملΎر دارای T صورت این در باشد. بسته برد با و کراندار

مͳ باشد: زیر

TT †T = T, T †TT † = T †.

.T † = T−۱ آنگاه باشد، معکوس پذیر و کراندار T عملΎر اگر

فضای هیلبرت، فضاهای از {Kj}j∈J گردایه هر برای که کرد فرض مͳ توان .۴١ ‐ ١ ‐ ٠ نکته

.K =
⊕

j∈J Kj و Kj ⊆ K ،j ∈ J هر ازای به که طوری به دارد وجود K مانند ͳهیلبرت

λ۱, λ۲ ∈ [۰,۱) ثابت های و باشد X باناخ فضای روی ͳخط عملΎر Έی T اگر .۴١ ‐ ١ ‐ ١ لم

،x ∈ X هر ازای به که باشند داشته وجود

∥Tx− x∥ ≤ λ۱∥x∥+ λ۲∥Tx∥,

داریم: x ∈ X هر برای بعلاوه است. معکوس پذیر و کراندار T صورت این در

۱− λ۱
۱+ λ۲

∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ ۱+ λ۱
۱− λ۲

∥x∥,

و
۱− λ۲
۱+ λ۱

∥x∥ ≤ ∥T−۱x∥ ≤ ۱+ λ۲
۱− λ۱

∥x∥.

٣Pseudo inverse

٨



قاب ها ١ ‐ ٢

قضایای و ͳاساس تعاریف از ͳبرخ و مͳ پردازیم. هیلبرت فضای در قاب ها ͳمعرف به بخش این در

بحث مͳ کنیم. یادآوری را مͳ گیرند قرار استفاده مورد بعد فصل های در که قاب ها مبحث از نیاز مورد

جزئیات با را بخش این مطالب که است یادآوری به لازم شروع از قبل مͳ کنیم آغاز قاب تعریف با را

هیلبرت فضای Έی H بخش این سرتاسر در کرد. مشاهده [٩ ،۵ ،٣] مراج΄ در مͳ توان بیشتر

است. شمارایی اندیس گذار مجموعه J و جدایی پذیر

H برای قاب Έی H هیلبرت فضای در عناصر از {fj}j∈J شمارش پذیر خانواده .١ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

و ۰ < A ≤ B < ∞ که باشند موجود چنان B و A مثبت و ثابت اعداد هرگاه مͳ شود نامیده

A∥f∥۲ ≤
∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|۲ ≤ B∥f∥۲, (f ∈ H ). (١ ‐ ١)

نیستند. ی΋تا لزوما و مͳ شوند نامیده قاب بالای و پایین کران های ترتیب به B و A اعداد

اگر باشد. R۲ برای استاندارد متعامد ی΋ه پایه {e۱, e۲} و H = R۲ کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٢ مثال

R۲ برای قاب Έی تش΋یل {fj}۳j=۱ دنباله باشند، f۳ = e۱ + e۲ و f۲ = e۱ − e۲ و f۱ = e۱

f = (α, β) ∈ R۲ هر برای زیرا مͳ دهد،

۳∑
j=۱

|⟨f, fj⟩|۲ = α۲ + ۰+ α۲ + β۲ + α۲ + β۲

= ۳α۲ + ۲β۲,

ͳطرف از

۲(α۲ + β۲) ≤ ۳α۲ + ۲β۲ ≤ ۳(α۲ + β۲),

مͳ باشد. B = ۳ و A = ۲ کران های با قاب Έی {fj}۳j=۱ نتیجه در

ͳیعن مͳ گویند. کیپ را قاب باشد،آنگاه A = B ، (١ ‐ ١) رابطه در اگر .١ ‐ ٢ ‐ ٣ تعریف

∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|۲ = A∥f∥۲, (f ∈ H ).

٩



دنباله H = R۲ هیلبرت فضای در .۴ ‐ ١ ‐ ٢ مثال

f۱ = (۱,۰), f۲ = (
۱
۲ ,

√
۳
۲ ), f۳ = (−۱

۲ ,

√
۳
۲ )

f = (α, β) ∈ R۲هر برای زیرا مͳ باشد. R۲ برای کیپ قاب Έی

۳∑
j=۱

|⟨f, fj⟩|۲ = α۲ + ۰+
۱
۴α۲ +

۳
۴β۲ +

۱
۴α۲ +

۳
۴β۲

=
۳
۲(α۲ + β۲)

=
۳
۲∥f∥۲.

است. A = ۳
۲ کران با قاب Έی {fj}۳j=۱ بنابراین

قاب Έی را {fj}j∈J دنباله آنگاه ،A = B = ۱ ، (١ ‐ ١) رابطه در اگر .۵ ‐ ١ ‐ ٢ تعریف

مͳ نامند. پارسوال

اگر باشد. H برای متعامد ی΋ه پایه Έی {ej}j∈J کنید فرض .۶ ‐ ١ ‐ ٢ مثال

{φ۱ = e۱, φ۲ = ۰, φ۳ = e۲, φ۴ = ۰, φ۵ = e۳, ...}

آنگاه f ∈ H و

∑
j∈J

|⟨f, φj⟩|۲ = |⟨f, e۱⟩|۲ + |⟨f,۰⟩|۲ + |⟨f, e۲⟩|۲ + |⟨f,۰⟩|۲ + ...

=
∑
j∈J

|⟨f, ej⟩|۲.

پارسوال قاب Έی لذا مͳ دهد ،A = B = ۱ کران های با قاب Έی تش΋یل {φj}j∈J صورت این در

مͳ باشد.

زیرا است. پارسوال قاب Έی H هیلبرت فضای در {ej}j∈J متعامد ی΋ه پایه هر .١ ‐ ٢ ‐ ٧ مثال

∑
j∈J

|⟨f, ej⟩|۲ = ∥f∥۲, (f ∈ H ).

١٠



نباشد. قاب که مͳ کنیم ذکر را متعامد دنباله Έی از ͳمثال اینجا در

این در . باشد H هیلبرت فضای برای متعامد ی΋ه پایه Έی {ej}j∈J کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٨ مثال

دنباله صورت

{۱
j
ej}j∈J = {e۱,

۱
۲e۲,

۱
۳e۳, ...},

باشد داشته وجود A مانند ͳمثبت عدد کنید فرض نمͳ باشد. قاب Έی ͳول مͳ باشد متعامد دنباله Έی

داریم: f := ek و ثابت k Έی برای آنگاه کند، صدق قاب ͳپایین شرط در که

A = A∥ek∥۲ ≤
∑
j∈J

|⟨ek,
۱
j
ej⟩|۲ = |⟨ek,

۱
k
ek⟩|۲ =

۱
k۲

قاب Έی تش΋یل {۱
j
ej}j∈J که مͳ دهد نشان تناقض این .A = ۰ آنگاه k −→ ∞ اگر حال

نمͳ دهد.

عدد هرگاه گویند، بسل دنباله Έی را H هیلبرت فضای عناصر از {fj}j∈J دنباله .١ ‐ ٢ ‐ ٩ تعریف

: که باشد موجود چنان B مثبت و ثابت

∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|۲ ≤ B∥f∥۲, (f ∈ H ).

برای اگر باشد. H هیلبرت فضای برای متعامد ی΋ه پایه Έی {ej}j∈J کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ١٠ مثال

زیرا، است. بسل دنباله Έی {fj}j∈J آنگاه fj = ej + ej+۱ ،j ∈ J هر

∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|۲ =
∑
j∈J

|⟨f, ej + ej+۱⟩|۲

=
∑
j∈J

|⟨f, ej⟩+ ⟨f, ej+۱⟩|۲

≤
∑
j∈J

(
|⟨f, ej⟩|+ |⟨f, ej+۱⟩|

)۲
≤ ۲

∑
j∈J

|⟨f, ej⟩|۲ + ۲
∑
j∈J

|⟨f, ej+۱⟩|۲

= ۴∥f∥۲.

تعریف به ادامه در است. شده نتیجه (a+ b)۲ ≤ ۲(a۲ + b۲) رابطه ی از دوم نامساوی کنید توجه

١١



ترکیب عملΎر تعریف با را بحث نیازمندیم. تعریف چند به آن از قبل ͳول مͳ پردازیم. قاب عملΎر

مͳ کنیم. آغاز

B و A قاب کران های با H هیلبرت فضای برای قاب Έی {fj}j∈J اگر .١ ‐ ٢ ‐ ١١ تعریف

{cj}j∈J ∈ ℓ۲(N) اس΋الرهای از دنباله هر برای پیش‐قاب) (عملΎر ترکیب عملΎر آنگاه باشد.

مͳ شود: تعریف زیر صورت به

T : ℓ۲(N) −→ H,

با

T ({cj}j∈J) =
∑
j∈J

cjfj.

عملΎر دهیم نشان اینکه برای است. کراندار ͳخط و خوش تعریف ترکیب عملΎر .١ ‐ ٢ ‐ ١٢ نکته

فرض ابتدا منظور، این برای باشد. همΎرا
∑

j∈J cjfj سری کافیست است، خوش تعریف T ترکیب

آنگاه: n ≥ m و m,n ∈ N کنید

∥
n∑

j=۱
cjfj −

m∑
j=۱

cjfj∥ = ∥
n∑

j=m+۱
cjfj∥

= sup
∥g∥=۱

|⟨
n∑

j=m+۱
cjfj, g⟩|

≤ sup
∥g∥=۱

n∑
j=m+۱

|cj⟨fj, g⟩|

≤
( n∑

j=m+۱
|cj|۲

)۱
۲
sup
∥g∥=۱

( n∑
j=m+۱

|⟨fj, g⟩|۲
)۱

۲

≤
√
B
( n∑

j=m+۱
|cj|۲

)۱
۲
,

(∑
j∈J |cj|۲

)۱
۲
< ∞ ͳیعن {cj}j∈J ∈ ℓ۲(N) چون حال . است قاب بالای کران B آن در که

T بوضوح است. خوش تعریف T لذا است، همΎرا H هیلبرت فضای در
∑

j∈J cjfj سری پس

١٢


