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چ΋یده

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را آن�ها و ͳمعرف را منظم قویا�ً گراف��های از مختلف رده�های ابتدا پایان�نامه، این در

کدهای پارامتر�های و م�ͳآوریم بدست ͳدوتایـ کد�های منظم، �قویاً یΈگراف مجاورت ماتریس Έکم به سپس

را راس ۴٠ از کمتر با منظم قویاً گراف�های روی کد خاص صورت به انتها در م�ͳکنیم. تحلیل را شده تولید

م�ͳآوریم. دست به کامل صورت به را آن�ها پارامترهای و نموده ͳبررس
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مقدمه

ماتریس�ها گروه�ها، از استفاده مانند است جبری ابزار�های از استفاده کد، یافتن برای مرسوم روش�های از ͳ΋ی

اشاره م�ͳآید، دست به ماتریس�ها سطری فضای از که ͳدوتایـ کدهای به م�ͳتوان روش�ها این جمله از غیره. و

گراف�های سطری فضای از که ͳدوتایـ کد�های مطالعه به [٨] مقاله�ی در پیترز٢ و همرز١ ١٩٩٨ سال در کرد.

منظم k-گراف Έی (v, k, λ, µ) پارامتر�های با منظم قویاً گراف Έی پرداخته�اند. م�ͳشود، ساخته منظم قویاً

هستند مجاور دیΎر راس λ با مشترک طور به مجاور راس دو هر که طوری به است راس v دارای که است

گراف�های ابتدا پایان�نامه این در ما هستند. مجاور دیΎر راس µ با مشترک طور به مجاور غیر راس دو هر و

گراف�های ،ͳمثلث گراف�های مثل گراف�ها این خانواده�های از ͳبعض و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را منظم قویاً

منظم قویاً ͳگراف منظم قویاً گراف هر متمم م�ͳدهیم نشان بعلاوه م�ͳکنیم. ͳمعرف را ͳپایل گراف�های و لاتیس

است.

منظم قویاً گراف م�ͳتوان متقارن طرح هر از م�ͳدهیم نشان و م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳترکیبیات طرح�ها�ی ادامه در

م�ͳکنیم. تولید طرح ،(v, k, λ, λ) پارامتر�های با منظم قویاً گراف�های از بعلاوه آورد. به�دست

م�ͳآوریم. دست به منظم قویاً گراف�های ماتریس�ها، این از و م�ͳکنیم تعریف را هادامارد ماتریس�های هم�چنین

سیدل تعویض�گرهای از استفاده با و م�ͳکنیم تعریف را سیدل تعویض�گرهای و دو-گراف�ها ١ فصل پایان در

م�ͳکنیم. تولید دیΎری منظم قویاً گراف�های منظم، قویاً گراف� Έی از

م�ͳدهیم قرار منظم قویا�ً گراف�های مجاورت ماتریس سطر�های توسط شده تولید فضای را C کد ،٢ فصل در

منظم قویاً گراف�های برای هم�چنین م�ͳکنیم. تعیین را C کد بعد منظم، قویاً گراف پارامترهای از استفاده با و

م�ͳکنیم. تولید را متناظر کدهای راس، ۴٠ از کم�تر با

توسط شده تولید سطری فضای از حاصل C کد فاصله�ی کمترین برای کران Έی نخست ٣ فصل در

سپس است. ͳهمان ماتریس I و است متقارن ماتریس Έی A جای�ͳکه م�ͳآوریم، دست به G = (I, A)

ماتریس با کدی C و (v, k, λ, µ) پارامترهای با Γ منظم قویاً گراف مجاورت ماتریس A هرگاه م�ͳکنیم، ثابت

١Haemers
٢Peters

ج



مقدمه مقدمه

اکثریت ͳکدگشایـ از استفاده با م�ͳتواند C کد دوگان آن�گاه باشد، G = (I, A) یا G = A مولد

k +max(λ, µ)− ١
٢max(λ, µ)

کند. ΀تصحی C کد برای را خطا

د



١ فصل

قضایا تعاریفو

هستند. نیاز مورد آینده فصل�های در که م�ͳآوریم را ͳقضایایـ و تعاریف فصل این در

قطری Dماتریس ،١ جا همه درایه�های با ͳمربع ماتریس J ،ͳهمان ماتریس I پایان�نامه این بخش�های ͳتمام در

است. ١ جا همه ͳستون ماتریس 1 و

کد ١.١

همه�ی Anمجموعه فرضکنید بΎیرید. نظر در را ،A = {a١, a٢, · · · , aq} ͳمتناه مجموعه تعریف١.١.١

An از ͳناته مجموعه زیر Έی ،A روی n طول به ͳبلوک کد Έی از منظور باشد. A روی n طول به رشته��های

را C آن�گاه باشد، کدکلمه M شامل ،C اگر گویـند. کدکلمه ،C در رشته هر به و کد این الفبای A به است.

م�ͳدهند. نمایش (n,M)-کد با را آن و Mگویـند اندازه و n طول به کدی

،d(x, y) ١Ίهمین فاصله باشند. الفبا Έی روی ی΋سان طول به رشته دو y و x کنید فرض تعریف٢.١.١

هستند. متفاوت مقادیر دارای م΋ان�ها آن در y و x که است ͳان�هایـ΋م تعداد برابر

بΎیرید. نظر در F٢ میدان روی را C = {٠٠٠٠,١١٠٠,٠٠١١,١٠٠١,٠١١٠,١١١١} کد ٣.١.١ مثال

است. ٢ برابر ١١٠٠ و ١١١١ کدکلمات فاصله�ی و ۴ برابر ١١٠٠ و ٠٠١١ کدکلمات فاصله�ی

هرگاه �گویـیم، یΈمتر را d : X ×X −→ R تاب΄ تعریف١.١.۴

.x = y اگر وتنها اگر d(x, y) = ٠ هم�چنین و d(x, y) ≥ ٠ ،x, y ∈ X هر برای (١

١Hamming distance

١



ͳخط کد .٢.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

.d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر برای (٢

.(ͳمثلث (نامساوی d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) ،x, y, z ∈ X هر برای (٣

متر ΈیΊهمین فاصله آن�گاه باشد، A الفبا روی n طول به کدکلمات ͳتمام مجموعه An اگر ۵.١.١ گزاره

است. An روی

شود. مراجعه [١٢] کتاب در (۴.٢.١) قضیه�ی به اثبات.

زیر صورت به C کد فاصله٢ کمترین باشد، A روی کد Έی C و الفبا Έی A کنید فرض تعریف١.١.۶

م�ͳشود: تعریف

d(C) = min
c,d∈C

d(c, d)

است. Ίهمین متر Έی d آن در که

است. d فاصله کمترین Mو اندازه ،n طول به کد Έی ,n,M)-کد، d)Έی تعریف٧.١.١

n روی σ چون ͳشتΎجای هرگاه گویـیم، معادل٣ را C٢ و C١ ͳتایـ-q (n,M)-کد دو تعریف٨.١.١

که طوری به باشند موجود کد الفبای روی πn،· · · ،π٢،π١ جایΎشت�های و مختصات

.c١c٢ · · · cn ∈ C١ اگر تنها و اگر π١(cσ(١))π٢(cσ(٢)) · · · πn(cσ(n))) ∈ C٢

ͳخط کد ٢.١

م�ͳدهیم. نمایش نیز V (n, q) با را (Fq)
n است. Fq میدان روی n بعد با برداری فضای Έی ،(Fq)

n مجموعه

کد Έی L هرگاه باشد. V (n, q) فضای زیر L اگر �گویـیم، ۴ͳخط را L ⊆ V (n, q) کد تعریف١.٢.١

d فاصله کمترین دارای L اگر است. ,n]-کد k] Έی L �گویـیم باشد، V (n, q) روی k بعد دارای و ͳخط

�گویـیم. ,n]-کد k, d]Έی را L آن�گاه باشد،

٢minimum distance
٣equivalence
۴linear

٢



ͳخط کد .٢.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

تعداد برابر م�ͳشود، داده نمایش w(x) با که را x ۵Ίهمین وزن .x ∈ V (n, q) کنید فرض تعریف٢.٢.١

داده نمایش w(C) با که را C کد Έی وزن کمترین یا وزن هم�چنین م�ͳشود. تعریف x صفر غیر م΋ان�های

م�ͳشود. تعریف C کد از صفر غیر کدکلمات همه�ی وزن کم�ترین برابر م�ͳشود،

صورت این در باشند. V (n,٢) عضو دو y = y١y٢ · · · yn و x = x١x٢ · · · xn اگر تعریف٣.٢.١

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را y و xاشتراک

x ∩ y := (x١y١, x٢y٢, · · · , xnyn).

باشد. ١ دو هر y و x iام م΋ان اگر وتنها اگر است ١ iام م΋ان در x ∩ y بنابراین

داریم x, y ∈ V (n, q) هر برای (١ ۴.٢.١ لم

d(x, y) = w(x− y).

داریم x, y ∈ V (n,٢) هر برای (٢

d(x, y) = w(x) + w(y)− ٢w(x ∩ y).

شود. مراجعه [١٢] مرج΄ از (۴.٣.۴) لم به اثبات.

.d(L) = w(L) داریم، L ͳخط کد برای ۵.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١٢] مرج΄ از (۵.٣.۴) قضیه�ی به اثبات.

١های و ٠ تعویض از که است کدی ،C متمم۶ کد باشد، (Fq)
n روی کدی C کنید فرض تعریف٢.١.۶

م�ͳدهند. نمایش Cc با را آن� و م�ͳآید دست به کدکلمات

y ∈ C کلمه�ی کد متمم yc جای�ͳکه ،d(x, yc) = n − d(x, y) آن�گاه ،x, y ∈ V (n,٢) اگر ٧.٢.١ لم

است.

شود. مراجعه [١٢] مرج΄ از (٨.٣.۴) لم به اثبات.

۵Hamming weight
۶complement code

٣



ͳخط کد .٢.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

که C خودریخت�ͳهای٧ گروه صورت این در باشد. ͳدوتایـ ,n]-کد k]Έی C کنید فرض تعریف٨.٢.١

م�ͳگردد: تعریف زیر صورت به م�ͳشود، داده نمایش Aut(C) با

Aut(C) = {π ∈ Sn | πc ∈ C ∀c ∈ C},

م�ͳکند: عمل زیر صورت به π که ͳجای

π(c١, c٢, · · · , cn) = (cπ١ , cπ٢ , · · · , cπn).

است. گروه Έی تواب΄ ترکیب عمل تحت Aut(C) مجموعه ٩.٢.١ قضیه

است. ΀واض اثبات.

اندازه از S۴ گروه زیر Έی C = {٠٠٠٠,١١٠٠,٠٠١١,١١١١} کد خودریخت�ͳهای گروه ١٠.٢.١ مثال

داریم: واق΄ در است. ٨

Aut(C) = {id, (١٢), (٣۴), (١٢)(٣۴), (١٣)(٢۴), (١۴)(٢٣), (١٣٢۴), (١۴٢٣)}.

است، k × n ماتریس Έی که را G ماتریس باشد. ,n]-کد k] Έی L کنید فرض تعریف١١.٢.١

باشند. L کد پایه G سطرهای هرگاه �گویـیم، L کد ماتریسمولد٨

سطرهای ͳخط ترکیبات L کدکلمات آن�گاه باشد، G مولد ماتریس با Fq میدان روی ,n]-کد k] Έی L اگر

:ͳیعن هستند؛ G

L = {xG | x ∈ V (k, q)}. (١.١)

k طول به کلمات همه�ی صورت به منب΄، اگر م�ͳکند. ͳمعرف کدگذاری برای ساده�ای بسیار روش (١.١) معادله

م�ͳکنیم. کدگذاری xG کدکلمه به را x ∈ V (k, q) منب΄ کلمه ما آنΎاه شود، داده نمایش ͳتایـ-q الفبای روی

مولد: ماتریس با ͳخط کد Έی L کنید فرض ١٢.٢.١ مثال

G =


١ ١ ٠ ٠

٠ ١ ١ ١

١ ٠ ١ ٠


٧automorphism group
٨generator matrix

۴



ͳخط کد .٢.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

هر برای واق΄ در م�ͳکند. کدگذاری را V (٣,٢) عناصر ،L کد باشد.

x = (x١, x٢, x٣) ∈ V (٣,٢)

از: است عبارت متناظر کدکلمه

[x١, x٢, x٣]


١ ١ ٠ ٠

٠ ١ ١ ١

١ ٠ ١ ٠

 = [x١ + x٣, x١ + x٢, x٢ + x٣, x٢].

در مولد ماتریس را G = (Ik | A) فرم به مولد ماتریس آن�گاه باشد، k × k اندازه از ͳهمان ماتریس Ik اگر

تعریف ͳطبیع صورت به که است ͳداخل ضرب Έی دارای V (n, q) برداری فضای �گویـیم. استاندارد ش΋ل

x اس΋الر ضرب یا نقطه�ای ضرب باشند، V (n, q) در y = y١y٢ · · · yn و x = x١x٢ · · · xn اگر م�ͳشود.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به م�ͳشود، داده نمایش x · y با که را y و

x.y = x١y١ + x٢y٢ + · · ·+ xnyn.

مجموعه باشد. ͳخط ,n)-کد k)Έی L کنید فرض تعریف١٣.٢.١

L⊥ = {x ∈ V (n, q) | x.c = ٠, ∀c ∈ L}

گویـیم. L دوگان٩ کد را

آن�گاه باشد، L کد مولد ماتریس G اگر (١ ١۴.٢.١ قضیه

L⊥ = {x ∈ V (n, q) | xGT = ٠}.

است. ͳخط ,n]-کد n− k]Έی ،L ͳخط ,n]-کد k] دوگان (٢

.(L⊥)⊥ = L داریم، L ͳخط کد هر برای (٣

شود. مراجعه [١٢] مرج΄ از (٣.١.۵) قضیه�ی به اثبات.

٩dual code

۵



ͳخط کد .٢.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

داریم (١۴.٢.١) قضیه بنابر اما نیست. صفر برابر همیشه L ∩ L⊥ که باشید داشته توجه

dim(L) + dim(L⊥) = n

دهید قرار باشد. G = (Ik | A) استاندارد فرم به ،k × n مولد ماتریس با ͳخط کد Έی L کنید فرض

H = (−AT | In−k)

داریم است. Aماتریس ترانهاده AT که �ͳجایـ

GHT = (Ik | A)
(
−A

In−k

)
= −A+ A = ٠

برای مولد ماتریس H بنابراین ،rank(H) = n− k = dim(LT ) چون و است عمود G Hبر سطرهای پس

گویـیم. L توازن١٠ ͳماتریسبررس H به است. L⊥ دوگان، کد

d صورت این در باشد. H توازن ͳبررس ماتریس با ͳخط ,n]-کد k, d] Έی L کنید فرض ١۵.٢.١ قضیه

H ستون d ،ͳیعن) باشند. ͳخط وابسته H ماتریس از ستون� r که طوری به است r ΀صحی عدد کوچ�Έترین

خط�ͳاند.) مستقل H از ستون d− ١ هر اما هستند، ͳخط وابسته که دارند وجود

شود. مراجعه [١٢] مرج΄ از (۴.١.۵) قضیه به اثبات.

.L ⊆ L⊥ هرگاه �گویـیم، متعامد١١ خود L ͳخط کد به تعریف٢.١.١۶

عمود خود L صورت این در باشد. L ͳدوتایـ ͳخط کد Έی مولد ماتریس G کنید فرض ١٧.٢.١ قضیه

باشد. پذیر بخش ٢ بر سطرها وزن و باشند عمود هم بر G مجزای سطرهای اگر تنها و اگر است

است. ΀واض اثبات اثبات.

سطرهای وزن و باشند عمود هم بر L ͳدوتای ͳخط کد Gاز مولد ماتریس مجزای سطرهای اگر ١٨.٢.١ قضیه

هستند. پذیر بخش ۴ بر L کدکلمات همه�ی وزن و است عمود خود L آن�گاه باشند، پذیر بخش ۴ بر G

داریم: دوم قسمت برای است. معلوم قبل قضیه از بودن عمود خود اثبات.

w(u+ v) = w(u) + w(v)− ٢w(u ∩ v).

۴ از ͳمضرب w(u ∩ v) و w(v) ،w(u) پس است. ٢ از ͳمضرب w(u ∩ v) لذا عمودند، برهم v و u چون

است. ۴ از ͳمضرب L از کدکلمه هر وزن نتیجه در هستند
١٠parity check matrix
١١self orthogonal

۶



Ίهمین کد .٣.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

.L = L⊥ هرگاه �گویـیم، دوگان١٢ خود را L کد تعریف١٩.٢.١

,n]-کد k] حقیقت، در باشد. زوج کد طول باید C کد Έی بودن دوگان خود برای که دید م�ͳتوان ͳراحت به

.k = n/٢ باشیم داشته و بوده عمود خود ،C اگر تنها و اگر است دوگان خود C

A١, A٢, · · · , An باشد. k وزن کدکلماتCبه تعداد Akبرابر فرضکنید ،C کد (n,M) هر برای تعریف٢٠.٢.١

جم΄ به م�ͳنامیم. C ١٣ͳوزن توزی΄ را

WC(s) =
n∑

k=٠

Aks
k

گویـیم. C ١۴ͳوزن شمارنده

Ίهمین کد ٣.١

مارسل توسط مستقل طور به کد این خطاست. کننده�ی ΀تصحی میان در کد مشهورترین احتمالا˦ Ίهمین کد

توجه ابتدا Ίهمین کد ساخت برای شد. کشف ١٩۵٠ سال در ١۶ Ίهمین ریچارد و ١٩۴٩ سال در ١۵ͳگُل

کوچ�Έترین Hبرابر توازن ͳبررس ماتریس با ͳخط ,n]-کد k] از فاصله کمترین (١۵.٢.١) قضیه بنابر که کنید

,n]-کد k,٣] توازن ͳبررس ماتریس از ستون� دو Ϳهی لذا خط�ͳاند، Hوابسته سطرها�ی که mاست ΀صحی عدد

دارد وجود ستون سه ͳول نیست، دیΎر ستون از اس΋الری مضرب ͳستون Ϳهی ͳیعن نیستند. ͳخط وابسته ،ͳخط

م�ͳسازیم: زیر صورت به را [n, k,٣]Ίهمین کد توازن ͳبررس ماتریس اکنون خط�ͳاند. وابسته که

از را c٢ صفر غیر بردار سپس بر�م�ͳداریم. را V١ = V (r, q) از c١ صفر غیر بردار نخست

V٢ = V١ − {αci | α ̸= ٠}

چون م�ͳدهیم، ادامه مم΋ن صفر غیر بردارهای همه�ی انتخاب برای را روند این بر�م�ͳداریم.

|{αci | α ̸= ٠}| = q − ١,

١٢self dual
١٣weight distribution
١۴weight enumerator
١۵Marcel Golay
١۶Richard Hamming

٧



Ίهمین کد .٣.١ قضایا و تعاریف .١ فصل

مستقل دو به دو توازن ͳبررس ماتریس ستون�های است. مختلف ستون qr−١
q−١ دارای توازن ͳبررس ماتریس پس

کد [n, k,٣] توازن ͳبررس ماتریس حاصل، ماتریس خط�ͳاند. وابسته که دارد وجود ستون سه ͳول خط�ͳاند،

آن، در که است ͳخط

n =
qr − ١
q − ١

, k = n− r. (٢.١)

گویـیم. r مرتبه�ی همینΊاز کد کد، این به

ی΋سان پارامتر با همینΊمختلف ماتریس�های پس نیست. فرد به منحصر ستون�ها انتخاب که باشید داشته توجه

بدست را پارامترها) همان (با دیΎری Ίهمین ماتریس ،Ίهمین ماتریس Έی از م�ͳتوانیم وجود این با داریم.

ی΋سان، مرتبه�ی از Ίهمین کدهای لذا صفر)، غیر اس΋الر در ستون�ها ضرب و جایΎشت��ها از استفاده (با آوریم

هستند. معادل�

که: است ,n]-کد k,٣]Έی ،H٢(r) م�ͳشود. استفاده بسیار Ίهمین کد از ͳدوتایـ حالت

n = ٢r, k = ٢r − ١− r.

صفر غیر عدد ٢r − ١ تمام ͳدوتایـ نمایش ،r مرتبه�ی از Ίهمین ماتریس ستون�های آن�گاه q = ٢ اگر

است. ٢r − ١، · · · ،٢،١

با است برابر H(٣)٢Ίهمین کد برای توازن ͳبررس ماتریس ١.٣.١ مثال

H =


٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١

٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١

١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١

 .

٨



٢ فصل

منظم قویاً گراف�های

منظم قویاً گراف ١.٢

Έی جای�ͳکه است، E یال�های مجموعه و V راس�های مجموعه شامل Γ ساده یΈگراف١ تعریف١.١.٢

مجاور y و x راس�های گوییم باشد، یال Έی xy ∈ E اگر است. X متمایز راس دو از نامرتب زوج Έی یال

هستند.

ͳراس�های تعداد برابر x ∈ V راس درجه�ی٢ باشد. گراف Έی Γ = (V,E) کنید فرض تعریف٢.١.٢

هستند. مجاور Γگراف در x با که است

باشد. k آن راس هر درجه که است ساده گراف Έی k درجه�ی از منظم یΈگراف تعریف٣.١.٢

SRG(v, k, λ, µ) با معمولا˦ را آن که (v, k, λ, µ) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی تعریف١.٢.۴

م�ͳکند. صدق زیر شرایط در که v مرتبه�ی از طوقه بدون ساده گراف Έی از است عبارت م�ͳدهند، نمایش

است. k درجه�ی از منظم (١

هستند. مجاور دو هر با که دارند وجود راس λ مجاور، راس دو هر برای (٢

هستند. مجاور دو هر با که دارند وجود راس µ مجاور، غیر راس دو هر برای (٣

١graph
٢order

٩



منظم قویاً گراف .١.٢ منظم قویاً گراف�های .٢ فصل

است. (۵,٢,٠,١) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی ((١.٢) (ش΋ل ٣ͳضلع پن; Έی مثال برای

......

ͳضلع پن; گراف :١.٢ ش΋ل

×۴-شب΋ه۴ گراف۴ مثال برای نیستند. ی΋ریخت ی΋سان، پارامترهای با منظم گرافقویاً دو ͳحالتکل در

گراف۴×۴-شب΋ه، در K۴×K۴است. با ی΋ریخت که است (١۶,۶,٢,٢) پارامتر با منظم قویاً یΈگراف

تنها و اگر مجاورند (i′, j′) و (i, j) زوج�های بعلاوه و i, j ∈ {٠,١,٢,٣} که هستند (i, j) زوج�های راس�ها،

پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی (٢.٢) ش΋ل شریخانده۵ گراف دیΎر طرف از .j = j′ یا i = i′ اگر

ی΋ریخت شریخانده و ۴-شب΋ه × ۴ گراف�های ،[۴] مرج΄ از (١٢.٢) مثال بنابر اما است. (١۶,۶,٢,٢)

نیستند.

این گویـیم. ۶ͳاشلافل گراف ،SRG(٢٧,١۶,١٠,٨) پارامترهای با منظم قویاً گراف به تعریف١.٢.۵

فرد به منحصر SRG(٢٧,١۶,١٠,٨) پارامترهای با منظم قویاً گراف همچنین است. (٣.٢) ش΋ل به گراف

است.

Γ آن متمم اگر تنها و اگر است (v, k, λ, µ) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی Γ گراف ۶.١.٢ گزاره

باشد. (v, v − k − ١, v − ٢k + µ− ٢, v − ٢k + λ) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی

م�ͳدهیم نشان نخست است. v − k − ١ برابر Γراس هر درجه�ی باشد. Γگراف متمم Γ کنید فرض اثبات.

باشند، Γ در مجاور راس دو y و x اگر است. −٢k + µ − برابر٢ مجاور راس دو با مجاور راس�های تعداد

است. مجاور غیر y و x با Γ در باشد مجاور Γ در y و x با که z راس هر مجاورند. غیر Γ در y و x آن�گاه

٣pentagon
۵Shrikhande graph
۶Schlafli graph

١٠



منظم قویاً گراف .١.٢ منظم قویاً گراف�های .٢ فصل

.................

شریخانده گراف :٢.٢ ش΋ل

ͳاشلافل گراف :٣.٢ ش΋ل

مجاور راس�های چون اما م�ͳکنیم، کم را ٢k ،v از پس هستند. مجاور راس k با کدام هر Γ در y و x راس�های

µ لذا است، µ برابر Γ در y و x مجاور غیر راس�های با مجاور راس�های تعداد و کردیم کم بار دو را دو هر با

حال است. v − ٢k + µ− ٢ برابر Γ در y و x راس� دو با مجاور راس�های تعداد نتیجه در کردیم. اضافه را

غیر راس دو y و x اگر است. = v− ٢k+ λ برابر غیرمجاور راس دو با مجاور راس�های تعداد م�ͳدهیم نشان

با باشد، مجاور Γ در y و x با که z راس هر هستند. مجاور Γ در y و x راس�های آن�گاه باشند، Γ در مجاور

نتیجه در است. v − ٢k + λ برابر Γ در y و x با مجاور غیر راس�های تعداد است. مجاور غیر Γ در y و x

است. = v − ٢k + λ برابر غیرمجاور راس دو با مجاور راس�های تعداد

L(Γ) راس�های Γ یال�های که طوری به است، L(Γ)گراف ،Γگراف به وابسته ͳگرافخط تعریف٧.١.٢

١١



ویژه مقادیر .٢.٢ منظم قویاً گراف�های .٢ فصل

باشند. مجاور راس Έی در Γ در آن�ها با متناظر یال�های اگر تنها و اگر هستند مجاور L(Γ) در راس دو و هستند

را ͳراس m کامل گراف مجاورند. آن در راس دو هر که است ساده�ای گراف کامل، گراف تعریف٨.١.٢

م�ͳدهند. نمایش Km با

م�ͳدهیم. نشان T (m) با را آن و �گویـیم ٧ͳمثلث گراف را ͳراس m کامل گراف ͳخط گراف تعریف٩.١.٢

پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی ͳمثلث گراف �م�ͳدهیم نشان [٨] مرج΄ از (۴.١) بخش به توجه با

x کنید فرض است، m − ٢ برابر λ م�ͳدهیم نشان ابتدا است. (١٢m(m− ٢,(١(m− ٢),m− ٢,۴)

صورت این در مجاورند. Kn در z چون ͳراس در y و x یال�های لذا باشند، T (m) در مجاور راس دو y و

تعداد است. بوده مجاور Kn در y و x یال�های با که بوده ͳیال باشد، T (m) در y و x با مجاور که راس هر

تعداد برابر m − ٣ ͳول .(m − ٣) + ١ = m − ٢ با است برابر هستند مجاور y و x با که Kn در یال�ها

هم به را v و u راس�های که است ͳیال آن ١ مقدار و مجاورند Kn در z راس در y و x با که است ͳیال�هایـ

یال توسط که است ͳراس v و است شده وصل z راس به x یال توسط که است ͳراس u که ͳجایـ م�ͳکند، وصل

در مجاور غیر یال دو T (m) در مجاور غیر راس دو زیرا است، ۴ برابر µ بعلاوه است. شده وصل z راس به v

دو با مجاور راس�های تعداد لذا است، ۴ برابر Kn در مجاور غیر یال دو با مجاور یال�های تعداد هستند. Kn

.µ = ۴ نتیجه در است. ۴ برابر T (m) در مجاور غیر راس

با منظم قویاً گراف T (۵) متمم است. (١٠,۶,٣,۴) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی T (۵) مثال برای

گویـیم(٢.۴). ٨ پترسن گراف T (۵) به است. (١٠,٣,٠,١) پارامترهای

ویژه مقادیر ٢.٢

طوری�که به است، A = [aij] مانند ͳماتریس برابر Γگراف مجاورت ماتریس باشد. گراف Έی Γ کنید فرض

داریم منظم k گراف�های برای .aij = ٠ صورت این غیر در باشند. مجاور j راس و i راس اگر ،aij = ١

به بیشتر اطلاعات برای است. A مجاورت ماتریس ویژه مقدار Έی k k-منظم، گراف برای لذا .A1 = k1

فرمایـید. مراجعه [۶] مرج΄

برقرار زیر گزاره�های صورت این در باشد. k درجه�ی از منظم قویاً گراف Έی Γ کنید فرض ١.٢.٢ قضیه

هستند:

٧Triangular Graph
٨Petersen Graph

١٢



ویژه مقادیر .٢.٢ منظم قویاً گراف�های .٢ فصل

...........

پترسن گراف :۴.٢ ش΋ل

است. ویژه مقدار Έی k (١

است. ١ برابر k ͳΎچندگان آن�گاه باشد همبند Γ اگر (٢

.|λ| ≤ k داریم Γ از λ ویژه هرمقدار برای (٣

است. ΀واض (١ اثبات.

در xj فرضکنید باشد. k ویژه مقدار برای صفر غیر ویژه بردار Έی x = [x١, x٢, · · · , xv]
T فرضکنید (٢

.(Ax)j = kxj چون .|xi| ≤ |xj| ،١ ≤ i ≤ v هر برای ͳیعن باشد، مطلق قدر مقدار بیشترین دارای x

داریم
v∑

i=١

aj,ixi = kxj. (١.٢)

vi راس k روی جم΄ برابر حاصل�ضرب کردیم، ضرب x در را A jام سطر اخیر معادله چپ سمت در

Γ اگر .xi = xj داریم، xj مجاور راس�های تمام برای ،xj بودن ماکزیمم به توجه با است. vj با مجاور

هستند، معادل هم با x مقادیر همه که �م�ͳگیریم نتیجه xiها دیΎر روی فرایند این دادن ادامه با باشد همبند

است. ١ بعد دارای k مقدار با مرتبط ویژه بردار فضای پس است. 1 از ͳمضرب x لذا

داریم (١.٢) به توجه با باشد. y در مطلق قدر مقدار بزرگ�ترین دارای yi و Ay = λy ̸= ٠ کنید فرض (٣

پس .
∑v

i=١ aj,ixi = kxj

|λ||yi| = |
k∑

i=١

yi| =
k∑

i=١

|yi| ≤ k|yi|.

.| λ |≤ k نتیجه در

١٣



ویژه مقادیر .٢.٢ منظم قویاً گراف�های .٢ فصل

بردار بر عمود λ ویژه مقدار ویژه بردار اگر �گویـیم، شده٩ تحدید را k مخالف λی ویژه مقدار تعریف٢.٢.٢

شود. صفر برابر 1 در λ با متناظر ویژه بردار ͳداخل حاصل�ضرب ͳیعن باشد، 1

هستند. k با متفاوت ویژه مقادیر شده، تحدید ویژه مقادیر k-منظم، همبند گراف برای ٣.٢.٢ لم

فرض باشد. Aمجاورت ماتریس با Γ گرافk-منظم برای k با متفاوت ویژه یΈمقدار ρ فرضکنید اثبات.

لذا .Ay = ρy و A1 = k1 داریم باشد. ρ ویژه بردار y کنید

A1 = k1 ⇒ yTA1 = yTk1 ⇒ ρyT1 = kyT1.

است. عمود 1 بر y لذا ،yT1 = ٠ م�ͳدهد نتیجه اخیر معادله در آخر تساوی ،ρ ̸= k چون

زیر شرایط Aمجاورت ماتریس با ،v مرتبه�ی از Γ ͳته وغیر کامل غیر همبند ساده گراف برای ۴.٢.٢ قضیه

معادلند؛

است. (v, k, λ, µ) پارامترهای با منظم قویاً گراف Έی Γ (١

.A٢ = (λ− µ)A+ (k − µ)I + µJ داریم، k و µ و λ ͳحقیق مقادیر برای (٢

دارد. شده تحدید ویژه مقدار دو Aدقیقاً (٣

نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را A٢ = (λ−µ)A+(k−µ)I+µJ معادله�ی که م�ͳکنیم توجه ابتدا اثبات.

A٢ = kI + λA+ µ(J − I − A). (٢.٢)

داریم: [۶] مرج΄ از (٢.٢) قضیه�ی به توجه با

حاصل�ضرب برابر A jام ستون در A iام سطر حاصل�ضرب لذا است، متقارن ͳماتریس A چون (٢) ⇐ (١)

مجاور jام راس و iام راس اگر است. k برابر i سطر در iام سطر حاصل�ضرب است. A jام سطر در iام سطر

آن�گاه باشند، مجاور غیر jام سطر و iام سطر اگر و است λ برابر jام سطر در iام سطر حاصل�ضرب آن�گاه باشند،

است. (٢.٢) معادله صورت به A٢ نتیجه در است. µ برابر jام سطر در iام سطر حاصل�ضرب

است. ΀واض (١) ⇐ (٢)

پس باشد. 1 بر عمود و ρ با متناظر ویژه بردار u و باشد شده تحدید ویژه مقدار Έی ρ کنید فرض (٣) ⇐ (٢)

٩restricted

١۴


