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محسن سید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
صمیمانه نم�ͳرسید انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های و کم�Έها بدون قطعاً که نجفیان،

کنم. ͳقدردان و تشر
داوری� و مطالعه زحمت که ͳقائم دکتر آقای جناب و نژاد آرین دکتر آقای جناب محترم اساتید از
امتنان کمال شدند، رساله این بهبود باعث خود ارزنده پیشنهادات با و فرمودند تقبل را پایان�نامه این

دارم. را
متشرم. کم�Έهایشان خاطر به نیز بدفورد دکتر و مژده دکتر خودکار، دکتر آقایان از هم�چنین



چൊیده
ͷی هر به�طوری�که است، ٠,۱, . . . , k−۱نمادهای از n×n آرایه ͷی (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع ͷی
از S مجموعه مینیمم اندازه d(n, k) فرضکنید شوند. ظاهر ستون هر و سطر هر در ی�ͷبار حداکثر نمادها این از
لاتین مربع ͷی به S از بفرد منحصر توسیع ͷی به�طوری�که دهد، نشان را n× n آرایه ͷی از شده داده درايه�های
بــرای d(n, k) از ویژگͬ�هایـͬ مـورد در نخســت پایان�نامه این در باشد. داشته وجود (n, k) نوع از یافته تعمیم
d(n,۲n− ۱) = n۲ − n تســاوی�های برای را برهـان�هایی مͬ�کـنیم. بحـث k = ۲n− ۲ و k = ۲n− ۱

جدید نـتـیـجـه مــͬ�دهیم. ارائه فرد nهای بــه�ازای d(n,۲n − ۱) = n۲ − n + ۱ و زوج nهای بــه�ازای
مربع�های در ۵ مضرب nهای برای را ساختاری هم�چنین و مͬ�دهیم نشان را d(n,۲n − ۲) > n۲ − ⌊۸n

۵ ⌋
مربع�های مستقیم حاصل�ضرب بررسͬ به نهایت در مͬ�آوریم. به�دست (n,۲n − ۲) نوع از يافته تعميم لاتين
مͬ�پردازیم. n < k < ۲n− ۱ که d(n, k) از برخͬ برای آن از حاصل بحرانͬ مجموعه و یافته تعمیم لاتین

کوچ�ͷترین اندازه تحمیلͬ، �مجموعه بحرانͬ، مجموعه یافته، تعمیم لاتین مربع لاتین، کلیدی:مربع واژگان
. بحرانͬ مجموعه



ଓقدग़
مربع�های با رابطه در مراجعͬ [١١ ،١٢] دارد. ترکیبیات در طولانͬ سابقه�ای لاتین مربع�های مورد در مطالعه

مسئله�های به�ویژه .[١٩] دارند ترکیبیات مختلف مفاهیم با توجهͬ جالب ارتباط لاتین مربع�های مͬ�باشند، لاتین

اندازه روی بر پایان�نامه این .[۴] هستند مرتبط گراف نظریه از مسائلͬ به طبیعͬ به�طور لاتین مربع�های از زیادی

در دیͽری مربوط نتایج دارد. تمرکز گراف�ها) (رنگ�آمیزی یافته تعمیم لاتین مربع�های در بحرانͬ مجموعه�های

از n× n آرایه ͷی (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع ͷی یافت. مͬ�توان [٢ ،١۵ ،١۶ ،٢٠ ،٢٢ ،٢٣] مراجع

ظاهر ستون هر و سطر هر در ی�ͷبار حداکثر نمادها این از ͷی هر به�طوری�که است، ٠,۱, . . . , k − ۱ نمادهای

مینیمم اندازه d(n, k) کنید فرض مͬ�نمائیم. بیان را نیاز مورد مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١ فصل در شوند.

به S از بفرد منحصر توسیع ͷی به�طوری�که دهد، نشان را n× n آرایه ͷی از شده داده درایه�های از S مجموعه

نوع از یافته تعمیم لاتین مربع�های همه مجموعه باشد. داشته وجود (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع ͷی

.d(n, k) = n۲ که است روشن k > ۲n− ۱ برای مͬ�دهند. نشان L(n, k) با را (n, k)

مورد در محمودیان و مهدیان نیست. معلوم d(n, k) مقدار n 6 k < ۲n − ۲ برای این، بر علاوه

از بزرگ�تر فرد nهای برای و d(n,۲n− ۱) = n۲ − n رابطه زوج nهای برای و کردند بحث d(n,۲n− ۱)

.[٢٠] کردند ثابت را d(n,۲n− ۱) = n۲ − n+ ۱ رابطه ١

مــͬ�دهیم نشــان معینͬ سـاختار ارائه با را d(n,۲n − ۱) = n۲ − n رابطه زوج nهای برای ٢ فصل در

رابطه اثبات بــرای را ویژگͬ�هـایی سـپس مـͬ�کنیم. اسـتفاده d(n,۲n − ۲) تـعیین روند در ســاختار این از و

مͬ�کنیم. بررسͬ ١٠ مضرب nهای برای را فوق کران تساوی هم�چنین و مͬ�آوریم d(n,۲n−۲) 6 n۲−⌊۸n
۵ ⌋

ارائه n مرتبه از چرخشͬ لاتین مربع�های در ⌊n۲

۴ ⌋ اندازه با بحرانͬ مجموعه ͷی از ساختاری ابتدا ٣ فصل در

مͬ�آوریم. فرد nهای برای d(n,۲n− ۱) = n۲ − n+ ۱ رابطه اثبات برای دیͽری برهان آن از بعد و مͬ�دهیم

بیان مͬ�دهد، نشان را d(n,۲n − ۱) = n۲ − n + ۱ رابطه فرد nهای برای که جدید ساختار ͷی هم�چنین

مͬ�نمائیم. استفاده L(n,۲n− ۲) در بحرانͬ مجموعه ͷی تعیین روند در ساختار این از و مͬ�کنیم

بردن به�کار با و داشت خواهیم یافته تعمیم لاتین مربع��های به را لاتین مربع�های ضرب از تعمیمͬ ۴ فصل در

به�دست را یافته تعمیم لاتین مربع�های در جدید بحرانͬ مجموعه�های آمده به�دست ساختارهای روی ضرب این

مͬ�آوریم.
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١ فصل

مقدماتͬ قضیه�های و تعاریف

سپس و مــــͬ�پردازيم پايان�نامه ايــــن در نياز مورد مقدماتͬ توضیحات و تعاریف ذکر به ابتدا فصل ایــــن در

مــــͬ�کنیم فرض پایان�نامه ایــــن سرتــــاسر در n طبیعͬ عدد هر برای مͬ�کنیم. تعریف را لاتین مربع��های ضرب

.[n] = {٠,۱, . . . , n− ۱}

لاتین مربع�های ١.١

از عنصر هر به�طوری�که است، [n] نمادهای از n× n یͷآرایه n مرتبه از L لاتین١ یͷمربع .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. ظاهر ی�ͷبار دقیقاً ستون هر در و سطر هر در [n]

مͬ�دهند. نشان LS(n) با را n مرتبه از لاتین مربع�های همه مجموعه

است. شده داده نشان زیر شͺل� در ۵ مرتبه از لاتین مربع ͷی مثال.

L :

٠ ١ ٢ ٣ ۴
۴ ٠ ١ ٢ ٣
٣ ۴ ٠ ١ ٢
٢ ٣ ۴ ٠ ١
١ ٢ ٣ ۴ ٠

♠

این�صورت در مͬ�گیریم رنگ را ٠,۱, . . . , n−۱ نمادهای از ͷی هر اوقات گاهͬ گراف نظریه با ارتباط در

در و سطر هر در به�طوری�که است مذکور رنگ n با n× n آرایه ͷی سلول�های رنگ�آمیزی n مرتبه از لاتین مربع

١Latin Square



٢ لاتین مربع�های ١.١

استفاده لاتین مربع در موقعیت هر به اشاره برای سلول اصطلاح از شود. ظاهر ی�ͷبار دقیقاً رنگ هر ستون هر

مͬ�کنیم. استفاده سلول هر (رنگ) نماد به اشاره برای درایه اصطلاح از و مͬ�شود

٠,۱,۲, . . . , n− ۱ اعداد با پائین به بالا از آن�را سطرهای و راست به چپ از را لاتین مربع ͷی ستون�های

را سلولͬ مͬ�دهد. به�دست را لاتین مربع از سلول هر به مراجعه برای مناسب روش ͷی این مͬ�کنیم. گذاری شماره

به�صورت را لاتین مربع ͷی مͬ�توان هم�چنین مͬ�دهیم. نشان (i, j) با باشد واقع jام ستون و iام سطر تلاقͬ در که

مͬ�باشد. (i, j) سلول درایه k آن در که کرد تعریف (i, j; k)مرتب سه�تائͬ�های از مجموعه�ای

نمـــادهای مجموعه با آن سلول�های که مͬ�شود گفته لاتینͬ مربع nبه مرتبه از لاتینچرخش٢ͬ مربع تعریف٢.١.١.

باشند. شده رنگͬ {j − i(n ٠|(پیمانه 6 i, j 6 n− ۱}

مͬ�باشد. ۵ مرتبه از چرخشͬ لاتین مربع از مثالͬ فوق L مربع

دیͽر به�عبارت نباشند. رنگͬ آن سلول��های همه که مͬ�شود گفته لاتینͬ مربع به جزئ٣ͬ لاتین مربع تعریف٣.١.١.

حداکثر رنگ هر ستون هر در و سطر هر در که است رنگ n با n × n آرایه ͷی سلول�های از رنگ�آمیزی ͷی

لاتین مربع سلول�های همه که مͬ�شود گفته رنگ�آمیزی به مربع ͷی از جزئͬ (رنگ�آمیزی مͬ�شود. ظاهر ی�ͷبار

شود.) ظاهر ی�ͷبار حداکثر ستون هر و سطر هر در رنگ هر و نباشند رنگͬ لزوماً

مͬ��نامیم. ( بی�رنگ(خالͬ تخصیصنمͬ�دهد، آن�ها به رنگͬ جزئͬ، رنگ�آمیزی که را سلول�هایی تعریف١.١.۴.

رنگͬ سلول این�که یعنͬ نباشد علامتͬ سلول در اگر حال مشخصمͬ�کنیم، آن�ها در ⋆ دادن قرار با را سلول�ها این

نگرفته�ایم. تصمیمͬ آن رنگ مورد در اما مͬ�باشد

و داده نشان |P | با و مͬ�گویند P حجم را P جزئͬ لاتین مربع ( (پر رنگͬ سلول�های تعداد .۵.١.١ تعریف

مͬ�نامند. P شͺل را {(i, j)|(i, j; k) ∈ P} مجموعه

٢Circulant Latin Square
٣Partial Latin Square



٣ لاتین مربع�های ١.١

رنگ با بتوانیم اگر دارد، n مرتبه از لاتین مربع�های به توسیع n مرتبه از P جزئͬ لاتین مربع ͷی تعریف١.١.۶.

آوریم. به�دست را لاتین مربع ͷی ،P بی�رنگ سلول�های کردن

باشد، LS(n) در L لاتین مربع ͷی دقیقاً مجموعه زیر ،n مرتبه از P جزئͬ لاتین مربع هر�گاه .٧.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. L به ۴UC یا تکمیل�پذیر یͺتا به�طور را P آن�گاه

هرگاه گویند بحران۵ͬ یͷمجموعه را LS(n) از P جزئͬ لاتین مربع .٨.١.١ تعریف

باشد، تکمیل�پذیر یͺتا به�طور (١

نباشد. برقرار (١) شرط P از عضو هر حذف صورت در (٢

نیز L۲ به P \ (۱,۱;۲) اما مͬ�باشد، L۱ در بحرانͬ مجموعه ͷی P جزئͬ لاتین مربع زیر شͺل�های در مثال.

است. تکمیل�پذیر

P :
٠ ⋆ ⋆
⋆ ٢ ⋆
⋆ ⋆ ⋆

, L۱ :
٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١

, L۲ :
٠ ١ ٢
٢ ٠ ١
١ ٢ ٠

♠

مرتب ســــه�تایی ،L لاتین مربع به U تکمیل�پذیر یͺتا مجموعه ͷی کردن تکمیل فرآیند در .٩.١.١ تعریف

زیر شرایط از ͬͺی در لااقل هرگاه مͬ�نامیم، (U ⊆ T ⊂ L) T جزئͬ لاتین مربع در تحمیلͬ را t = (i, j; k)

کند: صدق

.(i′, j, z) ∈ T که دارد وجود zای ̸= k یا ،(i′, z, k) ∈ T که دارد وجود zای ̸= j ،i′ ̸= i هر برای (١

است.) پر T در و j ستون در یا و است k درایه دارای سطر این یا ،i′ ̸= i سطر هر برای (یعنͬ

.(i, j′, z) ∈ T که دارد وجود zای ̸= k یا ،(z, j′, k) ∈ T که دارد وجود zای ̸= i ،j′ ̸= j هر برای (٢

است.) پر T در و i سطر در یا و است k درایه دارای ستون این یا ،j′ ̸= j ستون هر برای (یعنͬ

۴Uniquely Completable
۵Critical Set



۴ لاتین مربع�های ١.١

.(i, z, k′) ∈ T که دارد وجود zای ̸= j یا ،(z, j, k′) ∈ T که دارد وجود zای ̸= i ،k′ ̸= k هر برای (٣

است.) شده ظاهر j ستون در یا و i سطر در یا درایه این ،k′ ̸= k درایه هر برای (یعنͬ

یͺتا را U باشد. L لاتین مربع به توسیع قابل و تکمیل�پذیر یͺتا مجموعه ͷی U کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

U = P۱ ⊂ P۲ ⊂ · · · ⊂ Pf = L مانند جزئͬ لاتین مر�بع�های از دنباله�ای هر�گاه مͬ�نامیم، قوی۶ تکمیل�پذیر

۱ 6 v < f ،v هر (برای باشد. تحمیلͬ ،Pv در t ∈ Pv+۱ \ Pv سه�تایی هر به�طوری�که باشد، داشته وجود

هر به�ازای و Pv+۱ = Pv ∪ {(iv, jv; kv)} به�طوری�که باشد، داشــــته وجود L در (iv, jv; kv) ســه�تایی

نباشد.) L در جزئͬ لاتین مربع ͷی Pv ∪ {(iv, jv; k′v)} ،k′v ∈ [n] \ {kv}

مجموعه�های زیر�� از بعضͬ یا مͬ�باشد قوی بحرانͬ Uیͷمجموعه یا آن�گاه باشد، قوی تکمیل�پذیر Uیͺتا اگر

مͬ�باشند. قوی بحرانͬ مجموعه U

ͷبه�ی�ͷی نگاشت�های از (ϕ, ψ, χ) سه�تایی ͷی اگر �اند، ͷایزوتوپی L′ و L لاتین مربع دو .١١.١.١ تعریف

بنگارد، L روی به L′ از به�ترتیب را درایه�ها و ستون�ها سطر�ها، χ و ψ ، ϕ که باشد موجود

L = {(rϕ, cψ; eχ)|(r, c; e) ∈ L′}

از ͬͺی اگر ایزوتوپی�ͷاند لاتین مربع دو بنابراین مͬ�نامند. L به L′ از ایزوتوپی ͷی را (ϕ, ψ, χ) این�صورت در

شود. تبدیل درایه�ها نام تغییر و ستون�ها سطرها، جابه�جائͬ توسط دیͽری به بتواند آن�ها

هم با ١١.١.١ تعریف χ و ψ ، ϕ ͷبه�ی�ͷی نگاشت�های اگر ��اند، ͷایزومرفی لاتین مربع دو .١٢.١.١ تعریف

باشند. مساوی

مرتب سه�تایی ͷی اگر ��اند، ͷایزوتوپی P ′ و P بحرانͬ) (مجموعه جزئͬ لاتین مربع دو .١٣.١.١ تعریف

(x, y; z) ∈ عناصر روی به را (a, b; c) ∈ P عناصر که باشد داشته وجود ͷبه�ی�ͷی نگاشت�های از (ϕ, ψ, χ)

بنگارد. P ′

۶Strong Uniquely Completable



۵ یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

با ١٣.١.١ تعریف χ و ψ ، ϕͷبه�ی�ͷی نگاشت�های اگر ایزومرفی��ͷاند، جزئͬ لاتین مربع دو .١۴.١.١ تعریف

باشند. مساوی هم

′Aباشد، Aبه از ایزوتوپی ͷی (ϕ, ψ, χ) و باشد L لاتین مربع از بحرانͬ مجموعه ͷیA اگر [٨] .١۵.١.١ لم

است. L با ͷایزوتوپی L′ و است L′ لاتین مربع در بحرانͬ مجموعه ͷی A′ آن�گاه

خود باشد تکمیل�پذیر یͺتا که دیͽر جزئͬ لاتین مربع ͷی با ͷایزوتوپی جزئͬ لاتین مربع [١۴] .١۶.١.١ نتیجه

است. تکمیل�پذیر یͺتا

یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

[٢۴] مرجع از مͬ�کنیم. تعریف را یافته تعمیم لاتین مربع و مͬ�دهیم تعمیم را لاتین مربع مفهوم بخش اين در

مͬ�کنیم. استفاده منظور این برای

به�طوری�که است، [k] نمادهای از n× n یͷآرایه (n, k) نوع از یافته٧ تعمیم لاتین یͷمربع .١.٢.١ تعریف

شوند. ظاهر ی�ͷبار حداکثر ستون هر در و سطر هر در نمادها این از ͷهری

و k > n که است بدیهͬ مͬ�دهیم. نشان L(n, k) با را (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع�های همه مجموعه

است. n مرتبه از لاتین مربع همان (n, n) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع آن�گاه k = n اگر

kرنگ با که مͬ�باشد n× n مربع ͷی (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع ͷی کنید فکر است طبیعͬ این

از دیͽری نگرش این نشود، تکرار ستون و سطر هر در بیش�تر یا بار دو رنگͬ هیچ به�طوری�که شده، رنگͬ [k]

است. یافته تعمیم لاتین مربع�های

است. شده داده نشان زیر شͺل در (۵,٧) نوع از تعمیم�یافته لاتین مربع مثال.

٧Generalized Latin Square



۶ یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

٠ ١ ٢ ٣ ۴
۶ ٠ ١ ٢ ٣
۵ ۶ ٠ ١ ٢
۴ ۵ ۶ ٠ ١
٣ ۴ ۵ ۶ ٠

♠

به که مͬ�شود گفته یافته�ای تعمیم لاتین مربع به (n, k) نوع از ٨ͬ چرخش یافته تعمیم لاتین مربع .٢.٢.١ تعریف

یابد. تخصیص j − i (k (�پیمانه رنگ آن (i, j) سلول�های

مͬ�باشد. (۵,٧) نوع از چرخشͬ یافته تعمیم لاتین مربع از مثالͬ فوق مربع

آن سلول��های همه که مͬ�شود گفته یافته�ای تعمیم لاتین مربع به جزئ٩ͬ یافته تعمیم لاتین مربع .٣.٢.١ تعریف

هر در که است رنگ k با n × n آرایه ͷی سلول�های از رنگ�آمیزی ͷی دیͽر به�عبارت نباشند. رنگͬ لزوماً

نیابد. اختصاص رنگͬ است ممͺن سلول�ها برخͬ به و مͬ�شود ظاهر ی�ͷبار حداکثر رنگ هر ستون هر در و سطر

یافته تعمیم لاتین مربع سلول�های همه که مͬ�شود گفته رنگ�آمیزی به مربع ͷی از جزئͬ یافته تعمیم (رنگ�آمیزی

نباشند.) رنگͬ لزوماً

رنگ�آمیزی ͷی در (٠ 6 i, j 6 n−۱) ،�(i, j)بی�رنگ یͷسلول دسترسبرای یͷرنگقابل تعریف٢.١.۴.

اجتماعͬ u(i, j) است. نشده ظاهر u(i, j) سلول��های در که است رنگ�هایی از ͬͺی ،A مربع جزئͬ یافته تعمیم

یعنͬ مͬ�باشد، ستون jامین و سطر iامین سلول�های از

u(i, j) = {(h,w)|(h = i, (٠ 6 w 6 n− ۱)) ∨ (w = j, (٠ 6 h 6 n− ۱))}

باید (n, k) نوع یافته، تعمیم لاتین مربع�های در دسترس قابل رنگ�های مورد در بحث برای است واضح

و مͬ�شود داده نشان a(i, j) با (i, j) بی�رنگ سلول برای دسترس قابل رنگ�های مجموعه باشد. مشخص

مͬ�دهیم. نشان c(i, j) با را (i, j) سلول رنگ هم�چنین

٨Circulant Generalized Latin Square
٩Partial Generalized Latin Square



٧ یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

نوع از یافته تعمیم لاتین مربع�های به توسیع (n, k) نوع از P جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع ͷی .۵.٢.١ تعریف

آوریم. به�دست را یافته تعمیم لاتین مربع ͷی ،P بی�رنگ سلول�های کردن رنگ با بتوانیم اگر دارد، (n, k)

در L لاتین مربع ͷی دقیقاً مجموعه زیر ،(n, k) نوع از P جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع هر�گاه .۶.٢.١ تعریف

مͬ�گوییم. L به UC یا تکمیل�پذیر یͺتا به�طور را P آن�گاه باشد، L(n, k)

هرگاه گویند بحرانͬ مجموعه ͷی را L(n, k) از P جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع .٧.٢.١ تعریف

باشد، تکمیل�پذیر یͺتا به�طور (١

نباشد. برقرار (١) شرط P از عضو هر حذف صورت در (٢

است. شده داده نشان زیر شͺل در (۴,۵) نوع از تکمیل�پذیر یͺتا به�طور� جزئͬ، یافته تعمیم لاتین مربع ͷی مثال.

⋆ ٠ ١ ٢
١ ⋆ ٠ ٣
٠ ۴ ٣ ١
٣ ١ ۴ ⋆

♠

مجموعه اندازه دارد. نام مینیمم بحرانͬ مجموعه ͷی اندازه مینیمم با بحرانͬ مجموعه ͷی .٨.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان d(n, k) با و مͬ�نامند بحرانͬ عدد را مینیمم بحرانͬ

تکمیل فرآیند در باشد. k > n که (n, k) نوع از یافته تعمیم لاتین مربع ͷی M کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

یافته تعمیم لاتین مربع در تحمیلͬ را t = (i, j; k)مرتب سه�تایی ،M به U تکمیل�پذیر یͺتا مجموعه ͷی کردن

کند: صدق زیر شرط در هرگاه مͬ�نامیم، (U ⊆ T ⊂M) T جزئͬ

(یعنͬ .(i, z, k′) ∈ T که دارد وجود zای ̸= j یا ،(z, j, k′) ∈ T که دارد وجود zای ̸= i ،k′ ̸= k هر برای

است.) شده ظاهر j ستون در یا و i سطر در یا درایه این ،k′ ̸= k درایه هر برای



٨ یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

از M یافته تعمیم لاتین مربع به توسیع قابل و تکمیل�پذیر یͺتا مجموعه ͷی U کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

مانند جزئͬ یافته تعمیم لاتین مر�بع�های از دنباله�ای هر�گاه مͬ�نامیم، قوی تکمیل�پذیر یͺتا را U باشد. (n, k) نوع

در t ∈ Pv+۱ \ Pv سه�تایی هر به�طوری�که باشد، داشته وجود U = P۱ ⊂ P۲ ⊂ · · · ⊂ Pf = M

به�طوری�که باشد، داشته وجود M در (iv, jv; kv) ســه�تایی ۱ 6 v < f ،v هر (برای باشد. تحمیلͬ ،Pv

تعمیم لاتین مربع ͷی Pv ∪ {(iv, jv; k′v)} ،k′v ∈ [k] \ {kv} هر به�ازای و Pv+۱ = Pv ∪ {(iv, jv; kv)}

Mنباشد.) در جزئͬ یافته

است قوی بحرانͬ مجموعه ͷی U یا آن�گاه باشد، یافته تعمیم لاتین مربع�های در قوی تکمیل�پذیر یͺتا U اگر

مͬ�باشند. یافته تعمیم لاتین مربع�های در قوی بحرانͬ مجموعه U مجموعه�های زیر�� از بعضͬ یا و

از (ϕ, ψ, χ) سه�تایی ͷی اگر ایزوتوپی�ͷاند، (n, k) نوع از L′ و L یافته تعمیم لاتین مربع دو .١١.٢.١ تعریف

L روی به L′ از به�ترتیب را درایه�ها و ستون�ها سطر�ها، χ و ψ ، ϕ به�طوری�که باشد موجود ͷبه�ی�ͷی نگاشت�های

یعنͬ بنگارد،

L = {(rϕ, cψ; eχ)|(r, c; e) ∈ L′}

ایزوتوپی�ͷاند یافته تعمیم لاتین مربع دو بنابراین مͬ�نامند. L به L′ از ایزوتوپی ͷی را (ϕ, ψ, χ)این�صورت در

شود. تبدیل درایه�ها نام تغییر و ستون�ها سطرها، جابه�جائͬ توسط دیͽری به بتواند آن�ها از ͬͺی اگر

١١.٢.١ تعریف χ و ψ ،ϕͷبه�ی�ͷی نگاشت�های اگر ایزومرفی�ͷاند، تعمیم�یافته لاتین مربع دو تعریف١٢.٢.١.

باشند. مساوی هم با

اگر ایزوتوپی�ͷاند، (n, k) نوع از P ′ و P ( بحرانͬ (مجموعه جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع دو تعریف١٣.٢.١.

روی به را (a, b; c) ∈ P ′ عناصر که باشد داشته وجود ͷبه�ی�ͷی نگاشت�های از (ϕ, ψ, χ) مرتب سه�تایی ͷی

بنگارد. (x, y; z) ∈ P عناصر



٩ یافته تعمیم لاتین مربع�های ٢.١

تعریف χ و ψ ، ϕͷبه�ی�ͷی نگاشت�های اگر ایزومرفی�ͷاند، جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع دو .١۴.٢.١ تعریف

باشند. مساوی هم با ١٣.٢.١

به A از ایزوتوپی ͷی (ϕ, ψ, χ) و باشد L یافته تعمیم لاتین مربع از بحرانͬ مجموعه ͷی A اگر .١۵.٢.١ لم

است. L با ͷایزوتوپی L′ و است L′ یافته تعمیم لاتین مربع در بحرانͬ مجموعه ͷی A′ آن�گاه باشد، A′

است. برقرار لم این برای ١۵.١.١ لم با مشابه برهان

یͺتا که دیͽر جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع ͷی با ͷایزوتوپی جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع .١۶.٢.١ نتیجه

است. تکمیل�پذیر یͺتا خود باشد تکمیل�پذیر

d(n, k) = n۲ داریم: k > ۲n− ۱ برای .١٧.٢.١ گزاره

چون باشیم داشته بی�رنگ سلول ͷی اگر است. ۲n − ۱ برابر ستون و سطر ͷی سلول��های تعداد . برهان

� است. فراهم رنگ ͷی از بیش با مذکور سلول رنگ�آمیزی امͺان k > ۲n− ۱

مͬ�پردازیم. (n, k) نوع از جزئͬ یافته تعمیم لاتین یͷمربع در سطر jامین با سطر تعویضiامین شرح به حال

مͬ�کنیم. عوض را رنگ�هایشان آن�گاه باشند، رنگͬ دو هر (j, r) , (i, r) سلول�های ١)اگر

مͬ�کنیم. بی�رنگ را (i, r) و کرده رنگͬ (i, r)رنگ با را (j, r) آن�گاه ، بی�رنگ (j, r) و باشد رنگͬ (i, r) ٢)اگر

مͬ�کنیم. بی�رنگ را (j, r) و کرده رنگͬ (j, r)رنگ با را (i, r) آن�گاه باشد، بی�رنگ (i, r) و رنگͬ (j, r) ٣)اگر

نمͬ�دهیم. انجام کاری آن�گاه باشند، بی�رنگ دو هر (j, r) و (i, r) اگر ۴)نهایتاً

تعویض مشابه روشͬ (n, k) نوع از جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع ͷی در ستون jامین و تعویضiامین برای

مͬ�کنیم. تعریف را سطر jامین با سطر iامین

به�شͺل را A ستون�های و سطرها از بعضͬ این�که یعنͬ A جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع دادن تغییر از منظور

آرایش تغییر ͷی را B یابیم، دست B جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع به و داده تغییر را A اگر کنیم. تعویض فوق

مͬ�گوییم. A



١٠ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

باشد. Aآرایش تغییر ͷی B و (n, k) نوع از جزئͬ یافته تعمیم لاتین مربع ͷی A کنید فرض .١٨.٢.١ گزاره

قابل به�فردی منحصر به�طور B اگر تنها و اگر مͬ�یابد، توسیع L(n, k) از عضوی به به�فردی منحصر به�طور A

باشد. L(n, k) از عضوی به توسیع

منحصر به�طور Bنیز آن�گاه یابد، ,L(nتوسیع k) از عضوی به به�فردی منحصر Aبه�طور اگر مͬ�دهیم نشان برهان.

سطرها جا�به�جائͬ با A از B آرایش تغییر ͷی آن�جاکه از مͬ�باشد. L(n, k) از عضوی به توسیع قابل به�فردی

تغییر بی�رنگ سلول�های برای دسترس قابل رنگ آرایش تغییر خاصیت طبق پس مͬ�آید، به�دست A ستون�های و

بی�رنگ سلول آن آن�گاه کنیم، عوض سطری آرایش تغییر با را بی�رنگ سلول ͷی موقعیت اگر چون کرد، نخواهد

بی�رنگ پسسلول عوضنکرده، را سطرش رنگͬ سلول�های تغییرآرایشسطری و مانده باقͬ سابق ستون همان در

پس مͬ�باشند. برقرار ستونͬ تغییرآرایش برای مشابه�ای� شرایط دارند. دسترسͬ سابق رنگ�های همان به نظر مورد

قابل به�فردی منحصر به�طور نیز B حتماً آن�گاه یابد، توسیع L(n, k) از عضوی به به�فردی منحصر به�طور A اگر

� مͬ�شود. اثبات مشابه� صورت به گزاره عکس بود. خواهد L(n, k) از عضوی به توسیع

لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

لاتین مربع دو این ضرب حاصل وقتͬ چه� این�که مسئله بͽیرید. نظر در را تکمیل�پذیر یͺتا جزئͬ لاتین مربع دو

اگر زد حدس ٢٠٠٠ سال در گاور١٠ بود. مطرح باز مسئله ͷی به�عنوان سال�ها است، تکمیل�پذیر یͺتا خود جزئͬ

حاصل آن�گاه باشند، N Mو لاتین مربع�های به به�ترتیب تکمیل�پذیر یͺتا طور به جزئͬ لاتین مربع دو Q و P

ضرب حاصل به بخش این در .[١۴] بود خواهد N Mو ضرب حاصل به تکمیل�پذیر یͺتا نیز Q و P ضرب

مͬ�کنیم. استفاده [١ ،٣ ،۶ ،٧ ،١٣ ،١۴] مراجع از و پرداخته لاتین مربع�های

N Mو مستقیم ضرب باشند. n mو مرتبه�های از به�ترتیب لاتین مربع Nدو Mو فرضکنید .١.٣.١ تعریف

١٠R. A. H. Gower



١١ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

است: زیر مجموعه�ی mn×mnروی آرایه ͷی

T = {(ki, kj)|i = ٠,۱, . . . ,m− ۱, j = ٠,۱, . . . , n− ۱}

است: شده داده نمایش سه�تایی�ها به�صورت زیر در که

L = {((i, i′), (j, j′); (k, k′))|(i, j; k) ∈M, (i′, j′; k′) ∈ N}

است. لاتین مربع ͷی وضوح به و

مͬ�آوریم. زیر در را دیͽری معادل تعریف لاتین مربع دو ضرب برای

[m] از منتخب درایه���های با و n و m مرتبه�های از به�ترتیب لاتین مربع دو N Mو کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

مͬ�آوریم، به�دست N درایه هر به rn کردن اضافه با r = ٠,۱, . . . ,m − ۱ برای را N r آرایه باشند. [n] و

مربع را، N Mو مستقیم ضرب مͬ�باشد. ١ درایه�های کل با ماتریسͬ J که ،N r = rnJ +N دیͽر به�عبارت

دیͽر به�عبارت مͬ�آید به�دست N r آرایه Mبا از r درایه هر جای�گذاری با که مͬ�کنیم mnتعریف مرتبه از لاتین

L =M ×N = {(an+ d, bn+ e; cn+ f)|(a, b; c) ∈M, (d, e; f) ∈ N}

است. N Mو لاتین مربع دو مستقیم ضرب

بͽیرید: نظر در را زیر N Mو لاتین مربع دو مثال.

M :

٠ ١ ٢ ٣
١ ٢ ٣ ٠
٢ ٣ ٠ ١
٣ ٠ ١ ٢

, N :
٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١

است. زیر Mبه�شͺل ×N ضرب حاصل حال



١٢ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

L =M ×N :

٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١
٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴
۶ ٧ ٨
٧ ٨ ۶
٨ ۶ ٧
٩ ١٠ ١١
١٠ ١١ ٩
١١ ٩ ١٠

٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴
۶ ٧ ٨
٧ ٨ ۶
٨ ۶ ٧
٩ ١٠ ١١
١٠ ١١ ٩
١١ ٩ ١٠
٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١

۶ ٧ ٨
٧ ٨ ۶
٨ ۶ ٧
٩ ١٠ ١١
١٠ ١١ ٩
١١ ٩ ١٠
٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١
٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴

٩ ١٠ ١١
١٠ ١١ ٩
١١ ٩ ١٠
٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١
٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴
۶ ٧ ٨
٧ ٨ ۶
٨ ۶ ٧

♠

کنید فرض و باشد [n] از منتخب درایه���های با و n مرتبه از جزئͬ لاتین مربع ͷی Q ⊆ N کنید فرض

مͬ�آید. به�دست Q درایه هر به rn کردن اضافه از استفاده با که است آرایه�ای Qr آن�گاه r ∈ [m]

(Mو باشند. n و m مرتبه از به�ترتیب جزئͬ لاتین مربع دو Q ⊆ N و P ⊆ M کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

مرتبه از R = P × Q جزئͬ لاتین مربع Q و P مستقیم ضرب هستند.) n و m مرتبه از لاتین مربع�های N

مͬ�آید. Mبه�دست \P درایه هر Qrبه�جای جای�گذاری و P درایه هر Nبه�جای r جای�گذاری با که mnمͬ�باشد

.P ×Q ⊆M ×N که است واضح

بͽیرید: نظر در را زیر Q و P جزئͬ لاتین مربع دو مثال.

P :

٠ ١ ⋆ ⋆
١ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ ٢

, Q :
٠ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١

مͬ�کنیم. مشاهده زیر در را P ×Qضرب حاصل حال



١٣ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

R = P ×Q :

٠ ١ ٢
١ ٢ ٠
٢ ٠ ١
٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴
۶ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ٧
٩ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١٠

٣ ۴ ۵
۴ ۵ ٣
۵ ٣ ۴
۶ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ٧
٩ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١٠
٠ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١

۶ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ٧
٩ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١٠
٠ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١
٣ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ۴

٩ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١٠
٠ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ١
٣ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ۴
۶ ٧ ٨
٧ ٨ ۶
٨ ۶ ٧

♠

مͬ�دهد: تشͺیل را زیر مجموعه Q و P جزئͬ لاتین مربع دو مستقیم ضرب

P ×Q = {(an+ d, bn+ e; cn+ f)|(a, b; c) ∈ P, (d, e; f) ∈ N}

∪{(an+ d, bn+ e; cn+ f)|(a, b; c) ∈M \ P, (d, e; f) ∈ Q}

تعریف از باشند. N لاتین مربع عناصر (α, β; γ) Mو لاتین مربع عناصر (a, b; c) کنید فرض .۴.٣.١ نتیجه

(an+α, bn+β; cn+γ) عناصر همه Lشامل =M×N لاتین مربع که مͬ�دانیم مربع�هایلاتین ضربمستقیم

جزئͬ لاتین مربع ͷی P اگر (α, β, γ ∈ {٠,۱, . . . , n − ۱} و a, b, c ∈ {٠,۱, . . . ,m − ۱} ) است.

ضرب از زیر گزاره�های آن�گاه باشد N به تکمیل�پذیر یͺتا جزئͬ لاتین مربع ͷی نیز Q Mو به تکمیل�پذیر یͺتا

مͬ�شوند: نتیجه R = P ×Q

،(an+ α, bn+ β; cn+ γ) ∈ R آن�گاه (a, b; c) ∈ P اگر (١

،(an+α, bn+β; cn+ γ) ∈ R آن�گاه باشد (α, β; γ)∈Q اما (a, b; c) /∈P اگر (٢

.(an+ α, bn+ β; cn+ γ) /∈ R آن�گاه (α, β; γ) /∈ Q و (a, b; c) /∈ P ��� اگر (٣



١۴ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

نتیجه ͷی اما ندارد. جابه�جائͬ خاصیت ( جزئͬ لاتین مربع (دو لاتین مربع دو مستقیم ضرب که است روشن

داشت. خواهیم ادامه در را جابه�جائͬ از ضعیف�تر

ͷایزومورفیL′ = N×M ضربمستقیم Nبا Mو لاتین مربع دو Lاز =M×N ضربمستقیم .۵.٣.١ لم

است.

مربع نیز N و [m] از منتخب درایه�های با لاتین مربع ͷیM مͬ�کنیم، فرض کلیت دادن دست از بدون برهان.

y۱ای و x۱ دارد وجود ،x ∈ Y = {٠,۱, . . . ,mn − ۱} هر برای باشند. [n] از منتخب درایه�های با لاتینͬ

که:

٠ 6 x۱ 6 m− ۱, ٠ 6 y۱ 6 n− ۱; x = x۱n+ y۱

نگاشت این مͬ�کنیم. تعریف f(x) = f(x۱n + y۱) = y۱m + x۱ به�صورت را f : Y −→ Y نگاشت

لاتین مربع �شود، برده به�کار L درایه�های و ستون�ها ، سطرها برای f اگر پوشاست. و ͷبه�ی�ͷی نگاشتͬ به�وضوح

داریم: و است ͷایزومورفیM ×N لاتین مربع با که مͬ�آید دست به L′

L′ = {(dm+ a, em+ b; fm+ c)|(d+ an, e+ bn; f + cn) ∈ L, (a, b; c) ∈M, (d, e; f) ∈ N}

�

Mو لاتین مربع�های به تکمیل�پذیر یͺتا به�ترتیب که� باشند جزئͬ لاتین مربع دو Q و P کنید فرض .۶.٣.١ لم

ایزومرفی�ͷاند. هم با Q× P و P ×Q مستقیم ضرب� مͬ�باشند. N

�است کافͬ پس مͬ�شوند. نگاشته Q × P پر سلول�های به P × Q پر سلول�های قبلͬ برهان با مشابه . برهان

سلول�های ۴.٣.١ نتیجه طبق مͬ�شوند. Q×Pنگاشته خالͬ سلول�های به P ×Q خالͬ سلول�های که کنیم ثابت

حالت این در .(d, e; f) ∈ N\Q و (a, b; c) ∈M\P که هستند (an+ d, bn+ e) به�شͺل P ×Q خالͬ

خانه پس نیست Q × P از عنصری که مͬ�باشد L′ = N ×M در (dm + a, em + b; fm + c) عنصر

� است. خالͬ (dm+ a, em+ b)



١۵ لاتین مربع�های مستقیم ضرب حاصل ٣.١

m مرتبه Mاز لاتین مربع به تکمیل�پذیر یͺتا قوی به�طور که باشد جزئͬ لاتین مربع P فرضکنید .٧.٣.١ قضیه

جزئͬ لاتین مربع آن�گاه است. n مرتبه Nاز لاتین مربع به تکمیل�پذیر یͺتا به�طور که باشد جزئͬ لاتین مربع Q و

است. L =M ×N به تکمیل�پذیر یͺتا به�طور R = P ×Q

وجود P۱, P۲, . . . , Pf جزئͬ لاتین مربع�های از دنباله�ای است، پذیر تکمیل یͺتا قوی به�طور P چون . برهان

هر برای و Pv+۱ = Pv ∪ {(iv, jv; kv)} یعنͬ مͬ�کند. ارضا را بودن قوی شرایط دنباله این که به�طوری دارد

که مͬ�دانیم دارد. وجود Pv جزئͬ لاتین مربع jv ستون در یا و iv سطر در یا k′v ،[m] \ {kv} مجموعه از k′v

.R۱ = P۱ ×Q = P ×Q = R مͬ�دهیم قرار حال ،P۱ = P

با شده نام�گذاری سطرهای ،R۱ = R از مͺان�هایی در که است معنͬ این به P۲ = P۱ ∪ {(i۱, j۱; k۱)}

داشت Qk۱خواهیم از کپی ͷی ،(j۱ +۱)n−۱ تا j۱n با شده نام�گذاری ستون�های و (i۱ +۱)n−۱ تا i۱n

i۱n با شده نام�گذاری سطرهای در که R۱ = R از مͺان�هایی ′Nkدر از کپی ͷی k′ ∈ [m] \ {k۱} هر برای و

مجموعه عنصر هر اکنون دارد. وجود ،(j۱ +۱)n−۱ تا j۱n با شده نام�گذاری ستون�های و (i۱ +۱)n−۱ تا

این از ͷی هر در ی�ͷبار دقیقاً یا سطرها این از ͷی هر در ی�ͷبار دقیقاً {٠+k′n,۱+k′n, . . . , (n−۱)+k′n}

(i۱ + ۱)n− ۱ تا i۱n سطرهای در لزوماً که [mn] مجموعه از درایه�هایی تنها بنابراین مͬ�شوند. ظاهر ستون�ها

٠+ k۱n,۱+ k۱n, . . . , (n− ۱) + k۱n درایه�های نمͬ�شوند، ظاهر (j۱ + ۱)n− ۱ تا j۱n ستون�های یا و

پس است. تکمیل�پذیر Nk۱ به یͺتا به�طور که هستند Qk۱ از کپی ͷی شامل لزوماً سلول�ها این اما هستند.

جدید جزئͬ لاتین مربع تکمیل، این شود. تکمیل Nk۱ به که است مجبور R۱ = R از n × n آرایه زیر این

مͬ�دهد. به�دست را R۲ = P۲ ×Q

Rf = Pf ×Q = M ×Q = M ×N با R۱, R۲, . . . , Rf جزئͬ لاتین مربع�های از دنباله�ای بنابراین

� Mاست. ×N به تکمیل�پذیر یͺتا P ×Q آن در که مͬ�آید، به�دست

آن�گاه باشد، تکمیل�پذیر یͺتا قوی به�طور P Qبه�جای اگر ٧.٣.١ قضیه در ،۶.٣.١ لم از استفاده با .٨.٣.١ نتیجه

Mاست. ×N به تکمیل�پذیر یͺتا به�طور� P ×Q


