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قدردانͬ

ریاضͬ و آراست عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

که بͽیرد فاصله فانͬ دنیای این از کمͬ آدمͬ عقل شاید تا آفرید را

عاਖॿیدیࢂ঻ඟبایدساࣾتوزৗوآدਗی آدਗیభعاॿم਩༙یਖ৶ی�آیدଘد॥ت
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه بازیار، محمد

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه

فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که ممتحن احسان دکتر آقای جناب از

امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و

دارم. را

بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

مهدی دکتر عزیزم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از

بهترین روزگاران، سردترین این در که ثمرشان، پر وجود و سرشار عاطفه پاس به شریف�زاده

بودند. من پشتیبان

رنجبر نوشین

١٣٩١ بهمن



چͺیده

چه که شد مطرح سوال این که آمد پدید آنجایͬ از مدولها روی خطͬ کننده تحمیل عدد ایده

توابع تمام مجموعه سپس و مͬ��شود مدولͬ همریختͬ ͷی به تبدیل همͽن تابع ͷی زمانͬ

چه که بود مطرح سوال این حقیقت در و MR(Vنامیدند ) را خودش به مدول ͷی از همͽن

شد حاصل نتیجه این بعدی مراحل در مͬ�شود. برقرار MR(V ) = End(V ) تساوی زمانͬ

اوقات اکثر اینͺار و کرد بررسͬ مدول ͷی زیرمدول�های روی را موضوع کافیست تنها که

است. اساسͬ مدول عناصر کل بررسͬ از آسان�تر بسیار

مقدار چه که مͬ�دهد نشان که است اندازه�گیری نوع ͷی خطͬ کننده تحمیل عدد بنابراین

شود. نتیجه عمومͬ بودن خطͬ تا است لازم موضعͬ بودن خطͬ

روی بر ٢٠١٠ الͬ ١٩٩٩ سال از که کارهایͬ از کامل تاریخچه ͷی ابتدا پایان�نامه این در

مورد در جامع بندی دسته ͷی واقع در و مͬ�دهیم ارائه شده انجام خطͬ کننده تحمیل عدد

اهمیت که مقالات، این مهمترین از بعضͬ سپس مͬ�دهیم. انجام خطͬ کننده تحمیل عدد

مͬ�دهیم. قرار کامل بررسͬ مورد را دارد، ویژه�ای
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١ فصل

خطͬ کننده تحمیل عدد نظریه

آن�را گسترش و ایجاد مراحل و خطͬ کنندۀ تحمیل عدد از تاریخچه�ای ابتدا فصل این در

مͬ�پردازیم. خطͬ کنندۀ تحمیل عدد تعریف به سپس و مͬ�کنیم بیان

جبر کتاب به زیرمدول و مدول ایده�آل، حلقه، همچون مقدماتͬ تعاریف با آشنایͬ برای

کنید. مراجعه [١] هانͽرفورد١

تحمیل عدد نظریۀ گسترش و پیدایش از تاریخچه�ای ١�١

خطͬ کنندۀ

v, v۱, v۲ ∈ V و r ∈ R برای f : V −→ V مدولͬ همریختͬ باشد، R-مدول ͷی V اگر

مͬ�شود، بیان زیر شرط دو با

f(rv) = rf(v) (۱)

f(v۱ + v۲) = f(v۱) + f(v۲) (۲)

Hungerford١



٢ خطͬ کننده تحمیل عدد نظریه .١

دارا را (٢) شرط اگر و همͽن تابع ͷی باشد برقرار آن مورد در (١) شرط که نͽاشتͬ به

مͬ�گویند. خطͬ تابع ͷی باشد

اتفاقͬ چه باشد، برقرار نͽاشت ͷی برای نخست شرط تنها اگر که مͬ�آید پیش سوال این حال

مͬ�افتد؟

لزوماً مدول ͷی روی بر همͽن توابع مجموعۀ که موضوع این بسیاری کتب و مقالات در

خاصیت و ندارد را جمع جابه�جایͬ خاصیت که (حلقه�ای حلقه�واره ͷی و نیست حلقه ͷی

که بود مطرح سوال این و بود شده بیان است، است) ی�ͷطرفه آن جمع روی ضرب پخشͬ

مͬ�شود؟”. حلقه ͷی خود شرایطͬ چه تحت حلقه�واره ”این

” که سوال این طرح با فوکس٢ لازلو توسط ابتدا خطͬ کنندۀ تحمیل عدد محاسبۀ پیشنهاد

است” دور بودن خطͬ از همͽن تابع ͷی چقدر کند معین که دارد وجود مطمئنͬ اندازۀ آیا

شد. مطرح

نͽاشت�های که حلقه�هایͬ مورد ”در عنوان تحت مقاله�ای در بدواً موضوع این ١٩٩١ سال در

شد. بررسͬ ٣ مͺسون و فوکس توسط هستند[١٣]” خطͬ آنها روی همͽن

موضعͬ درون�ریختͬ�های زمانͬ ”چه عنوان تحت مقاله�ای مͺسون ١٩٩٧ سال در آن از پس

را کار ۴ م˼روی همراه به مͺسون بعد سال ͷی رسانید. طبع به را مͬ�شوند[١٨]” سرتاسری

دادند. ادامه همͽن[١۵]” توابع ”حلقه�های عنوان تحت مقاله�ای چاپ با

بود. نشده گرفته نظر در ایده این برای نامͬ زمان آن تا

نام[۴] همین با مقاله�ای در خطͬ” کننده تحمیل ”عدد مفهوم بار نخستین برای ٢٠٠٠ سال در

برای همچنین و برداری فضاهای برای عدد این مقاله همین در گردید. متولد مͺسون توسط

نباشند، صحیح دامنۀ که موضعͬ حلقه�های روی مدول�ها و صحیح دامنۀ روی مدول�ها

شد. محاسبه

شد انجام خطͬ کنندۀ تحمیل عدد با رابطه در زیادی کارهای بعد به میلادی ٢٠٠٠ سال از

مͬ�کنیم. ذکر را آنها مهمترین از تعدادی تنها اینجا در که

انژکتیو مدول�های برای خطͬ کنندۀ تحمیل ”عدد عنوان تحت مقاله�ای در ٢٠٠١ سال در

Laszlo Fuchs٢

P.Fuchs & C.J.Maxson٣

A.B.van der Merwe۴



٣ خطͬ کننده تحمیل عدد نظریه .١

کنندۀ تحمیل عدد محاسبۀ کار مͺسون و ۵ کروزر توسط اصلͬ[۶]” ایده�آل دامنه�های روی

گرفت. انجام تصویری[٩] مدول�های روی بر نیز تحقیقاتͬ سال همان در و یافت ادامه خطͬ

و مͺسون توسط نابدیهͬ[٨] خودتوان�های دارای حلقه�های روی مدول�های ٢٠٠٢ سال در

کاملا́ شده[۵] تولید متناهیاً مدول�های ٢٠٠۵ سال در بعد سال سه و شدند بررسͬ مروی

گرفتند. قرار مطالعه مورد

کار ضربͬ[٧] مدول�های برای خطͬ کنندۀ تحمیل عدد روی بر ۶ ͹سانوان ٢٠٠۶ سال در

کرد.

مجالͬ که دارد وجود خطͬ کنندۀ تحمیل عدد زمینۀ در بͬ�جواب سوال چند نیز اکنون هم

مͬ�کند. فراهم را زمینه این در بیشتر تحقیقات برای

خطͬ کنندۀ تحمیل عدد تعریف ٢�١

تعریفمͬ�کنیم، صورت این به MR(Vرا ) باشد. یRͷ-مدول V و Rیͷحلقه فرضکنید

MR(V ) = {f : V → V |f(rv) = rf(v) ∀r ∈ R,∀v ∈ V }

مͬ�باشد. V روی همͽن توابع تمام مجموعۀ که

تعریف زیر صورت به را مͬ�شود نامیده V R-همریختͬ�های حلقه که را EndR(V ) همچنین

مͬ�کنیم،

EndR(V ) =

{f : V → V |f ∈ MR(V ) و f(v۱ + v۲) = f(v۱) + f(v۲) ∀v۱, v۲ ∈ V }

عنوان به .EndR(V ) = MR(V ) داریم آنها برای که هستند مدول�ها از زیادی کلاسهای

(M۲(S)) S دلخواه حلقۀ روی دو حداقل اندازه از کامل ماتریسͬ حلقه ͷی R اگر مثال،

که است این آن و مͬ�آید دست به جالب نتیجه ͷی باشد، دلخواه R-مدول ͷی V و

A.Kreuze۵

J.Sanwong۶



۴ خطͬ کننده تحمیل عدد نظریه .١

فصل (در است. خطͬ ،V روی همͽن تابع هر که معنͬ این به .MR(V ) = EndR(V )

است.) آمده اثبات با همراه مورد این از مثالͬ آخر

.MR(V ) = EndR(V ) آنها در که دارند وجود حلقه�ها از زیادی کلاس�های دیͽر، عبارت به

V مدول�های زیر از تعداد چه که است این کردن مشخص که مͬ�رسیم مساله ͷی به بنابراین

دارند. را خطͬ خاصیت

بودن خطͬ V سرۀ مدول�های زیر از C = {Cα|α ∈ A} ناتهͬ مجموعه ͷی مͬ�گوییم

آن�گاه باشد، خطͬ Cα ∈ C هر روی f که f ∈ MR(V ) برای اگر مͬ�کند، تحمیل را

.f ∈ EndR(V )

با سادگͬ برای یا و fln(RV ) با که ،RV مدول خطͬ کننده تحمیل عدد .١�٢�١ تعریف

صورت به که ،∞ یا نامنفͬ، صحیح عدد ͷی از است عبارت مͬ�شود، داده نمایش fln(V )

مͬ�شود، محاسبه زیر شͺل به یͺتایͬ

fln(RV؛ ) = ۰ آن�گاه MR(V ) = EndR(V ) اگر الف)

سره مدول�های زیر از C متناهͬ مجموعۀ ͷی اگر آن�گاه MR(V ) ̸= EndR(V ) اگر ب)

از C ′ گردایۀ هیچ و کند، ایجاب را بودن خطͬ که ،|C| = s مثلا́ باشد، داشته وجود V

fln(RV؛ ) = s آن�گاه نͺند، ایجاب را بودن خطͬ |C ′| < s که V سرۀ مدول�های زیر

fln(RV؛ ) = ∞ آن�گاه نباشد، برقرار (ب) و (الف) از هیچͺدام اگر ج)



٢ فصل

شده انجام تحقیقات بر مروری

کنون تا خطͬ کنندۀ تحمیل عدد نظریه ایجاد ابتدای از که را تحقیقاتͬ مهمترین فصل این در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد موضوع شدن روشن جهت را شده انجام زمینه این در

باشد داشته وجود v ∈ V ͷی هرگاه مͬ�شود نامیده دوری V R-مدول که مͬ�کنیم یادآوری

است، دوری Z-مدول ͷی ۲Z مثال عنوان به .V = Rv که

ͷی V در y و x دلخواه عنصر دو هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده دوری موضعاً V همچنین

است. دوری موضعاً دوری مدول هر مثال عنوان به .x, y ∈ Ra که باشد داشته وجود a ∈ V

آنرا فصل ابتدای همین در بنابراین است، کاربرد پر فصل این بخشهای اکثر در زیر گزارۀ

مͬ�کنیم، بیان

و MR(V ) = EndR(V ) داریم آن�گاه باشد، دوری R-مدول ͷی V اگر .٢�٠�٢ گزاره

است. خطͬ کنندۀ تحمیل آن مدول زیر هر بنابراین

،x, y ∈ V هر برای بنابراین .V = Rv که دارد وجود v ∈ V ͷی باشد، دوری V اگر برهان.

باشد، دلخواه f ∈ MR(V ) اگر و .y = r۲v و x = r۱v که دارند وجود چنان r۱, r۲ ∈ R

داریم:

f(x+ y) = f(r۱v + r۲v) = f((r۱ + r۲)v) = (r۱ + r۲)f(v)

= r۱f(v) + r۲f(v) = f(r۱v) + f(r۲v) = f(x) + f(y)

۵
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□ است. خطͬ V روی f بنابراین و

کنندۀ تحمیل عدد بررسͬ پس هستند، برداری فضاهای از تعمیمͬ مدول�ها که آنجایͬ از

مͬ�رسد. نظر به طبیعͬ ابتدا در برداری فضاهای برای خطͬ

برداری فضاهای برای خطͬ کنندۀ تحمیل عدد ١�٢

آن زیرمدول�های به و برداری یͷفضای V R-مدول به باشد میدان R حلقۀ اگر که مͬ�دانیم

آن بعد که را زیرفضایͬ باشد، q < ∞ برداری فضای بعد اگر همچنین مͬ�گویند، زیرفضا

نامند. ابرصفحه باشد، q − ۱

مͬ�باشد. کاربردی بسیار مثال�ها ساختن در که مͬ�آوریم مهم قضیۀ ͷی تنها بخش این در

داریم، باشد. F روی برداری فضای ͷی V و میدان ͷی F کنیم فرض .١�١�٢ قضیه

.fln(V ) = ۰ اگر تنها و اگر dimFV = ۱ الف)

.fln(V ) = ∞ آن�گاه ،dimFV = ۲ اگر ب)

.fln(V ) = ∞ صورت این در ،dimFV > ۱ و باشد نامتناهͬ میدان ͷی F اگر ج)

آن�گاه ،dimFV > ۲ و باشد اول عدد ͷی از توانͬ q آن در که ، |F | = q < ∞ اگر د)

.fln(V ) = q + ۲

هر زیرا است، واضح (٢-٠-٢) گزاره به توجه با نتیجه ،dimFV = ۱ اگر الف) برهان.

فرضکنیم برعͺس است. دوری F-مدول ͷی حقیقت در ،ͷی بعد از برداری فضای

است. خطͬ V روی همͽن تابع هر صورت این در ،fln(V ) = ۰

باشد، همͽن V روی که ساخت تابعͬ مͬ�توان ،dimF (V ) ̸= ۱ کنیم فرض اگر اما

نباشد. خطͬ ولͬ

را f : F ⊕ F −→ F ⊕ F مͬ�توان ،V ∼= F ⊕ F یا و dimFV = ۲ فرضاً اگر زیرا
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کرد، تعریف زیر صورت به

f(x, y) =

 (x,۰), y ̸= ۰

(۰,۰), y = ۰
(٢-١)

نیست، خطͬ V روی f اما f ∈ MF (V ) صورت این در

بͽیریم، نظر در را r ∈ F و X = (x, y), Y = (۰,−y) ،x, y ̸= ۰ برای اگر زیرا

داریم،

f(r(x, y)) = f(rx, ry) = rf(x, y)

اما

(۰,۰) = f(x,۰) = f((x, y) + (۰,−y)) = f(X + Y )

̸= f(X) + f(Y ) = f(x, y) + f(۰,−y) = (x,۰)

مجموعۀ زیرا .fln(V ) = ∞ آن�گاه ،V ∼= F ۲ یا و dimFV = ۲ اگر ب)

MF (V ) \ EndF (V )

زیرفضاهای از گردایه�ای هیچ همچنین است. تهͬ مخالف الف) بند مثال اساس (بر

دلخواه تابع هرگاه زیرا نیست، خطͬ کنندۀ تحمیل V سرۀ

f ∈ MF (V ) \ EndF (V )

زیرفضای هر (زیرا است خطͬ V سرۀ زیرفضاهای تمام روی تابع این بͽیریم، نظر در را

ͷی فضای روی همͽن تابع هر الف) قسمت اساس بر و است ͷی بعد از V سرۀ

نیست. خطͬ V روی لزوماً اما است)، خطͬ بعدی

متناهͬ گردایۀ هیچ صورت این در ،dimFV > ۱ و باشد نامتناهͬ میدان ͷی F اگر ج)

اگر بنابراین و بپوشاند را V نمͬ�تواند V زیرفضاهای از
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φ = {Wα}α∈A

تحمیل φ ، باشد دلخواه اندیس مجموعه ͷی A و باشد V زیرفضای Wα آن در که

مͬ�کنیم، تعریف زیر صورت به را f : V −→ V تابع زیرا نیست خطͬ کنندۀ

f(v) =

 v, v ∈ ∪Wα

۰, این صورت غیر در

داریم، r ∈ F برای و f ̸= ۰ که کنید دقت

rv ∈ ∪αWα اگر تنها و اگر v ∈ ∪αWα

و f ∈ MF (V ) که مͬ�دهد نتیجه این و f(rv) = rf(v) ،v ∈ V هر برای بنابراین و

۰ ̸= x ∈ Wα اگر زیرا نیست خطͬ V روی f اما است. خطͬ φ در Wα هر روی f

که x + y ̸∈ ∪αWα یا و x + y ∈ ∪αWα یا بͽیریم، نظر در را ۰ ̸= y ̸∈ ∪αWα و

.f(x+ y) ̸= f(x) + f(y) = x داریم صورت دو هر در

فضای که ابرصفحه�ای q + ۲ هر |F | = q اگر داریم [۴] منبع از ٩.٣ قضیۀ اساس بر د)

V روی خطͬ کنندۀ تحمیل مͬ�پوشانند، را است (m ≥ ۳ (برای V = Fm برداری

١٠.٣ قضیۀ در همچنین نیستند. خطͬ کنندۀ تحمیل ابرصفحه q + ۱ هیچ و هستند

میدان روی m ≥ ۳ بعد از برداری فضای ͷی V اگر که است شده ثابت [۴] منبع از

□ .fln(V ) = q + ۲ باشد، |F | = q با F

کنید. ملاحظه پایانͬ فصل در مͬ�توانید را بخش این موضوع به مربوط مثالͬ

حلقه�های روی مدول�ها برای خطͬ کنندۀ تحمیل عدد ٢�٢

تجزیه�پذیر

مدول�های برای خطͬ کنندۀ تحمیل ”عدد عنوان تحت مقاله�ای از استفاده با بخش این مطالب

�است. شده تدوین [٩] مͺسون اثر تصویری”

هستند. یͺدار حلقه�ها کلیۀ که است این بر فرض بخش این در
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مͬ�دهیم. نمایش R−Mod با را چپ R-مدول�های تمام مجموعۀ

،R در V پوچساز ،V ∈ R−Mod و باشد دلخواه یͺدار حلقۀ ͷی R اگر مͬ�شود، یادآوری

آنها حاصلضرب که هستند R از عناصری کلیۀ مجموعۀ مͬ�شود، داده نشان AnnR(V ) با که

مͬ�نامند. وفادار را V ،AnnR(V ) = {۰} اگر و مͬ�شود صفر V در

ͷی V بنابراین و AnnZ(Z۲) = ۲Z صورت این در ،V = Z۲ و R = Z اگر مثال عنوان به

نیست. وفادار R-مدول

یRͷ-مدول V بنابراین و AnnZ۲(Z۲) = صورت{۰} این در V = Z۲ و R = Z۲ اگر اما

مͬ�باشد. وفادار

موضوع کلیت دادن دست از بدون بنابراین و MR(V ) = MR/Ann(V )(V ) که مͬ�دانیم

است. وفادار R-مدول ͷی V مͬ�کنیم فرض بخش این در

دیͽری ایده�آل R و M بین هرگاه مͬ�شود نامیده ماکسیمال R از M سرۀ ایده�آل مͬ�دانیم

نباشد،

عنوان به .L۱ + L۲ = R هرگاه هستند هم-ماکسیمال ،R از L۲ و L۱ ایده��آل�های همچنین

هستند. هم-ماکسیمال Z۶ حلقۀ در ۳Z۶ و ۲Z۶ ایده�آل�های مثال

ͷی V و L۲ و L۱ هم�-ماکسیمال چپ ایده�آل�های دارای حلقۀ ͷی R اگر .١�٢�٢ قضیه

.fln(V ) ≤ ۲ داریم آن�گاه باشد، LiV ⫋ V ،i = ۱,۲ برای به�طوری�که باشد، R-مدول

و L۱ + L۲ = R داریم زیرا است، خطͬ کنندۀ تحمیل {L۱V, L۲V } مجموعۀ برهان.

f ∈ MR(V ) اگر حال .l۱ + l۲ = ۱ که دارد وجود چنان l۲ ∈ L۲ و l۱ ∈ L۱ بنابراین

است، خطͬ L۲V و L۱V روی f چون ،x, y ∈ V هر برای باشد، خطͬ L۲V و L۱V روی

داریم:

l۱f(x+ y) = f(l۱(x+ y)) = f(l۱x) + f(l۱y) = l۱f(x) + l۱f(y)

l۲f(x+ y) = f(l۲(x+ y)) = f(l۲x) + f(l۲y) = l۲f(x) + l۲f(y) و

□ .fln(V ) ≤ پس۲ ،f(x+ y) = f(x) + f(y) داشت خواهیم بالا رابطۀ دو جمع با و
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باشد. داشته یͺتا ماکسیمال ایده�آل ͷی گاه هر نامیم موضعͬ را R حلقۀ

ͷی V و جابه�جایͬ حلقه�ای R اگر گفت مͬ�توان نتیجه ͷی عنوان به حال .٢�٢�٢ نتیجه

ماکسیمال ایده�آل�های دارای صورت این در نباشد، موضعͬ R اگر باشد، دلخواه R-مدول

.fln(V ) ≤ ۲ داریم فوق قضیۀ اساس بر ،I۱V ̸= V ̸= I۲V اگر حال است، I۱ ̸= I۲

مͬ�کنیم، تعریف V ∈ R−Mod برای .٣�٢�٢ تعریف

Z(V ) := {r ∈ R|rv = ۰ , ۰ ̸= v ∈ V {برای

صفر مقسوم�علیه�های مجموعۀ همان Z(R) که ،Z(V ) = Z(R) آن�گاه باشد، آزاد V اگر

است. R حلقۀ

مͬ�دهیم. نشان U(R) با را R یͺه عناصر مجموعۀ همچنین

آن در که باشد داشته وجود چنان d ∈ (R \ U(R)) \ Z(V ) ͷی اگر .۴�٢�٢ قضیه

.fln(V ) ≤ ۱ صورت این در ،(Rd)V ⫋ V

دلخواه x, y ∈ V فرضکنیم اگر زیرا مͬ�باشد، خطͬ کنندۀ تحمیل (Rd)V زیرمدول برهان.

داریم، باشند،

df(x+ y) = f(d(x+ y)) = f(dx+ dy) = f(dx) + f(dy) = d(f(x) + f(y))

چون و

d ∈ (R \ U(R)) \ Z(V )

□ مͬ�شود. حاصل نتیجه و کرد حذف فوق معادله طرف دو از آنرا مͬ�توان بنابراین

همچنین .x۲ = x هرگاه گوییم خودتوان را R حلقۀ از x عنصر که مͬ�کنیم آوری یاد

زیرحلقه�های مستقیم حاصلجمع بصورت آنرا نتوان هرگاه گوییم، تجزیه�نا��پذیر را R حلقۀ

نامیم. تجزیه�پذیر را R صورت این غیر در و نوشت سره�اش


