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براي نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
است. محفوظ شاهرود صنعتی دانشگاه

است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل



 ৎ ଘ مقد...  

  ଘ مقدৎ وࣾتड़کاری آ   .ھࢡඥر ସ୍م  با ࠙ࡰࡺش  ජ໑ا ھاਘی ، و با থذ८ت وධ්رش ଘ ૼن तدا

و ماభم  وओودش ୀام ھૡه ධ්ر  را ଘ ૼن آड़وࣾت ୁرگ ग़علم ز৯دজ࣓م ७ ھاक़ت ,  ৎقدم ଘ پدرم و 

ید ड़وীش උپیدی भඟ໋ࢌ ห روی උپ , واিش رभࢌ  ଘ หواਪฬی ୀسم   ,  ا॥ت و وओودم ୀاীش ھૡه رج

گاش   . ৲ماৣم ৽ وغ່  ی , اودگا৯ز ଢرماໆ شীی روਪناতش و روज़ی کلاਗඟ໋ ت॥ود . ૼن اओو ୀاୀ భ

  .ୀ دণتاিش রوਗ ଖی زৣم , ख़࡛ࢴت مالامال از ࠙ق و  ৗوی ادب ୀ زඖن ਗی ৩ھم و با دฮی ඟ໋اඖࣂش زا 

                                
  

   



  พ়ࢁඟ و दدردای

    و ख़࡛ࢴت و ࠙ق رسان، یاری  دণتان بار، ख़࡛ࢴت ॻࣄ൏ندی داৣم  پروردگار ऒو د را شࢁদ ඟوم ଘ پاس ࡑࡣت ऒ ୀود ਗی

    ند ارزای ૼن ୀ را  اণتاد از  พ়ࢁॻ ඟیاमࢌ ऒ واھم ਗی او از و ما هඟ໊د భیاभࢌ  او رॐ࢟ت از   را  آه ھૡه

د ! ਲࣣف،दدر اণتاد نࢆو داಶඌিن    ...،اণتاد ଘ ૼن یاد ৯دا

ی  ਟی ൾঃࢾشان ل พ়ࢁඟ  را دارم،  ଘ خاජໍ راঘ࣒ماਪی ൏ه  পناب آ༚ی دනر  േॐید رضا سਖ࣓ൎی ग़قدم ঘ່࣌  از اণتاد 

  ،৶مام భࡂشان दدردای ਗی ی  ਟی ଘ خاජໍ راঘ࣒ماਪی آ༚ی  ণید رضا ड़و१وی পناب  پر تلاॵم   ھࢠൾن  ازاণتاد

  دارم، ل اিساඇඓࢌ را و زوی ໆرا່ازی و ୀای ଽ دوی  اଌن ସ୍ان آر

  .พࢁ ඟ࣒م় قدୌ و ৎ , خاৗواده و ৳ماਗی دوণتای ජ໑ ا భ اଌن  य़ھم یاری ৶ࢤود৯د    ھࢡඥر  ، ھࢠൾن  لازم ਗی داৣم از
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پیشگفتار

از هندسه این شد. معرفی اش نامه پایان در 1918 سال در 1 فینسلر پل توسط بار اولین فینسلر هندسه

باشد. می تغییرات حساب به نزدیک بسیار و شده شروع ساده انتگرال

محدودیت بدون ریمانی هندسه از بهتري توضیح بلکه نیست ریمانی هندسه از تعمیمی فینسلري هندسه

مینکوفسکی هاي نرم از هموار هاي خانواده شامل فینسلري هندسه در هندسی هاي داده باشد می دوم درجه

باشد. می داخلی هاي ضرب از اي خانواده ،بجاي

مختلف هاي دیدگاه به توجه با کند. می معرفی را فینسلر ساختار مینکوفسکی هاي نرم از خانواده این

هندسه در ها الصاق تنوع اند. آمده پدید فینسلر هندسه در متنوعی خطی هاي الصاق کاربردي، هندسه

بیولوژي، عام، نسبیت کنترل، ، برق در بخصوص هندسه کاربرداین در پیچیده مسائل از بسیاري حل راهگشاي

شناسی وزمین سرطانی هاي سلول رشد نحوه اخیرا و اخترشناسی، فلزات، ذوب صنعت ها، کریستال اکولوژي،

هندسه کاربرد توسعه موجب تواند می دیگري جالب الصاق گونه هر پیدایش موضوع این به توجه با است. شده

توان می و کرد بررسی فینسلر هندسه دیدگاه از توان می را ترافیک مسئله گردد. فوق هاي شاخه در فینسلري

زمانی بهینه هاي مسیر بنابراین باشد، می راندرزي نوع از فینسلر متریک آن به وابسته متریک که داد نشان

از گردباد در هواپیما حرکت مساله مطالعه در همچنین و هستند، راندرز متر هاي ژئودزیک ترافیک مساله براي

مسیر و باشد می راندرز نوع از گردباد در هواپیما حرکت هندسه که است شده داده نشان فینسلر، هندسه دیدگاه

,α)متریک β)، فینسلر هاي متر از خاص نوع یک بود. خواهند راندرز متر هاي ژئودزیک هم آن زمانی بهینه هاي

ها ,α)متریک β) انحناي مطالعه اخیر سالهاي در دارند. وفیزیک مهندسی در فراوانی کاربردهاي که هستند ها

(α, β)به مربوط محاسبات که آنجا از اما است، گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد بیشتر پرچمی انحناي جمله از

گیرد. می صورت جداگانه طور به ,α)متریک β) هر براي مسئله این است پیچیده بسیار کلی حالت در ها متریک

کمیت نامه پایان این در داریم قصد ما که باشد[9] می راندرز متر ها، ,α)-متریک β) ترین اهمیت پر از یکی

می ومقدماتی تعاریف بیان به اول فصل راستا این در کنیم. بررسی بودن همگن حالت در آن روي بر را S-انحنا
1Paul Finsler



همگن راندرز فضاي براي را چویتا لوي الصاق دوم فصل در باشندو می نیاز مورد بعد هاي فصل در که پردازیم

بدست فرمول از کاربرد وچند پردازیم می فضا این S-انحناي فرمول محاسبه به آخر فصل در و کنیم می بررسی

کنیم. می بیان را آمده
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1 فصل
مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش

مقدمه 1.1
نظر که است موجود نیز دیگري هاي روش بردار یک طول محاسبه براي ریمانی و اقلیدسی هاي روش بر علاوه

می اشاره فینسلري متر نام به آنها از یکی به اینجا در فیزیک، و مهندسی فنی علوم در آنها زیاد بسیار کاربرد به

آنجائیکه از ولی گردید آغاز [ 1854] سال در 1 ریمان بی اف جی توسط ابتدا فینسلري متر ي مطالعه کنیم.

ادامه و هندسی مفاهیم ي مطالعه براي شد معروف ریمان نام به ها بعد که متریکی مفهوم که داشت عقیده او

نداد. ادامه خود مطالعات به است تر مناسب 2 گاوس کارهاي ي

مطالعه مورد دیگران بعدهاتوسط داشت، موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعابیر در تابع این باینکه نظر اما

استاد توسط آمده بدست نتایج از استفاده با [ 1918] سال در که بود فینسلر پل افراد این جمله از گرفت. قرار

حقیقت در او نماید. ارائه را متر این از مدرن تعریف توانست اویلر ي قضیه و 3 کاراتئودوري کنستانتین خودش

جامع ریمان تابع از که حالی عین در که نمود ارائه TM مماس کلاف روي F (x, y) مانند تابع یک براي شرایطی

صورت به داخلی ضرب یک x ∈ M نقطه هر در تابع این که کرد ثابت وي داشت. نیز را آن اصلی خواص بود تر

کند. می تعریف TxM روي F٢ = gij(x, y)y
iyj

معرفی [١٩۴١] سال در 4 راندرز ج. فیزیکدان توسط مترفینسلري از خاصی حالت عنوان به راندرز متر
1 Georg Friedrich Berhnard Riemann 1826-1866.
2Carl Friedrich Gauss 1777-1855
3Constantin Caratheodory
4G.Randers

1



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 2فصل

به [١٩۵٧] سال در 5 اینگاردن توسط الکترونی هاي میکروسکوپ نظریه در ها متر این آن، از پس . [9] شد

شدند. نامیده راندرز هاي متر و گرفته کار

مقدماتی نمادهاي و تعاریف 2.1
است: شده برده بکار نامه پایان این سراسر در که پردازیم می دادهایی قرار بیان به ابتدا

شده بندي جمع شود،آنرا تکرار پایین در بار یک و بالا در بار یک اندیسی اگر یعنی اینشتین، بندي 1-جمع

نماییم. می خودداري ∑ علامت نوشتن از و نامیم می

باشند. می البعد متناهی و هموار نامه، پایان این در ها 2-منیفلد

دهیم. می نمایش C∞(M) با را هستند C∞ کلاس از راکه M روي مقدار حقیقی توابع ي 3-مجموعه

مرجع به سه، و دو هاي فصل در و [2] مرجع به یک فصل در نشده داده ارجاع مطالب که است ذکر به لازم

گردد. می باز [16]

عدد هر ازاي به اگر گوییم، y به نسبت r درجه از 6 مثبت همگن را H : Rn \ ٠ −→ R تابع .1.2.1 تعریف

: باشیم داشته λ مثبت

∀λ > ٠ H(λy) = λrH(y)

باشیم: داشته λ حقیقی عدد هر ازاي به اگر گوییم r درجه از مطلق همگن را وآن

∀λ ∈ R H(λy) = |λ|rH(y)

به است X : M −→ TM مانند هموار نگاشتی M منیفلد روي برداري میدان یک از منظور .2.2.1 تعریف

که طوري

M −→X TM −→P M PoX = idM

∀p ∈ M X(p) ∈ TpM

5Ingarden
6Positively homogenous



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 3فصل

اگر اگروتنها است U روي هموار برداري میدان یک X باشد، M از همسایگی یک U اگر دیگر، عبارت به یا

xi ∈ C∞(U) آن در که X = xi ∂
∂xi

روي برداري هاي میدان همه مجموعه صورت این در باشد، هموار منیفلد یک M کنیم فرض .3.2.1 تعریف

دهیم. می نمایش χ(M) رابا M

خوش خاصیت اول داشت توجه موضوع دو به باید ها منیفلد روي به Rn فضاي از تعریف یک تعمیم براي

دستگاه به تعریف این اگر که آن دوم باشد. بیان قابل ها منیفلد روي مفهوم آن که معنی این به بودن تعریف

مورد شدن روشن براي است. اساسی تعریف یک آنگاه باشد نداشته بستگی ها چارت یعنی ضعی مو مختصات

باشد. منیفلد روي منحنی یک c(t) که کنیم فرض اول

رابطه با را c′′(t) یعنی منحنی این شتاب اگر

Lim△t−→٠
c′(t+△t)− c′(t)

△t

متفاوت برداري فضاي دو در بردار دو تفاضل از کسر صورت زیرا است معنی بی تعریف این آنگاه کنیم تعریف

است. شده تشکیل Tt+△tM و TtM یعنی

کنیم پیدا راهی است لازم دهیم تعمیم را منیفلد یک روي منحنی یک شتاب مفهوم بتوانیم اینکه براي لذا

نماییم. گیري مشتق منحنی یک طول در برداري) هاي میدان (یا ها بردار از مختصات به توجه بدون بتوان که

یا نماییم مقایسه یکدیگر رابا متفاوت و مجاور برداري فضاي دو از بردار دو مقادیر بتوانیم باید تر ساده بیان به

موضوع این نماییم. 7 ”الصاق” یکدیگر به گیري مشتق یک توسط را مجاور برداري فضاي دو دیگر عبارت به

گرفت. قرار مطالعه [1917]مورد سال در ایتالیایی دانشمند چویتا لوي توسط بار اولین

نگاشت M پذیر مشتق منیفلد ∇روي آفین الصاق .4.2.1 تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

7Connection



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 4فصل

(X,Y ) −→ ∇XY

کند: می صدق زیر شرایط در که باشد می

i)∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z

ii)∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XY

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

∇ آفین الصاق با همراه M n-بعدي منیفلد روي p نقطه همسایگی در چارت یک (x,U) کنیم فرض .5.2.1 لم

نوشت. زیر گسترده صورت به توان می را مختصات این XY∇در آنگاه باشد.

∇XY = (X.Y i + Γi
jkX

jY k)
∂

∂xi

هستند. M روي حقیقی توابعی Γk
ij ضرایب که

مختصات p نقطه هر به که گیریم می نظر در (x, U) موضعی چارت یک p ∈ M نقطه هر همسایگی در اثبات.

(x,U) موضعی چارت روي TpM براي اي پایه ( ∂
∂x١

, ..., ∂
∂xn

) کنیم فرض کند. می وابسته را (x١(p), ..., xn(p))

که کرد فرض توان ،می ∂
∂xi

∈ χ(M) چون آنگاه ،Y = Y j ∂
∂xj

و X = Xi ∂
∂xi

اگر باشد.

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij

∂

∂xk

: داریم آنجا از هستند. M روي حقیقی توابعی Γk
ij ضرایب ایم کرده فرض آن در که

∇XY = ∇X(Y i ∂
∂xi

) = Y i∇X
∂

∂xi
+X(Y i) ∂

∂xi

= Y iXjΓk
ji

∂
∂xk

+X(Y i) ∂
∂xi

= (X(Y k) + Y iXjΓk
ji

∂
∂xk

� نامیم. می کریستوفل علائم یا الصاق ضرایب را ها Γk
ij اینجا در
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تعریف فضا آن روي توان می چگونه را راست خط ببینیم باید کرد مطالعه فضارا یک هندسه بتوان آنکه براي

آن موضوعه واصول اقلیدس تعبیر با را آن ما که چیزي آن است ممکن باشد داشته خمیدگی منیفلد اگر کرد.

باشد. نداشته وجود دیگر نامیم می راست خط

کنیم. استفاده راست خط خواص از باید نامیم می ژئودزیک را آن که ها منیفلد روي راست خط تعمیم براي

به پیچیده کمی آن از استفاده که است نقطه دو بین فاصله ترین کوتاه طبیعت راست خط خاصیت بارزترین

این از استفاده کنیم. می استفاده صفر شتاب با منحنی یک عنوان به راست خط خاصیت از لذا رسد، می نظر

دارد. کوواریان گیري مشتق عمل به موسوم گیري مشتق نوع یک به احتیاج ها منیفلد روي راست خط خاصیت

یک دارد وجود باشد، ∇ آفین الصاق با پذیر مشتق منیفلد یک M کنید فرض کوواریان: مشتق .6.2.1 تعریف

برداري میدان به را c : I −→ M پذیر مشتق منحنی طول در V برداري میدان هر کند می وابسته که تناظري

بطوریکه: شود می نامیده c طول در V کوواریان مشتق که c طول در DV
dt

D
dt (V +W ) = DV

dt + DW
dt (a

D
dt (fV ) = df

dtV + f DV
dt (b

DV
dt = ∇ dc

dt
Y سپس ، V (t) = Y (c(t)) شودیعنی القا Y ∈ χ(M) برداري میدان بوسیله V اگر (c

دقیق عبارت به است. f تابع یک روي X برداري میدان یک اثر یا سویی مشتق از تعمیمی کوواریان مشتق

کوواریان مشتق که صورتی در کند، می ارزیابی را X بردار سوي در f تابع تغییرات میزان X.f سویی مشتق تر

بردار یک سوي در را تانسوري میدان یک کلی طور به یا و ها ١-فرم برداري، هاي میدان توابع، تغییرات میزان

نماید. می محاسبه

طول در را V برداري میدان باشد. ∇ خطی باالصاق پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .7.2.1 تعریف

V (t٠) = V٠ اگر بعلاوه . DV
dt = ٠ باشیم داشته t ∈ I هر ازاي به اگر گوئیم، 8 موازي C : I −→ M منحنی

نامیم. می C طول در V٠ موازي انتقال را V برداري میدان آنگاه
8Parallel
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سازگار الصاق باشد. g ریمانی متریک و ∇ آفین الصاق با پذیر مشتق منیفلد یک M کنید فرض .8.2.1 تعریف

طول در P, P ′ موازي برداري هاي میدان از جفت وهر C هموار منحنی هر براي که صورتی در باشد، می متر با

باشیم: داشته C

< P,P ′ >= canstant

اگر شود، می نامیده متقارن M هموار منیفلد روي ∇ آفین الصاق .9.2.1 تعریف

∇XY −∇Y X = [X,Y ] ∀X,Y ∈ χ(M)

i, j = ١ , ..., n هر براي که شود می ∇نتیجه بودن متقارن از (x, U)موضعی مختصات دستگاه در .10.2.1 نتیجه

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj ] = ٠ Xi =
∂

∂xi

.Γk
ij = Γk

ji که اینست با معادل واین

می 9 چویتا لوي الصاق یک M روي آفین∇ الصاق باشد. ریمانی منیفلد یک M کنید فرض .11.2.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر باشد،

باشد. الف)∇متقارن

باشد. ریمانی متر با ب)∇سازگار

نگاشت X,Y ∈ χ(M) هر به که است تناظري M ریمانی منیفلد از R انحنا .12.2.1 تعریف

کندکه می وابسته را R(X,Y ) : χ(M) → χ(M)

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, Z ∈ χ(M)

باشد. می M از ریمانی الصاق ∇ که

باشد: می دارا را زیر خواص و
9Levi-Civita
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بنابراین: باشد، می خطی دو χ(M)× χ(M) در R الف-

∀f, g ∈ C∞(M), X١, X٢, Y١, Y٢ ∈ χ(M)

R(fX١ + gX٢, Y١) = fR(X١, Y١) + gR(X٢, Y١)

R(X١, fY١ + gY٢) = fR(X١, Y١) + gR(X١, Y٢)

بطوریکه: باشد، می خطی R(X,Y ) : χ(M) −→ χ(M) انحناي عملگر ،X,Y ∈ χ(M) هر ب-براي

∀f ∈ C∞(M), Z,W ∈ χ(M)

R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W

R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z

. X,Y, Z ∈ χ(Rn)هر براي R(X,Y )Z = سپس٠ ،M = Rn اگر که است واضح

فضاي زیر یک از داخواه هایی پایه X,Y ∈ TpM و p ∈ M n-بعدي، منیفلد یک M کنیم فرض .13.2.1 تعریف

عدد آنگاه باشد، TpM از π 2-بعدي

K(π) = K(X,Y ) =
Rm(X,Y, Y,X)

< X,X >< Y, Y > − < X,Y >٢

نامیم. می p نقطه در 10 برشی انحناي را

است. X,Y ∈ π بردارهاي انتخاب از مستقل K(X,Y ) برشی انحناي

انحناي اگر است، 11 ثابت انحناي Mبا گوییم می باشد. ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .14.2.1 تعریف

باشد. ثابت P ∈ M نقاط تمام در K برشی
10Sectional curvature
11Canstant curvature
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M روي g هموار ریمانی متر باشد. n-بعدي منیفلد یک M کنید فرض 12 : ریمانی متر .15.2.1 تعریف

توابع بطوریکه باشد، می TxM مماس فضاي هر روي داخلی هاي ضرب از {gx}x∈M خانواده

gij(x) = gx(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
)

میباشد. c∞،

باشد. می معین مثبت x ∈ M نقطه هر gijدر ماتریس باشد، می داخلی ضرب gxهر چون

M روي (٢٠) نوع از g تانسور یک از است عبارت M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي ریمانی متر دیگر عبارتی به

-یعنی مثبت معین -و ∀X,Y ∈ TpM, gp(X,Y ) = gp(Y,X) یعنی - متقارن gp ، M از p نقطه هر در بطوریکه

باشد. - gp(X,X) > ٠ ∀X ̸= ٠

کند می تعریف TpM روي داخلی ضرب یک M نقطه هر در تانسور این که نمود بررسی توان می راحتی به

دهیم. می نمایش gp(X,Y ) تانسور یا < X,Y >p توسط را داخلی ضرب این .

به وابسته موضعی مختصات x(p) = (x١, ... , xn) ، M منیفلد از p نقطه همسایگی در چارت یک (x,U) اگر

داریم: باشد TpM روي p همسایگی در اي پایه { ∂
∂xi } و آن

X =

n∑
i=١

Xi ∂

∂xi
(p) , Y =

n∑
i=١

Y i ∂

∂xi
(p)

شود. می نوشته زیر صورت به ریمان تانسور موضعی مختصات در آنگاه

gp(X,Y ) =
n∑

i,j=١
gij(p)dx

i ⊗ dxj(X,Y ).

صورت به توان می را Y و X بردار دو بین داخلی ضرب یا g(X,Y ) ریمانی متریک آنگاه ، X,Y ∈ TpM اگر

نوشت: زیر

< X,Y >=<
∑
i=١

Xi ∂

∂xi
,

n∑
j=١

Y j ∂

∂xj
>=

∑
i,j

XiXj <
∂

∂xi
,

∂

∂xj
> .

g(X,Y ) =< X,Y >=
∑
i,j

gijX
iY j .

12Riemannian metric
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نمود. تعریف ریمانی متر یک توان می شمارا) پایه با (هاسدورف پذیر دیفرانسیل منیفلد هر روي .16.2.1 گزاره

یک تشکیل موضعی هاي چارت توسط القائی متریک که نمائیم فراهم شرایطی خواهیم می حقیقت در اثبات.

M از {Vα} پوشش به وابسته پذیر دیفرانسیل یکانی افراز یک {fα} کنیم فرض بدهد. M روي ریمانی متر

M از نقطه هر باشد(یعنی داشته متناهی موضعا پوشش {Vα} یعنی باشد. مختصاتی هاي همسایگی بوسیله

توابع از خانواده هایک {fα} و اندیس). از متناهی تعداد حداکثر در U ∩ Vα ̸= ϕ بطوریکه دارد U همسایگی یک

کند: می صدق زیر خواص در که باشد M روي پذیر دیفرانسیل

V α ي بسته مجموعه متمم روي fα = ٠ و fα ≥ ٠ (1

p ∈ M هر ازاي به ∑α fα(p) = ١ (2

مختصات دستگاه وسیله به متر کنیم. تعریف Vα هر روي <,>α ریمانی متر توانیم می ما که است واضح

می باشد. M براي موضعی مختصات دستگاه یک (Vα, φα = (x١, ..., xn)) کنیم فرض شود. می القا موضعی

کرد. تعریف < ∂
∂xi

, ∂
∂xj

>α= δij صورت به را ریمانی متر توان

< u, v,>p=
∑

α fα(p) صورت> Mبه کل روي ریمانی متر یک یکانی افراز و ریمانی متر از استفاده با اکنون

کنیم. می تعریف u, v >α
p

� کند. می تعریف M روي ریمانی متر یک ساختار این که u, v ∈ TpM ،p ∈ M هر براي

ریمانی الصاق یک وتنها یک (M, g) ریمانی منیفلد هر روي ( ریمانی هندسه اساسی (قضیه .17.2.1 قضیه

دارد. وجود

باشند. M روي برداري میدان دو Y و X و بوده ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم وجود)فرض (اثبات اثبات.

برداري میدان هر ازاي به که دهیم می نشان نموده تعریف زیر رابطه توسط را ∇ : (X,Y ) −→ ∇XY عملگر

است. M روي ریمانی الصاق یک Z دلخواه

٢ < ∇XY, Z >= X < Y,Z > +Y < X,Z > −Z < X, Y >
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+ < [X,Y ], Z > + < [Z,X], Y > + < X, [Z, Y ] >

کند. می صدق خطی الصاق شرایط در عملگر که داد نشان توان می براحتی

هر و ندارد بستگی ∇ به بالا رابطه راست سمت که کنیم توجه است کافی یکتایی اثبات یکتایی).براي (اثبات

� است. برابر ∇ با شود تعریف رابطه این توسط که ∇′ مانند دیگري عملگر

می استفاده < X,X >
١
٢ یعنی بردار دو داخلی ضرب از اقلیدسی فضاي در X مانند برداري طول محاسبه براي

< X,Y >= δijX
iY j کند، می تعریف Rn فضاي در اقلیدسی متریک به موسوم متر یک داخلی ضرب این . کنیم

ارائه با X مماس بردار یک طول (M, g) ریمانی منیفلد در صورت همین به است. کرونکر دلتاي δij آن در که

gij(x)ها آن در گرددکه می محاسبه ، g(X,Y ) = gijX
iY j صورت به TpM مماس فضاي روي داخلی ضرب یک

دارند. x ∈ M نقطه به بستگی که هستند، M روي حقیقی توابعی

نیز آن جهت به ،x ∈ M نقطه بر علاوه بردار یک طول آن در که کنیم تعریف داخلی ضرب خواهیم می حال

g(X,Y ) = gijX
iY j با و نامیم می فینسلري متریک را داخلی ضرب این از خاسته بر متریک باشد. داشته بستگی

آن جهت به x ∈ M نقطه بر علاوه که هستند، TM روي حقیقی توابعی ,gij(xها y) اینجا در دهیم. می نمایش

دارند. بستگی y ∈ TpM یعنی

صدق زیر شرایط در که F : TM −→ [٠,∞) چون است تابعی TM روي فینسلر ساختار یک .18.2.1 تعریف

: کند می

است. هموار TM \٠ روي F : بودن منظم

F (x, λy) = λF (x, y)، λ > ٠ هر ازاي به مثبت: همگن

باشد. مثبت معین TM \٠ نقاط تمام در هیسن ماتریس به موسوم زیر ماتریس قوي: تحدب

(gij) = (
١
٢

∂٢F٢

∂yi∂yj
)

.g(v, v) > باشیم٠ داشته v ̸= هر٠ براي که صورت این به


