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الرˁحیم الرˁحمن الˁʓه بسم

بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی حͺیم، خداوند درگاه به فراوان سپاس از پس
نهایت نقͬ�پور رضا دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد ارزشمند راهنمایی�های و

نمایم. قدردانͬ و تشͺر
تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمت که سهندی پرویز دکتر آقای جناب از

سپاسͽزارم. بسیار فرمودند،
عهده به را پایان�نامه این داوری که زمانͬ ناصر دکتر آقای جناب فراوان دقت و نظر حسن

مͬ�گویم. سپاس داشتند،
مراحل تمامͬ در که مادرم و پدر به�ویژه گرامͬ�ام خانواده�ی اعضای کلیه�ی از پایان در

مͬ�نمایم. سپاسͽزاری بوده�اند، اینجانب مشوق و یار همواره تحصیل

افسر عاطفه



عاطفه نام: افسر خانوادگͬ: نام

یافته تعمیم کوهن-مͺالͬ بعد پایان�نامه: عنوان

پور نقͬ رضا دکتر راهنما: استاد
سهندی پرویز دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:
٨٩ صفحه: تعداد ١٣٩٠ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

كوهن-مͺالͬ، بعد بودن، متناهͬ بعد يافته، تعميم كوهن-مͺالͬ حلقه�ی کلیدواژه�ها:
گرنشتاين بعد

چͺیده
در باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷي M و نوتری و موضعͬ حلقه�ی R كنيم فرض
بعد جديد بعد اين مͬ�كنيم. تعريف M برای جديد همولوژی بعد ͷي پایان�نامه اين�
مͬ�شود. داده نشان GCM− dimR M علامت با و دارد نام يافته تعميم كوهن-مͺالͬ
به مͬ�كنيم. مشخص را يافته تعميم كوهن-مͺالͬ حلقه�های بعد اين از استفاده با
است يافته تعميم كوهن-مͺالͬ ،R مانند حلقه ͷي كه مͬ�كنيم ثابت دقيق�تر عبارت
يافته�ی تعميم كوهن-مͺالͬ بعد دارای متناهͬ توليد با R-مدول هر اگر فقط و اگر

باشد. متناهͬ
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ث



مقدمـه

رو�ی مولد متناهͬ مدول�ها�ی برا�ی G-بعد به��نام جديدى بعد ١ آسلندر ١٩۶٧ سال در

شده گرفته گرنشتاين كلمه��ی اول از G آن در كه كرد، معرفͬ موضعͬ و نوتر�ی حلقه��ها�ی

گزاره�ها�ی (R,m, k) مانند نوتر�ی و موضعͬ حلقه��ی ͷي برا�ی زيرا است.

است. گرنشتاين حلقه��ی ͷي R (i)

.G− dimR R/m <∞ (ii)

.G− dimR M <∞ ،M مانند مولد متناهͬ R-مدول هر برای (iii)

زير قضيه��ی مشابه است، گرنشتاين حلقه�ها�ی كننده��ی مشخص كه فوق قضيه معادلند.

مͬ�باشد. است، منظم حلقه�ها�ی كننده��ی مشخص كه

نوتر�ی و موضعͬ حلقه��ی ͷي (R,m, k) فرضكنيد ٢ (آسلندر-باكسبام-سر). قضيه

معادلند: زير گزاره�ها�ی اين�صورت در باشد.

است. منظم حلقه��ی ͷي R (i)

١Auslander
٢Auslander-Buchsbaum-Serre

ج



چ

.pdRk <∞ (ii)

.pdRM <∞ ،M مانند مولد متناهͬ R-مدول هر برای (iii)

در PCI-بعد و كوهن-مͺالͬ بعد CI-بعد، نام�ها�ی به پروژكتيو بعد از تظريف چندين

است: برقرار بعد�ها اين برا�ی زير نامساو�ی�ها�ی گرديد. معرفͬ بعد سال�ها�ی

CM− dimR M ≤ G− dimR M ≤ PCI− dimR M ≤ CI− dimR M ≤ pdRM.

مͬ�شوند. تبديل تساو�ی به آن نامساو�ی�ها�یسمتچپ باشد، متناهͬ بعد�ها اين از ͬͺي اگر

است. شده تنظيم فصل چهار در مͬ�باشد، [١٣] و [۴] مراجع اساس بر كه پايان�نامه اين

است. شده آورده بعد�ی فصل�ها�ی در نياز مورد اوليه��ی قضايا�ی و تعاريف اول فصل در

مورد كوهن-مͺالͬ بعد و PCI-بعد اشتراکكامل، بعد GK-بعد، بعد�ها�ی دوم فصل در

از است. شده آور�ی جمع [١٣] مرجع از فصل اين مطالب عمده گرفته�اند. قرار مطالعه

كوهن-مͺالͬ بعد مͬ�باشد، يافته تعميم كوهن-مͺالͬ بعد مورد در پايان�نامه اين كه آنجا

است. گرفته قرار بررسͬ مورد فصل اين در ديͽر بعد�ها�ی به نسبت بيشتر�ی تفصيل با

فصل اين نتايج مͬ�شود. مطالعه و تعريف يافته تعميم كوهن-مͺالͬ بعد سوم فصل در

به�ويژه است. جالبی خواص داراى بعد اين كه مͬ�دهد نشان

R-مدول هر برا�ی اگر فقط و اگر است يافته تعميم كوهن-مͺالͬ (R,m) مانند حلقه ͷي

.GCM− dimR M <∞ ،M مانند مولد متناهͬ



ح

آن�گاه باشد، مولد متناهͬ R-مدول ͷيM و حلقه ͷي (R,m) اگر هم�چنين

GCM− dimR M ≤ CM− dimR M

مͬ�شود. حاصل CM− dimR M <∞ صورتͬ�كه در تساو�ی و

و تعريف يافته تعميم كوهن-مͺالͬ تقريبا بعد و شبه-باكسبام بعد ۴ فصل در نهايت در

مͬ�شوند. مطالعه



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نیاز مورد قضایای و تعاریف ١.١

است. بديهͬ غير و یͺدار و جابجایی حلقه�ی ͷی R پایان�نامه این سراسر در

علامت با را M محمل یا تكیه�گاه باشد. R-مدول ͷی M كنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�كنیم: تعریف زیر به�صورت و داده نشان Supp(M)

Supp(M) = {p ∈ Spec(R) |Mp ̸= 0}.

صفر مقسوم�علیه را x ∈ R عنصر باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .٢.١.١ تعریف

همه�ی مجموعه�ی .xm = 0 به�طوری�كه باشد Mموجود mدر ̸= 0 هرگاه Mگوييم روی

مͬ�دهیم. نشان ZR(M) نماد با Mرا روی صفر مقسوم�علیه�های

R حلقه�ی از عناصری x1, x1, . . . , xn و R-مدول ͷی M کنید فرض .٣.١.١ تعریف

i = 1, . . . , n هر برای هرگاه است ضعیف M-رشته ͷی x1, x2, . . . , xn گويیم باشد.

باشد. نداشته تعلق ZR(M/(x1, x2, . . . , xi−1)M) به xi عضو

.(x1, x2, . . . , xi−1)M = 0 مͬ�دهیم، قرار ،i = 1 اگر قرارداد برحسب

منظم M-رشته ͷی را x1, x2, . . . , xn آن�گاه ،(x1, x2, . . . , xn)M ̸= M اگر به�علاوه،

مͬ�نامیم. M-رشته ͷی اختصار به یا

گوییم باشد. نامنفͬ صحیح عدد ͷی n و R-مدول ͷیM کنید فرض .۴.١.١ تعریف



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به دقیق رشته�ی ͷی هرگاه pdRM ≤ n مͬ�نویسیم و است n حداكثر M پروژكتیو بعد

صورت

(>) : 0 −→ Pn −→ Pn−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0

پروژكتیو تحلیل طول را n هستند. پروژكتیو R-مدول�های Piها به�طوری�كه باشد موجود

pdRM علامت با و Mمͬ�نامیم پروژكتیو بعد را هایی n چنین كوچͺترین مͬ�نامیم. (>)

مͬ�دهیم. نشان

برابر را R حلقه�ی بعد .۵.١.١ تعریف

sup{0 ≤ n ∈ Z | باشد داشته وجود R اول ایده�آل�های از n طول به زنجیر ͷی}

را آن این�صورت غیر در باشد. موجود بالا سوپریمم این�كه بر مشروط مͬ�كنیم، تعریف

مͬ�دهیم. نشان dimR علامت با را R بعد مͬ�كنیم. ∞تعریف

نشان dimM علامت با Mرا بعد باشد. R-مدول ͷیM كنید فرض .۶.١.١ تعریف

مͬ�كنیم: تعریف و داده

dimM = sup


�به�صورت Supp(M)در اول ایده�آل�های از زنجیر ͷی

0 ≤ n ∈ Z
∣∣∣ p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn = p

است موجود

 .

. dimM =∞ مͬ�كنیم تعریف نباشد، موجود سوپریمم اگر



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هرگاه مͬ�نامند، منظم را (R,m) نوتری و موضعͬ حلقه�ی .٧.١.١ تعریف

dimR = dimR/m m/m2.

زير عبارات اين�صورت در بͽيريد. نظر در را R نوتر�ی و موضعͬ حلقه�ی .٨.١.١ قضیه

معادلند:

است. منظم R (i)

.pdRM <∞ ،M مانند مولد متناهͬ R-مدول هر برا�ی (ii)

شود. مراجعه ٢.٢.٧ قضیه�ی [٩] به برهان.

تعریف و داده نشان htpعلامت با را pبلند�ی .p ∈ Spec(R) فرضكنید تعریف٩.١.١.

مͬ�كنیم:

htp = sup


�به�صورت R اول ایده�آل�های از زنجیر ͷی

0 ≤ n ∈ Z
∣∣∣ p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn = p

است موجود

 .

.htp =∞ مͬ�كنیم تعریف نباشد موجود سوپریمم اگر

htI علامت با را I بلندی باشد. R واقعͬ ایده�آل ͷی I كنید فرض .١٠.١.١ تعریف

به�صورت و داده نشان

htI = min{htp | p ⊇ I, p ∈ Spec(R)}

مͬ�كنیم. تعریف



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گوييم باشد. حلقه�ای همومورفيسم ͷي φ : R −→ R′ كنيد فرض .١١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زير شرايط هرگاه است برقرار φ برای رو پايين قضيه�ی

به�طوری�كه p′ ∈ Spec(R′) هر برای و q ⊂ q′ شرط با q, q′ ∈ Spec(R) هر برای

.p ⊂ p′ و pc = q كه باشد موجود چنان p مانند R′ از اولͬ ايده�آل ،p′c = q′

باشد. نوتری حلقه�های از همومورفيسمͬ φ : R −→ R′ كنيد فرض .١٢.١.١ قضیه

اين�صورت در .q = φ−1(p) و p ∈ Spec(R′) كنيد فرض

.htp ≤ htq+ ht(p/qR′) (i)

آن�گاه باشد، برقرار رو پایین قضیه�ی و برو Spec(R′) −→ Spec(R) تابع اگر به�علاوه (ii)

.htI = htIR′ ،R از I ایده�آل هر برای هم�چنین . dimR′ ≥ dimR

شود. رجوع ٧٩ صفحه�ی [١۵] به برهان.

در باشد. يͺدست همومورفيسم ͷي φ : R −→ R′ كنيد فرض .١٣.١.١ قضیه

است. برقرار φ برای رو پايين قضيه�ی اين�صورت

شود. مراجعه ٣٣ صفحه�ی [١۵] به برهان.

تعريف ،M R-مدول هر ازای به باشد. R ایده�آل ͷی a كنید فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�كنیم:

Γa(M) = {x ∈M | ∃n ∈ N, anx = 0}.



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

M زیرمدول ͷی Γa(M) كه شود مͬ دیده آسانͬ به .Γa(M) = ∪∞
n=1(0 :M an) واقع در

آن�گاه باشد، R-همومورفیسم ͷی f : M −→ N اگر كه است بدیهͬ هم�چنین است.

بنابراین .f |Γa(M) : Γa(M) −→ Γa(N) لذا .f(Γa(M)) ⊆ Γa(N)

Γa(.) : C(R) −→ C(R)

∀M ∈ C(R),Γa(M) = ∪∞
n=1(0 :M an)

∀f : M −→ N,Γa(f) : Γa(M) −→ Γa(N)

Γa(f) = f |Γa(M).

ͷی g : N −→ L اگر حال است.) R-همومورفیسم�ها و R-مدولها کاتگوری C(R))

.Γa(idM) = idΓa(M) و Γa(gof) = Γa(g)oΓa(f) آن�گاه باشد، دیͽر R-همومورفیسم

Γa(−) كه مͬ�شود دیده به�راحتͬ به�علاوه است. همورد فانكتور ͷی Γa(−) بنابراین

با را فانكتور این راست شده�ی مشتق فانكتور n-امین هست. نیز جمعͬ فانكتور ͷی

كوهمولوژیموضعͬ فانكتور n-امین Hnرا
a (−) مͬ�دهیم. Hnنشان

a (−)(n ≥ علامت(0

موضعͬ كوهمولوژی مدول n-امین به كه ،Hn
a (M) = Hn(Γa(EM)) پس مͬ�نامیم.

Mاست.) مدول محذوف انژكتیو تحلیل ͷی EM) است. معروف

مانند حلقه�ای همومورفیسم ͷی اگر گویند R-جبر را S حلقه�ی � .١۵.١.١ تعریف



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد. موجود f : R −→ S

ماكسیمال را R از I ایده�آل ͷی در x1, . . . , xn ضعیف M-رشته�ی .١۶.١.١ تعریف

به�عبارت نباشد. ضعیف M-رشته�ی ͷی x1, . . . , xn, b ، b ∈ I هر به�ازای هر�گاه نامند،

.I ⊆ ZR(M/(x1, . . . , xn)M) معادل

Rباشد. ایده�آل ͷی I و نوتری Rیͷحلقه�ی فرضكنید ریس). (قضیه�ی ١٧.١.١ قضیه

تمام طول این�صورت در بͽیرید. نظر در IM ̸= M شرط با Mرا مولد متناهͬ R-مدول

طبیعͬ عدد كوچͺترین با برابر و است مساوی و متناهͬ I در ماكسیمال M-رشته�های

.ExtnR(R/I,M) ̸= 0 كه است n مانند

شود. رجوع ١.٢.۵ قضیه�ی [٩] به برهان.

ماكسیمال M-رشته�های مشترکهمه�ی طول فوق، مفروضاتقضیه�ی با تعریف١٨.١.١.

IM = M اگر مͬ�دهیم. نشان grade(I,M)علامت با و Mنامیده روی I درجه�ی را I در

موضعͬ حلقه�ی (R,m) در�صورتͬ�كه مͬ�كنيم. تعريف ∞ را M روی I درجه�ی آن�گاه

مͬ�دهیم. نشان depthM علامت با Mرا روی m درجه�ی باشد،

R-مدول دو N و M و R نوتر�ی حلقه��ی از ايده�آل ͷي I كنيد فرض .١٩.١.١ گزاره



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آن�گاه ،Supp(N) = V (I) اگر باشند. مولد متناهͬ

grade(I,M) = inf{n ∈ Z | ExtnR(N,M) ̸= 0}.

شود. رجوع ١.٢.١٠ گزاره��ی [٩] به برهان.

متناهͬ MیRͷ-مدول ̸= 0 و نوتری و موضعͬ حلقه�ی R فرضكنید .٢٠.١.١ نتیجه

.depthM ≤ dimM این�صورت در باشد. مولد

شود. رجوع نتیجه�ی٩.٢.٢٣ [١٢] به برهان.

R-مدول ͷی M و نوتری و موضعͬ حلقه�ی (R,m, k) كنید فرض .٢١.١.١ تعریف

یا M ̸= 0 و depthM = dimM اگر گویند كوهن-مͺالͬ را M باشد. مولد متناهͬ

كوهن-مͺالͬ حلقه�ی را R آن�گاه باشد، كوهن-مͺالͬ R-مدول به�عنوان R اگر .M = 0

گويند.

ایده�آل هر برای باشد. موضعͬ كوهن-مͺالͬ حلقه�ی (R,m) فرضكنید .٢٢.١.١ قضیه

داریم: I مانند آن از سره

htI + dimR/I = dimR و htI = grade(I, R).

شود. رجوع ١٧.۴ قضیه�ی [١۵] به برهان.
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ͷی 0 ̸= M و نوترى و موضعͬ حلقه�ی ͷی (R,m) كنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

تعمیم كوهن-مͺالͬ R-مدول را M باشد. dimM = n با مولد متناهͬ R-مدول

باشد. مولد متناهͬ H i
m(M) ،i ̸= n هر ازای به هرگاه گویند یافته

است. كوهن-مͺالͬ R مانند آرتینͬ حلقه�ی هر .٢۴.١.١ نتیجه

شود. رجوع ١٧.١١ قضیه�ی [١٨] به برهان.

بͽيريد. نظر در Mرا ′R-مدول و f : R −→ R′ حلقه�ای همومورفیسم .٢۵.١.١ قضیه

هر برای كه است این باشد یͺدست R-مدول ͷی M این�كه برای كافͬ و لازم شرط

.q = p ∩R(= f−1(p)) آن در كه باشد، یͺدست Rq روی Mp ،R′ از p اول ایده�آل

شود. رجوع ٧.١ قضیه�ی [١۶] به برهان.

.dimR = 0 و بوده نوتری R اگر فقط و اگر است آرتینͬ R حلقه�ی .٢۶.١.١ قضیه

شود. رجوع ٨.۵ قضیه�ی [۵] به برهان.

باشد. m ماكسیمال ایده�آل تنها با موضعͬ و نوتری حلقه�ی R فرضكنید .٢٧.١.١ قضیه

است. برقرار زیر گزاره�های از ͬͺی دقیقا این�صورت در

∀ n, mn ̸= mn+1 (i)

است. آرتينͬ R حلقه�ی حالت این در كه ∃ n, mn = 0 (ii)
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شود. رجوع ٨.۶ قضیه�ی [۵] به برهان.

و نوتریRبوده حلقه�ی یͷایده�آل I فرضكنید اشتراکكرول). ٢٨.١.١(قضیه�ی نتیجه

.
∩∞

n=1 I
n = 0 این�صورت در Rاست. جاکوبسون رادیͺال J(R) آن در که ،I ⊆ J(R)

شود. رجوع ٨.٢۵ قضیه�ی [١٨] به برهان.

است. كوهن-مͺالͬ حلقه�ی منظم، و موضعͬ حلقه�ی هر .٢٩.١.١ قضیه

شود. رجوع ١٧.٨ قضیه�ی [١۶] به برهان.

{x1, . . . , xn} ⊆ R و R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R كنید فرض .٣٠.١.١ گزاره

همومورفیسم ͷی φ : R −→ S کنید فرض هم�چنین باشد. ضعیف M-رشته�ی ͷی

این�صورت در است. یͺدست R-مدول به�عنوان که باشد S-مدول ͷی N و حلقه�ای

ضعیف M)-رشته�های ⊗R N) ،{φ(x1), . . . , φ(xn)} ⊆ S و {x1, . . . , xn} ⊆ R

و {φ(x1), . . . , φ(xn)} آن�گاه ،(x1, . . . , xn)(M ⊗R N) ̸= (M ⊗R N) اگر و هستند

هستند. M)-رشته ⊗R N) ،{x1, . . . , xn}

شود. رجوع ١.١.٢ گزاره��ی [٩] به برهان.

و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) فرضکنید .(ͷگروتندی نشدن صفر (قضیه ٣١.١.١ قضیه

.Hn
m(M) ̸= این�صورت0 در باشد. n بعد با مولد متناهͬ MیRͷ-مدول ̸= 0 و نوتری
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شود. رجوع ۶.١.۴ قضیه�ی [٨] به برهان.

M نوتری، حلقه�ی ͷی R کنید فرض .(ͷگروتندی صفرشدن (قضیه ٣٢.١.١ قضیه

داریم، i > dimM هر ازای به این�صورت در باشد. R از ایده�آلͬ I و R-مدول ͷی

.H i
I(M) = 0

شود. رجوع ۶.١.٢ قضیه�ی [٨] به برهان.

MیRͷ-مدول ̸= 0 و نوتری و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) فرضکنید .٣٣.١.١ نتیجه

نيست. مولد متناهͬ Hn
m(M) این�صورت در . dimM = n > 0 كه باشد مولد متناهͬ

شود. رجوع نتيجه�ی٧.٣.٣ [٨] به برهان.

همومورفيسم ͷي (يعنͬ باشد يͺدست R-جبر ͷي R′ كنيد فرض .٣۴.١.١ تبصره

است). يͺدست R-مدول عنوان به R′ به�طوری�كه دارد وجود f : R −→ R′ مانند

معادلند: زير عبارات اين�صورت در

.Iec = I ،R از I ايده�آل هر برا�ی (i)

است. برو Spec(R′) −→ Spec(R) تابع (ii)

.me ̸= (1) داريم، R از m ماكسيمال ايده�آل هر برا�ی (iii)

.MR′ = R′ ⊗R M آن در كه MR′ ̸= 0 آن�گاه باشد، ناصفر R-مدول ͷي M اگر (iv)
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ͷي به ͷي f(x) = 1⊗ x ضابطه�ى با f : M −→MR′ تابع ،M R-مدول هر براى (v)

است.

شود. رجوع ١۶ تمرين [۵] به برهان.

ͷی f : R −→ R′ و موضعͬ حلقه�های (R′,m) و (R, n) کنید فرض .٣۵.١.١ تعریف

گویند. موضعͬ همومورفیسم را f آن�گاه ،f(m) ⊆ n اگر باشد. حلقه�ای همومورفیسم

ͷيM و نوتری و موضعͬ حلقه�های (R′, n, k′) و (R,m, k) فرضكنيد .٣۶.١.١ قضیه

φ : R −→ R′ فرضکنید باشد. مولد متناهͬ ′R-مدول ͷيN و مولد متناهͬ R-مدول

آن�گاه باشد، یͺدست R-مدول عنوان به N اگر باشد. موضعͬ همومورفیسم ͷي

depthR′(M ⊗R N) = depthRM + depthR′(N/mN).

شود. رجوع [١۶] ٢٣.٣ قضیه�ی� به برهان.

φ : R −→ R′ و نوتری و موضعͬ (R′, n, k′) و (R,m, k) کنید فرض .٣٧.١.١ نتیجه

آن�گاه باشد، یͺدست R-مدول عنوان به R′ اگر باشند. موضعͬ همومورفیسم

depthR′ = depthR + depthF

.F = R′/mR′ آن در كه


