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������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� P (z) = a	 + a�z + . . .+ anz
n ��� ?#?#?# ���!"

a	, a�, . . . , an ∈ R, (an �= 	)

��� ������ �	���� ����� �� ���� 	�� �� �� P (z)  �!"#
a	, a�, . . . , an ∈ C,

� 	���� $�%&' �� ���� 	�� �� �� P (z)  �!"#

r (�)
 * z	 +,�' �� �%-� �-� .��/��� � 0 	
�� ����� 	1 �� r > 	 * z	 ∈ C 	��, 2�3 ?.?#?# ���!"
� 4��, �' 5��)6 ��� .��7 �� *  � 8���" B(z	, r) ��" �� ��

B(z	, r) = {z ∈ C ; |z − z	| ≤ r}.

� 	
�� ��9: ;%<' z	 �!��-�� �� � f  �� �� �
 �' �%=� ����>6 z = z	 ���" � f(z) ?��6 ?$?#?# ���!"

� 4�� �' 8���" D �� @A��)' ��"# * 4���� �' B�	�' �� �� 	�C�� ��� �1��D' �� ?@?#?# ���!"

� 	
�� ��9: ;%<' B�	�' ��� E��" F��6 � ��� 4���� ����>6 B�	�' �� � �� f(z) ?��6 ?9?#?# ���!"

���A ��	 ��  ���+, .?#
� �� �<�� �� GH�	�0 n ��� �� I��J ��K �� ���� 	�� �� L M �C� �N�N� ��OH P ?#?.?# ��+,

� 	�%-�" +���%' @�'*+Q �, �� �<�� n @���H n ��� �� I��J ��K �� ���� 	�� �� ?.?.?# �B�(*

�� �<�� �� z	 �= 	 ��� � Q(z) = znP (
�

z
) * P (z) = anz

n + . . . + a�z + a	 	��, 2�3 ?$?.?# ��+,
� M 	"� ����H 	��*  ��� �� IC-" Q * P ��� �<�� P 	
�� �' Q(z) �<�� �� �

z	
 �!"# 	
�� P (z)

z �� ���� * 	�
�� ����>6 C �%-�  �N 4R �*� �� * B*� g(z) * f(z) ?���6 ��� M E �
*� ��OH P ?@?.?# ��+,
� 	�%-� ����� 4� �� C B*� f(z) + g(z) * f(z) ?���6 ����=7 �	)6  �!"# 0 |g(z)| < |f(z)| 0 C �*� ��

	"��6 ��" D � ����+,�' |f(z)|  �!"# 0 	
�� ����>6 D B�	�' � f(z) ?��6 ��� M 4��+,�' G7� P ?9?.?# ��+,
� 	
�� I��J f(z) ?��6 ����� �!' 	�, ���%R�

E������
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 �!"# 0 f(z) �= 	 0 D � z �� ���� * 	
�� ����>6 D B�	�' � f(z) ?��6 ��� M 4����' G7� P ?8?.?# ��+,
� 	
�� I��J f(z) ?��6 ����� �!' 	�, ���%R� 	"��6 ��" D � ������' |f(z)|

������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� P (z) =
∑n

j=	 ajz
j ��� M H ���, S F*�%-"� ��OH P ?�?.?# ��+,

a	 ≥ a� ≥ . . . ≥ an−� ≥ an > 	,

� 	"�� ���H 	��*  ��� �� T��R P (z) ��� �<�� ���  �!"#

���� i Q ������
f(z) = (�− z)P (z)

= a	 + (a� − a	)z + . . .+ (an − an−�)z
n − anz

n+�

��
|f(z)| = |a	 + (a� − a	)z + . . .+ (an − an−�)z

n − anz
n+�|

≥ a	 − [(a	 − a�) |z|+ . . .+ (an−� − an) |z|n + an |z|n+�]

|z| < � � � *��  ���� � ak − ak+� ≥ 	 &.�
|f(z)| > a	 − [(a	 − a�) + . . .+ (an−� − an) + an] = 	

� _$� �� � � G,� ]'� ����� �� � �<�7 � ��� �� R��0 j P (z) *�� ���� k f(z) �+ �
�� ��+ �D8

� ��� �	 _$��  �� ��%� P (
�

z
) � ���� ��� � � ��,� > A7 5)�� ��%� &� � ��� �� ��

������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� P (z) =
∑n

j=	 ajz
j ��� ?�?.?# ��+,

an ≥ an−� ≥ ... ≥ a� ≥ a	 > 	,

� 	"�� ���H |z| ≤ �  ��� � P (z) ��� �<�� ���  �!"#
H�	�
��� �������
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4�
�� �%
� |z| < R � ��� � f(	) = 	 * 	
�� ����>6 |z| < R � f(z) 	��, 2�3 M I U6���
 4Q P ?�?.?# ��
.|f(z)| ≤ r

R
M 4��� |z| = r < R ����  �!"# 0 |f(z)| ≤ M

4�
�� �%
� (j = 	,�, . . . , n) aj ∈ C 0 α, β ∈ R ���� ��� ?#C?.?# ��
|argaj − β| ≤ α ≤ π

�
,

j = �,�, . . . , n * t > 	 ����  �!"#
|taj − aj−�| ≤ |t|aj| − |aj−�| | cosα + ( t|aj|+ |aj−�| ) sinα.

� �.� �9�� 	 l EJ m �� ������

α, β ∈ R ���� ������� 0 |z| ≥ |z′| 4�
�� �%
� z, z′ ∈ C ���� ��� ?##?.?# ��

|argz� − β| ≤ α ≤ π

�
, z� ∈ {z, z′}

 �!"#0
|z − z′| ≤ ( |z| − |z′| ) cosα + ( |z|+ |z′| ) sinα.

� �.� �9�� 	 l EJ m �� ������

I�������
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n ���� �� ����< �=�� ������� � � �� A7 5)�� ��%� G��91 "W7� XL� �� � _$� ��� ;�,
1 XL� 7� �� ;/Q *��

� G�+� �	 �� � �98�:	 ��.	 n ���� �� K�5L	 �=�� ������� � � A7� XL� �� 7

D���E ����� ��-/ �01 ���4 ��%� & '�()*� ��+, ��-!" #?.
�� � _��U ��  �� ��%� &�.1 �	 �5<� � A7 5)�� ��%� �� ���V5$� ��

t > 	 ���� ������� 	
�� n ��� �� �� ����	�� �� P (z) =
∑n

j=	 ajz
j 	��, 2�3 ?#?#?. ��+,

ant
n ≥ an−�t

n−� ≥ . . . ≥ a�t ≥ a	 > 	,

� 	"�� ���H |z| ≤ t � p(z) ��� �<�� ���  �!"#
��.�� T�#U� 7 &��� ��  �� ��%� H 6�62 " E 61��.� G8 �� � ���� &�.�2 ��

���� ��� � 	
�� n ��� �� ICV' ����� �� ����	�� �� P (z) =
∑n

j=	 ajz
j 	��, 2�3 ?.?#?. ��+,

4�
�� �%
� t� > t� ≥ 	

art�t� + ar−�(t� − t�)− ar−� ≥ 	 , r = �,�, . . . , n+ � (a−� = an+� = 	),

�	"�� ���H |z| ≤ t� � p(z) ��� �<�� ���  �!"#
E�������
H����

EI
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� ���� �9�� 	 [�] �� ������

� ���� �	  �� T�./� A7 5)�� ��%� ��  ��� ����91

k ≥ � ���� ������� � 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = ∑n
j=	 ajz

j 	��, 2�3 ?$?#?. ��+,

kan ≥ an−� ≥ ... ≥ a� ≥ a	 > 	,

� p(z) ��� �<�� ���  �!"#
|z + k − �| ≤ k

� 	"�� ���H
� �.� �9�� 	 [�] �� ������

�	�# �' IN	� F*�%-"� ��OH 0 k = � W��� �� ?@?#?. �F�="

� G��� �	 &��� �� j I �E � H k ��%� �� ����91 &.���

	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = anz
n + an−�z

n−� + ... + a�z + a	 	��, 2�3 ?9?#?. ��+,
k ≥ � ���� �������

Max|z|=�|(kan − an−�) + (an−� − an−�)z + ...+ (a� − a	)z
n−� + a	z

n| ≤ M,

 ��� � p(z) ��� �<�� ���  �!"#
|z + k − �| ≤ M

|an| �	"�� ���H

� �.� �9�� 	 [�] �� ������

4��� |z| = � ����  �!"# 0 	
�� �%
� �� M X � Y � Z P ��OH $���
 p(z) ��� ?8?#?. �F�="

|(kan − an−�) + (an−� − an−�)z + ...+ (a� − a	)z
n−� + a	z

n|

≤ |(kan − an−�)|+ |(an−� − an−�)|+ ...+ |(a� − a	)|+ |a	|

= kan − an−� + an−� − an−� + ...+ a� − a	 + a	

= kan
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$���
 � �, p(z) �� ����	�� ��� �<�� F��6 �, �
 �' �D�%" MX � Y� ZP ��OH � M = kan ���� ��������
� 	"�� ���H |z + k − �| ≤ k � 	�, [	7 M X � Y � Z P

� �.� �	 ;[�< ;�n �b�5� jN� E � H k ��%� �� k =
an−�

an
&����� � ��

������� 0	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = ∑n
j=	 ajz

j 	��, 2�3 ?�?#?. �B�(*

Max|z|=�|(an−� − an−�)z + . . .+ a	z
n| ≤ M� , (an−� ≥ an),

 ��� � p(z) ��� �<�� ���  �!"#
|z + an−�

an
− �| ≤ M�

|an|
� 	"�� ���H

������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = ∑n
j=	 ajz

j ��� ?�?#?. �F�="

	 < an ≤ an−� ≥ ... ≥ a� ≥ a	 > 	, jE�Hk

 �!"#
M� = Max|z|=�|(an−� − an−�) + (an−� − an−�)z + ...+ (a� − a	)z

n−� + a	z
n|

≤ (an−� − an−�) + (an−� − an−�) + ...+ a	

= an−�

 ��� � 	�
�� �%
� �� MY�ZP E�
 �, p(z) ��� �<�� ��� �, I
� 4����R M \� Y � Z P �D�%" �� ��������

|z + an−�

an
− �| ≤ an−�

an

� 	"�� ���H
� G�+� �	 G��91  �� T�.[ �� �� jN � E � H k ��%� W�<

��� � 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = anz
n + an−�z

n−� + ...+ a�z + a	 	��, 2�3 ?�?#?. ��+,
4�
�� �%
� t > 	, k ≥ � ����
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Max
|z|=

�

t

|H(z)| ≤ M

�������
H(z) = {(tkan − an−�) + (tan−� − an−�)z + ...+ (ta� − a	)z

n−� + ta	z
n} ,

� p(z) ��� �<�� ���  �!"#
|z + t(k − �)| ≤ M

|an| �	"�� ���H
� G��� �	 T�#U� 7 &��� ��  �� ��%� " o.Q ��%� T�#U� �� ��

t > 	, k ≥ � ���� ������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = ∑n
j=	 ajz

j 	��, 2�3 ?#C?#?. ��+,

Max|z|=R|H(z)| ≤ M

*
H(z) = (ktan − an−�) + (tan−� − an−�)z + ...+ ta	z

n.

* 	"�� ���H |z + t(k − �)| ≤ M

|an|  ��� � p(z) ��� �<�� ���  �!"# 0 M ≥
[
kt+

(
�

R
− t

)]
|an| ���

���H |z| ≤ t(�k − �) +

(
�

R
− t

)
 ��� � p(z) ��� �<�� ���  �!"# 0 M <

[
kt+

(
�

R
− t

)]
|an| ���

� 	"��
* M] � Y � ZP ��� ��OH ^�6�%� MY_� Y� Z P * M ` �Y �Z P ��� ��OH � R =

�

t
* t = � ���� ?##?#?. �F�="

� �� �' G7�� M` �Y �ZP
�� ���  Y� �� ��  �� � ���� ��� ������

F (z) = (t− z)P (z)

= −anz
n+� + (tan − an−�)z

n + (tan−� − an−�)z
n−� + ...+ (ta� − a	)z + ta	

�Q 4 ��G(z) = zn+�F

(
�

z

)

= −an + (tan − an−�)z + (tan−� − an−�)z
� + ...+ ta	z

n+�

= −an + tanz − ktanz + (ktan − an−�)z + (tan−� − an−�) + ...+ ta	z
n+�

= −an + tanz − ktanz + zH(z).
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��
|G(z)| ≥ |an||t(k − �)z + �| − |z||H(z)|. jH�Hk

;[� �� ��� �b�5� �� " _$� ����f1 |z| ≤ R �� H(z) �� �b�� �� 7 |H(z)| ≤ M " |z| = R � � *��q�+
_��� G�+�.0 j H>H k �� ]' .|H(z)| ≤ M G���� |z| ≤ R �� G��6��	

|G(z)| ≥ |an||t(k − �)z + �| − |z|M jI�Hk

 !� _$� _#d	 j I �H k �:���
M

an
|z| < |t(k − �)z + �|

.|G(z)| > 	 " E = {z; M

|an| |z| < |t(k − �)z + �|} �,��.:� z ∈ E � � |z| ≤ R �� *�� ����

����� " w ∈ E 7 M ≥
(
kt+

(
�

R
− t

))
|an| ���� i Q W�<

M

|an| |w| < |t(k − �)w + �|

< t(k − �)|w|+ �

��
{

M

|an| − t(k − �)

}
|w| < �

����� z ∈ E  !� " |z| ≤ R � � �� G���� �	 .|w| ≤ R ����� " |an| ≤ MR − t(k − �)|an|R  !� ]'
]' |G(z)| > 	

M

an
|z| < |t(k − �)z + �|

�� G(z) �+ �
�� ��+ *�� ����
M

|an| |z| ≥ |t(k − �)z + �|

�� P (z) �+ �
�� A��1 �,��� �� 7 ����� �� �
|z + t(k − �)| ≤ M

|an|
G��� �	 i Q &.��� � ����� �� �
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M <

(
Rt(k − �) + �

R

)
|an|

G���� |z| ≤ R � �

|G(z)| = | − an + (tan − ktan)z + zH(z)|

≥ |an| − |z|
{
(t(k − �) +

M

|an|
}
|an|

≥ |an|
{
�− |z|

(
t(k − �) +

(
�

R
− t

)
+ kt

)}
> 	

 !�|z| < �

t(�k − �) +

(
�

R
− t

)

;0�� �� G(z) �+ �
�� ��+ ]'

|z| ≥ �

t(�k − �) +

(
�

R
− t

)

� ��� �� P (z) �+ �
�� ��+ �b�5� �� 7 ����� �� �

|z| ≤ t(�k − �) +

(
�

R
− t

)

� �.� �	 ;	�� T�#U� 7 ����� �� �

G�(H� ����� ��-/ �01 ���4 ��%� & '�()*� ��+, ��-!" .?.
� G��� �	 T�#U� 7 &��� ��  �� ��%� " n ���� �� K�5L	 �=�� ������� � � j H � E � H k ��%� �� ����91 &�.�2 ��

0 j = 	,�, . . . , n ���� ������� 	
�� n ��� �� �� ���� 	�� �� p(z) = ∑n
j=	 ajz

j 	��, 2�3 ?#?.?. ��+,
4�
�� �%
� r = �,�, . . . , n 0 t� > t� ≥ 	 ���� ��� .αj, βj ∈ R * aj = αj + iβj

αrt�t� + αr−�(t� − t�)− αr−� ≥ 	

*
βrt�t� + βr−�(t� − t�)− βr−� ≥ 	

k = k� + ik�, r = n+ � ���� *
(αn + k�)(t� − t�)− αn−� ≥ 	

*
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(βn + k�)(t� − t�)− βn−� ≥ 	,

� p(z) ��� �<�� ���  �!"#

|z + k(t� − t�)

an
| ≤ R

�, ��-H �� 	"�� ���H

R =
�

|an|{[(αn + k�) + (βn + k�)](t� − t�) + (αn + βn)t�

− (α� + β�)
t�

tn−�
�

− (α	 + β	)
�

tn−�
�

+ (|α�t�t� + α	(t� − t�)|

+ |β�t�t� + β	(t� − t�)|) �
tn�

+ (|α	|+ |β	|) t�
tn�
}.

i V� ������
F (z) = (t� + z)(t� − z)p(z)

= −anz
n+� + (an(t� − t�)− an−�)z

n+� + (ant�t� + an−�(t� − t�)− an−�)z
n + ...

+ (a�t�t� + a�(t� − t�)− a	)z
� + (a�t�t� + a	(t� − t�))z + a	t�t�

= −anz
n+� − k(t� − t�)z

n+� + ((k + an)(t� − t�)− an−�)z
n+�

+ (ant�t� + an−�(t� − t�)− an−�)z
n + ...+ (a�t�t� + a�(t� − t�)− a	)z

�

+ (a�t�t� + a	(t� − t�))z + a	t�t�

= −anz
n+� − k(t� − t�)z

n+� + ((k� + αn)(t� − t�)− αn−�)z
n+�

+ (αnt�t� + αn−�(t� − t�)− αn−�)z
n + ...+ (α�t�t� + α�(t� − t�)− α	)z

�

+ (α�t�t� + α	(t� − t�))z + α	t�t� + i[((k� + βn)(t� − t�)− βn−�)z
n+�

+ (βnt�t� + βn−�(t� − t�)− βn−�)z
n + ...+ (β�t�t� + β�(t� − t�)− β	)z

�

+ (β�t�t� + β	(t� − t�))z + β	t�t�].

*�� ����
|F (z)| ≥ |an||z|n+�|z + k(t� − t�)

an
| − |(k� + αn)(t� − t�)− αn−�||z|n+�
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− |αnt�t� + αn−�(t� − t�)− αn−�||z|n − ...− |α�t�t� + α�(t� − t�)− α	||z|�

− |α�t�t� + α	(t� − t�)||z| − |α	t�t�| − [|(k� + βn)(t� − t�)− βn−�||z|n+�

+ |βnt�t� + βn−�(t� − t�)− βn−�||z|n + ...+ |β�t�t� + β�(t� − t�)− β	||z|�

+ |β�t�t� + β	(t� − t�)||z|+ |β	t�t�|].

= |z|n+�{|z + k(t� − t�)

an
||an| − (|(k� + αn)(t� − t�)− αn−�|+ |(k� + βn)(t� − t�)− βn−�|)

− (|αnt�t� + αn−�(t� − t�)− αn−�|+ |βnt�t� + βn−�(t� − t�)− βn−�|) �|z| − . . .

− (|α�t�t� + α�(t� − t�)− α	|+ |β�t�t� + β�(t� − t�)− β	|) �

|z|n−�

− (|α�t�t� − α	(t� − t�)|+ |β�t�t� + β	(t� − t�)|) �

|z|n

− (|α	t�t�|+ |β	t�t�|) �

|z|n+�

G���� |z| > t� � �
|F (z)| ≥ |z|n+�{|z + k(t� − t�)

an
||an| − (|(k� + αn)(t� − t�)− αn−�|+ |(k� + βn)(t� − t�)− βn−�|)

− (|αnt�t� + αn−�(t� − t�)− αn−�|+ |βnt�t� + βn−�(t� − t�)− βn−�|) �

|t�| − . . .

− (|α�t�t� + α�(t� − t�)− α	|+ |β�t�t� + β�(t� − t�)− β	|) �

|t�|n−�

− (|α�t�t� + α	(t� − t�)|+ |β�t�t� + β	(t� − t�)|) �

|t�|n − (|α	t�t�|+ |β	t�t�|) �

|t�|n+�
} > 	

��%� T��@ Q �� ��.1 ��
|z + k(t� − t�)

an
||an| > (k� + αn)(t� − t�) + (k� + βn)(t� − t�) + αnt� + βnt�

−α�
t�

tn−�
�

− β�
t�

tn−�
�

− α	

tn−�
�

− β	

tn−�
�

+ (|α�t�t� + α	(t� − t�)|

+|β�t�t� + β	(t� − t�)|) �
tn�

+ |α	| t�
tn�

+ |β	| t�
tn�

 !� |F (z)| > 	 " |z| > t� � � �b�5� �� 7


