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چͺیده

نͽاشت�های برای را ثابت نقطه یͺتایͬ و وجود و پرداخته جزئͬ ͷمتری فضای معرفͬ به پایان�نامه این در

همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ تعمیم�یافته انقباض و تعمیم�یافته ضعیف φ-انقباض تعمیم�یافته، ضعیف انقباضͬ

برای را مشترک ثابت نقطه وجود و داده ارائه جزئͬ ͷمتری فضای در را g-تقریبͬ چندمقداری نͽاشت�های

مͬ�کنیم. اثبات مرتب جزئͬ ͷمتری فضای در مͬ�کند، صدق تعمیم�یافته انقباض شرایط در که نͽاشت�ها این

نͽاشت تعدادی برای را ثابت نقاط وجود شرایط و کرده مطرح را جزئͬ هاوسدرف متر ͷی مفهوم به�علاوه

مͬ�کنیم. بررسͬ چندمقداری غیرخطͬ

فضای تعمیم�یافته، انقباضضعیف مشترک، ثابت نقطه جزئͬ، ͷمتری فضای ثابت، نقطه کلیدی: کلمات

جزئͬ. هاوسدرف متر چندمقداری، نͽاشت مرتب، جزئͬ ͷمتری
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پیشͽفتار

یͺتایͬ و وجود تا شد به�کاربرده که بود روشͬ تنها شاید و اصلͬ ابزار باناخ، انقباض اصل ١٩۶٨ سال تا

دو برای و چندمقداری نͽاشت�های از تعمیم�یافته انقباض�های برای اصل این سپس کند. اثبات را ثابت نقاط

.[١١] شد داده توسعه بود، چندمقداری دیͽری و ت�ͷمقداری ͬͺی که نͽاشت

،١٩٩٧ سال در همͺارانش و ١ آلبر توسط ابتدا که است باناخ انقباض اصل از تعمیمͬ انقباضضعیف اصل

اصل این سپس کردند. اثبات را ثابت نقاط وجود و تعریف هیلبرت فضای در ت�ͷمقداری نͽاشت�های برای

فضای هر برای مولفان این نتایج اکثر که داد نشان او و شد داده توسعه ͷمتری فضاهای به روآدیس٢ توسط

.[٢٠] است درست باناخ

تابع آن�را و کردند آغاز ͷمتری فضاهای ثابت نقطه نظریه در را کنترلͬ تابع ͷی از استفاده او همͺاران و ٣ خان

.[١١] نامیدند جای�گزین فاصله

اولین ۴ نادلر آمد. به�دست اصل این کاربردهای و گسترش تعمیم، از تنوعͬ انقباضباناخ، اصل پیدایش از بعد

انقباض�های برای توجهͬ جالب نتایج او کرد. ترکیب را انقباض�ها و چندمقداری نͽاشت�های که بود کسͬ

نظریه و محدب بهینه�سازی اقتصاد، در کاربردهایͬ چندمقداری نͽاشت�های تئوری کرد. اثبات چندمقداری

معادلاتعملͽر، جواب�های اثباتوجود در به�طورگسترده انقباضباناخ اصل دیͽر، طرف از دارد. بهینه کنترل

.[٩] دارد کاربرد انتͽرال معادلات و جزئͬ دیفرنسیل معادلات معمولͬ، دیفرانسیل معادلات جمله از

١Alber

٢Rhoades

٣Khan

۴Nadler

ت



شبͺه�های در را جزئͬ متر ͷی مفهوم ۵ ماتئوس نمونه، برای است. شده داده تعمیم متفاوتͬ اشͺال در اصل این

ریاضͬ مدل�های که بود این جزئͬ متر مفهوم طرح انͽیزه ͷی .[١۶ ،١۵] برد به�کار اطلاعات و داده جریان

.[٢] یابد تعمیم فضاها این به باناخ انقباض اصل و آید به�دست محاسبه و شمارش تئوری در مناسبͬ

فضاهای به را نادلر ثابت نقطه قضیه و مطرح�کردند را جزئͬ هاوسدرف متر ͷی ٨ وترو و ٧ عباس ،۶ آیدی

جزئͬ ͷمتری فضای روی چندمقداری نͽاشت�های برای ثابت نقطه تئوری سپس دادند. توسعه جزئͬ ͷمتری

.[٩] شد آغاز جزئͬ هاوسدرف متر از استفاده با

بیان بازی�ها نظریه مطالعه در چندمقداری نͽاشت�های برای را ثابت نقطه تئوری ٩ نیومن ون ١٩٣٧ سال در

در مͺرر به�طور و هستند مفید واقعاً کنترل نظریه در چندمقداری، نͽاشت�های برای ثابت نقطه قضایای کرد.

انقباضچندمقداری اصل تا برد به�کار را هاوسدرف متر مفهوم او رفته�اند. به�کار اقتصادی مسائل از بعضͬ حل

.[١] کند اثبات است، ویژه حالت ͷی عنوان به باناخ انقباض اصل شامل که را

١٢ شن و ١١ ͹هان آورد. به�دست آن�را کاربردهای برخͬ و کرد ثابت را ترکیبͬ ثابت نقطه قضایای ١٠ داگ

اثبات متریͷکامل یͷفضای در را تعمیم�یافته انقباضͬ چندمقداری عملͽرهای برای مشترک ثابت نقطه نتایج

.[١۴] کردند

داد. ارائه را بالایͬ و پایینͬ مقایسه�پذیر تقریبͬ مقادیر مقایسه�پذیر، تقریبͬ مقادیر تقریبͬ، مقادیر مفاهیم ͹هان

فضای ͷی در چندمقداری عملͽر ͷی از ثابت نقطه ͷی وجود اثبات برای مفیدی بسیار ابزار تعاریف، این

۵Matthews

۶Aydi

٧Abbas

٨Vetro

٩Von Neumann

١٠Dhage

١١Hong

١٢Shen

ث



و توسعه g خودنͽاشت�های از استفاده با را تعاریف این مفهوم ١٣ اردوران و عباس هستند. مرتب ͷمتری

مقایسه�پذیر g-تقریبͬ مقایسه�پذیر، g-تقریبͬ مفاهیم آنها دادند. ارائه را g-تقریبͬ چندمقداری نͽاشت�های

.[١۴] کردند معرفͬ نیز را پایینͬ مقایسه�پذیر g-تقریبͬ و بالایͬ

. مͬ�باشد فصل چهار شامل پایان�نامه این

مͬ�گردد. ارائه مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصول در که اولیه مفاهیم و تعاریف از برخͬ اول فصل در

فضای در انقباضͬ خودنͽاشت برای ثابت نقطه وجود و پرداخته جزئͬ ͷمتری فضای معرفͬ به دوم فصل در

مͬ�شود. اثبات جزئͬ ͷمتری

ضعیف φ-انقباض تعمیم�یافته، ضعیف انقباضͬ نͽاشت�های برای ثابت نقطه یͺتایͬ و وجود سوم فصل در

مͬ�گردد. بررسͬ تعمیم�یافته انقباض و تعمیم�یافته

صدق تعمیم�یافته انقباضͬ شرایط در که چندمقداری نͽاشت�های برای ثابتمشترک نقطه نتایج چهارم فصل در

مͬ�آید. به�دست جزئͬ ͷمتری فضای در مͬ�کند،

است. شده استخراج [٣] مرجع از مقاله این

١٣Erduran

ج



١ فصل

ومقدمات اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

مورد بعد فصل�های در که مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد را تعاریفͬ و مͬ�شویم آشنا جدید مفاهیم با فصل این در

گرفت. خواهد قرار استفاده

تعاریف ٢.١

را x ∈ X این�صورت در باشد X مجموعه�ی روی نͽاشت ͷی T : X −→ X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

باشد. T (x) = x اگر نامند، T ثابت نقطه�ی

بنابراین مͬ�دهیم. نمایش F (T ) یا Fix(T ) نماد با را T ثابت نقاط همه�ی مجموعه�ی

Fix(T ) = {x ∈ X : Tx = x} = F (T )

در باشد. F (T ) ̸= ∅ ثابت نقاط مجموعه با خودنͽاشت ͷی T : X −→ X کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

باشد. F (T n) = F (T ) ،n ∈ N هر ازای به اگر است P خاصیت دارای T این�صورت

١



ومقدمات اولیه مفاهیم

این�صورت در باشد. F (T ) ∩ F (S) ̸= ∅ با خودنͽاشت�هایͬ S, T : X −→ X فرض�کنید .٣.٢.١ تعریف

باشد. F (T n) ∩ F (Sn) = F (T ) ∩ F (S) ،n ∈ N هر ازای به اگر هستند Qخاصیت دارای T, S

دارای T, S این�صورت در باشد. Sx =
x

٣ و Tx = x٢ به�صورت S, T : X −→ X فرض�کنید .۴.٢.١ مثال

هستند. Qخاصیت

زیر شرایط در اگر مͬ�شود نامیده جای�گزین فاصله تابع ͷی ψ : [٠,∞) −→ [٠,∞) تابع .۵.٢.١ تعریف

کند: صدق

باشد. پیوسته و صعودی یͺنوای ψ (i

ψ(t) = ٠ ⇔ t = ٠ (ii

مͬ�شود. داده نشان Λ با جای�گزین فاصله توابع همه مجموعه

بسته کراندار، زیرمجموعه�های همه CB(X)خانواده�ی متریͷو یͷفضای (X, d) فرض�کنید تعریف٢.١.۶.

است T : X → CB(X) چندمقداری نͽاشت ثابت نقطه ͷی x ∈ X نقطه این�صورت در باشد. X ناتهͬ و

نامیده T, S : X → CB(X) نͽاشت�های مشترک ثابت نقطه ،x ∈ X عضو به�علاوه باشد. x ∈ Tx اگر

باشد. x ∈ Tx ∩ Sx اگر مͬ�شود

،x ∈ X نقطه باشد. T : X −→ CB(X) و g : X −→ X کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

باشد. gx ∈ Tx اگر است، (g, T ) زوج از انطباقͬ نقطه�ی ͷی : (i)

باشد. x = gx ∈ Tx اگر است، (g, T ) زوج از مشترک ثابت نقطه�ی ͷی : (ii)

زوج مشترک ثابت نقاط همه�ی مجموعه F (g, T ) و (g, T ) زوج انطباقͬ نقاط همه�ی مجموعه� C(g, T )

مͬ�کنند. مشخص را (g, T )

را، (f, T ) زوج باشد. fTx ∈ CB(X) و T : X −→ CB(X) ،f : X −→ X فرضکنید .٨.٢.١ تعریف

باشد. Tfx = fTx ،x ∈ X هر ازای به اگر نامیم، تعویض�پذیر .١

٢



ومقدمات اولیه مفاهیم

هنͽامͬ�که fTx = Tfx یعنͬ باشند، تعویض�پذیر انطباقͬ�شان نقاط در اگر گوییم، به�طورضعیفسازگار .٢

است. x ∈ C(f, T )

fTxباشد. ⊆ Tfx اگر نامیم x ∈ X در IT)-تعویض�پذیر ) .٣

را T : X −→ CB(X) و f : X −→ X باشد. معمولͬ متر با X = {٠,١} کنید فرض .٩.٢.١ مثال

کنید، تعریف زیر به�صورت

f(x) =


٠, x = ٠

١, x = ١
, T (x) =


{٠}, x = ٠

{٠,١}, x = ١

مͬ�باشد. IT-تعویض�پذیر صفر نقطه در و سازگار به�طورضعیف تعویض�پذیر، (f, T ) زوج

T-به�طورضعیف ،f : X −→ X نͽاشت باشد. T : X −→ CB(X) کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

.f٢x ∈ Tfx اگر مͬ�شود نامیده x ∈ X در تعویض�پذیر

اگر مͬ�شود نامیده منطبق خودتوان T : X −→ CB(X) به نسبت f : X −→ X نͽاشت .١١.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده منطبق خودتوانͬ نقطه�ی ͷی ،x نقطه (x)f٢باشد. = f(x) ،x ∈ C(f, T ) برای

نقطه در تعویض�پذیر T-به�طورضعیف ،f آن در که مͬ�دهیم ارائه را {f, T} هیبریدی زوج از مثالͬ اکنون

باشد. x ∈ C(f, T )

را T : X −→ CB(X) و f : X −→ X باشد. معمولͬ متر با X = [٠,∞) کنید فرض .١٢.٢.١ مثال

کنید تعریف زیر به�صورت

f(x) =


٠, ٠ ≤ x < ١

x+ ١, ١ ≤ x <∞
, T (x) =


{x}, ٠ ≤ x < ١

[١, x+ ٢ ], ١ ≤ x <∞

مͬ�باشد. تعویض�پذیر T-به�طورضعیف ،x = ٠ ∈ C(f, T ) نقطه در f که کرد مشاهده مͬ�توان آسانͬ به

٣
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به�صورت را T : X −→ CB(X) و f : X −→ X باشد. معمولͬ متر Xبا = R فرضکنید .١٣.٢.١ مثال

کنید تعریف زیر

f(x) =


−١, x ≤ ٠

−٢
x
, ٠ < x

, T (x) =


{x}, x ≤ −١

[x,١ ], −١ < x ≤ ١

[١, x ], ١ < x <∞

ثابت نقطه ͷی x = −١ نقطه همچنین مͬ�باشد. منطبق خودتوان T به نسبت f و C(f, T ) = {−١} که

.x = −١ = f(−١) ∈ T (−١) به�طوری�که است (f, T ) زوج مشترک

ترتیب رابطه�ی ͷی ≤ بنابراین باشد، X ناتهͬ مجموعه�ی روی رابطه ͷی ≤ کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

باشد. پادمتقارن و متعدی انعͺاسͬ، X روی ≤ رابطه اگر فقط و اگر مͬ�شود نامیده جزئͬ

باشد. a ≤ a ،a ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است انعͺاسͬ : (i)

.a, b ∈ X برای a = b دهد نتیجه b ≤ a و a ≤ b اگر تنها و اگر است پادمتقارن : (ii)

.a, b, c ∈ X برای a ≤ c دهد نتیجه b ≤ c و a ≤ b اگر تنها و اگر است متعدی : (iii)

مͬ�شود. نامیده جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی (X,≤)مرتب زوج

P (X) روی ⊆ شمول رابطه با ،X توانͬ مجموعه P (X) باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X اگر .١۵.٢.١ مثال

است. جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی

باشد داشته وجود ،x ∈ A هر برای اگر است A ≤١ B ،X از A,B زیرمجموعه دو برای .١۶.٢.١ تعریف

دهد. نتیجه را x ≤ y ،y ∈ B و x ∈ A هر اگر است A ≤ B و باشد x ≤ y به�طوری�که y ∈ B

اگر است. A ≤١ B این�صورت در باشد، B = [
١
٢ ,٣] و A = [٠,١] ،X = R کنید فرض .١٧.٢.١ مثال

مͬ�باشد. A ≤ B آنͽاه باشد B = [٢,٣] و A = [٠,١]

،x ∈ X و {xn} ⊆ X هر برای اگر مͬ�شود، نامیده پایینͬ نیم�پیوسته�ی f : X → R تابع (A تعریف١٨.٢.١.

.f(x) ≤ lim inf
n→∞

f(xn) باشیم داشته باشد، همͽرا xn → x که

۴
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xn → x که ،x ∈ X و {xn} ⊆ X هر برای اگر مͬ�شود، نامیده بالایͬ نیم�پیوسته�ی f : X → R تابع (B

.lim sup
n→∞

f(xn) ≤ f(x) باشیم داشته باشد، همͽرا

هستند. x٠ = ٠ نقطه�ی در بالایͬ نیم�پیوسته�ی زیر به�صورت تعریف�شده f, g توابع .١٩.٢.١ مثال

f(x) =


sin(

١
x
), x ̸= ٠

١, x = ٠
, g(x) =


−١, x < ٠

١, x ≥ ٠

مͬ�باشند. پایینͬ نیم�پیوسته�ی k, h توابع و

k(x) =


x

٢ , x ∈ [٠,١]
e١−x

٢ , x > ١
, h(x) =


٠, |x| ≥ ١

١, |x| < ١

کراندار، زیرمجموعه�های همه خانواده�ی CB(X) و ͷمتری فضای ͷی (X, d) فرض�کنید .٢٠.٢.١ تعریف

این�صورت: در باشد. X ناتهͬ و بسته

وجود k ∈ (٠,١) ثابت ،x, y ∈ X هر ازای به اگر است انقباض(باناخ) ͷی T : X → X نͽاشت (a

.d(Tx, Ty) ≤ k d(x, y) به�طوری�که باشد� داشته

x ∈ X هر برای باشد. d(x, y) =


x+ y, x ̸= y

٠, x = y

به�صورت متر Xبا = [٠,+∞) فرضکنید مثال:

است. d(Tx, Ty) ≤ ١
٢d(x, y)این�صورت در .k =

١
٢ و Tx =

x

٣ بͽیرید درنظر

x, y ∈ X هر ازای به اگر تنها و اگر است (X, d) در انقباضتعمیم�یافته ͷی T : X → X خودنͽاشت (b

صدق�کند. d(Tx, Ty) ≤ k m(x, y) شرط در k ∈ ثابت(٠,١) و

m(x, y) = max
{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)

٢
}

Tx =
x

٣ به�صورت T : X → X و d(x, y) = |x− y| اقلیدوسͬ متر با X = [١,∞) کنید فرض مثال:

داریم k =
١
٢ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد.

١
٣ |x− y| ≤ ١

٢ |x− y| ≤ k m(x, y)

۵
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است. تعمیم�یافته انقباض ͷی T نͽاشت بنابراین

شرط ،x, y ∈ X هر ازای به که ϕ-انقباضاست، یعنͬ آن غیرخطͬ نوع انقباض، شرط از دیͽری تعمیم (c

به�طوری�که است، راست از بالایͬ نیم�پیوسته ϕ : [٠,∞) → [٠,∞) و باشد برقرار d(Tx, Ty) ≤ ϕ(d(x, y))

مͬ�باشد. ϕ(t) < t ،t > ٠ هر برای

دهید. قرار را ϕ(t) = t

٢ ،k به�جای که تفاوت این با بͽیرید درنظر را (a) مثال مثال:

شرط x, y ∈ X هر ازای به اگر مͬ�شود، نامیده تعمیم�یافته یϕͷ-انقباض T : X → X خودنͽاشت (d

به�طوری�که است، پیوسته و غیرنزولͬ تابع ϕ : [٠,∞) → [٠,∞) که باشد برقرار d(Tx, Ty) ≤ ϕ(m(x, y))

باشد. ϕ(t) < t ،t > ٠ هر برای

دهید. قرار را ϕ(t) = t

٢ ،k به�جای که تفاوت این با بͽیرید درنظر را (b) مثال مثال:

پیوسته و غیرنزولͬ نͽاشت ͷی اگر مͬ�شود نامیده ضعیف ϕ-انقباض ،T : X → X خودنͽاشت (e

هر ازای به که باشد� داشته وجود t > ٠ هر برای ϕ(t) > ٠ و ϕ(٠) = ٠ شرط با ϕ : [٠,∞) → [٠,∞)

باشیم داشته ،x, y ∈ X

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ(d(x, y)). (١.١)

مͬ�شود. تبدیل باناخ انقباض به انقباضضعیف این باشد، ٠ < k < ١ که ϕ(t) = (١− k)t دهیم قرار اگر

راست از نیم�پیوسته پایین تابع ͷی ϕ اگر که صورت این به Φ-انقباضاست. از تعمیمͬ (١.١) رابطه انقباض

رابطه به (١.١) رابطه به�علاوه و مͬ�شود راست از نیم�پیوسته بالا تابع ͷی Φ(t) = t − ϕ(t) آنͽاه باشد،

مͬ�شود. تبدیل d(Tx, Ty) ≤ Φ(d(x, y)) یعنͬ Φ-انقباض

Tx =
x

٣ به�صورت T : X → X و d(x, y) = |x− y| اقلیدوسͬ متر با X = [١,∞) کنید فرض مثال:

داریم ϕ(t) = t

٣ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد.

١
٣ |x− y| ≤ ٢

٣ |x− y| = d(x, y)− ϕ(d(x, y))

است. ϕ-انقباضضعیف ،T خودنͽاشت بنابراین

۶
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نͽاشت ͷی اگر مͬ�شوند نامیده تعمیم�یافته ضعیف ϕ-انقباض�های ،T, S : X −→ X نͽاشت�های (f

هر ازای به که باشد� داشته وجود t > ٠ هر برای ϕ(t) > ٠ و ϕ(٠) = ٠ شرط با ϕ : [٠,∞) → [٠,∞)

باشیم داشته ،x, y ∈ X

d(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ(M(x, y)).

M(x, y) = max
{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Sy),

d(x, Sy) + d(y, Tx)

٢
}

که

،x ∈ [٠,١] هر برای باشد. d(x, y) = |x − y| اقلیدوسͬ متر با X = [٠,١] کنید فرض مثال:

و d(Tx, Sy) = ١
٣x

٢ این�صورت در بͽیرید. درنظر Sx = ٠ و Tx =
١
٣x

٢ به�صورت را T, S : X → X

M(x, y) = max
{
|x− y|, x− ١

٣x
٢, y,

١
٢
(
x+ |y − ١

٣x
٢|
)}

=


x− y, ٠ ≤ y ≤ ١

٣x
٢;

x− ١
٣x

٢,
١
٣x

٢ ≤ y ≤ x− ١
٣x

٢;

١
٢
(
x+ y − ١

٣x
٢), x− ١

٣x
٢ ≤ y.

است. برقرار x, y ∈ X هر ازای به d(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ(M(x, y)) رابطه�ی ϕ(t) = t٢

۶ برای

ثابت ،x, y ∈ X هر ازای به اگر است انقباضضعیف ͷی T : X → CB(X) چندمقداری نͽاشت (g

CB(X) روی هاوسدرف متر H شود. H(Tx, Ty) ≤ α N(x, y) به�طوری�که باشد� داشته وجود α ∈ [٠,١)

،A,B ∈ CB(X) هر ازای به یعنͬ، است، شده القا d توسط که مͬ�دهد نشان را

H(A,B) = max
{
sup
x∈A

d(x,B), sup
y∈B

d(y, A)
}

d(x,B) = inf
{
d(x, y) : y ∈ B

}
که

N(x, y) = max
{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)

٢
}

و

وجود k ∈ (٠,١) ثابت ،x, y ∈ X هر ازای به اگر است انقباض ͷی T : X → CB(X) نͽاشت (h

.H(Tx, Ty) ≤ k d(x, y) به�طوری�که باشد� داشته

٧
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به�صورت T : X → CB(X) و d(x, y) = |x − y| اقلیدوسͬ متر با X = [١,∞) کنید فرض مثال:

داریم k =
١
٢ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد. Tx = [١,√x+ ١]

H(Tx, Ty) = |
√
x−√

y| ≤ |
√
x−√

y|
|
√
x+

√
y|

٢
=

|x− y|
٢ =

١
٢d(x, y)

است. انقباض ͷی T چندمقداری نͽاشت بنابراین

به اگر مͬ�شوند نامیده تعمیم�یافته ضعیف انقباض�های T, S : X → CB(X) چندمقداری نͽاشت�های (i

.H(Tx, Sy) ≤ α M(x, y) به�طوری�که باشد� داشته وجود α ∈ ثابت(٠,١] ͷی ،x, y ∈ X هر ازای

به�صورت T, S : X → CB(X) و d(x, y) = |x− y| اقلیدوسͬ متر با X = [١,∞) کنید فرض مثال:

داریم α =
١
٢ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد. Tx = Sx = [١,

√
x

٢ + ٣]

H(Tx, Sy) =
١
٢ |

√
x−√

y| ≤ |x− y|
٢ =

١
٢d(x, y) ≤ αM(x, y)

هستند. تعمیم�یافته ضعیف انقباض�های T, S چندمقداری نͽاشت�های بنابراین

با ϕ : [٠,∞) → نͽاشت(∞,٠] اگر مͬ�شود نامیده ϕ-انقباضضعیف ،T : X → CB(X)اشتͽن (j

باشیم داشته ،x, y ∈ X هر ازای به که باشد� داشته وجود t > ٠ هر برای ϕ(t) > ٠ و ϕ(٠) = ٠ شرط

H(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ(d(x, y)).

به�صورت T : X → CB(X) و d(x, y) = |x − y| اقلیدوسͬ متر با X = [٣,∞) کنید فرض مثال:

داریم ϕ(t) = t

۶ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد. Tx = [١, x٣ + ١]

H(Tx, Ty) = |x٣ − y

٣ | ≤
١
٢ |x− y| ≤ ۵

۶ |x− y|

= d(x, y)− ١
۶d(x, y) = d(x, y)− ϕ(d(x, y))

است. ϕ-انقباضضعیف ،T نͽاشت بنابراین

٨
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یͷنͽاشت اگر مͬ�شوند نامیده ϕ-انقباضضعیفتعمیم�یافته ،T, S : X −→ CB(X) نͽاشت�های (k

هر ازای به که باشد� داشته وجود t > ٠ هر برای ϕ(t) > ٠ و ϕ(٠) = ٠ شرط با ϕ : [٠,∞) → [٠,∞)

باشیم داشته ،x, y ∈ X

H(Tx, Sy) ≤M(x, y)− ϕ(M(x, y)).

به�صورت T, S : X → CB(X) و d(x, y) = |x− y| اقلیدوسͬ متر با X = [١,∞) کنید فرض مثال:

داریم ϕ(t) = t

٢ با x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در باشد. Tx = Sx = [١,√x+ ٢]

H(Tx, Sy) = |
√
x−√

y| ≤ |
√
x−√

y|
|
√
x+

√
y|

٢
=

|x− y|
٢ =

١
٢d(x, y) ≤

١
٢M(x, y)

=M(x, y)− ١
٢M(x, y) =M(x, y)− ϕ(M(x, y))

هستند. تعمیم�یافته ϕ-انقباضضعیف ،T, S نͽاشت�های بنابراین

ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض باناخ: انقباض اصل .٢١.٢.١ تعریف

نقطه ͷی T این�صورت در ،d(Tx, Ty) ≤ k d(x, y) به�طوری�که باشد k ∈ (٠,١) ثابت با انقباض نͽاشت

دارد. v ∈ X منحصربه�فرد ثابت

دارد. v = ٠ در یͺتا ثابت نقطه ͷی و است انقباض ͷی T قبل، تعریف از (a) مثال در .٢٢.٢.١ مثال

٩



٢ فصل

جزئͬ ͷمتری فضای معرفͬ

مقدمه ١.٢

مفهوم که کردند تلاش محقق تعدادی بعداً، شد. معرفͬ فرشه١ توسط ١٩٠۶ سال در ͷمتری فضای مفهوم

دیͽری تعمیم پایان�نامه، این در دهند. تعمیم نیمه�متری و ͷشبه�متری متری�ͷنما، فضاهای به را ͷمتری فضاهای

ماتئوس٣ توسط مفهوم این مͬ�گیریم. درنظر مͬ�شود، نامیده ٢ جزئͬ ͷمتری فضای که را ͷمتری فضای از

.[۴] شد مطرح کامپیوتر علم از تعریف دامنه تئوری در اشͺال�ها برخͬ حل برای

تعمیمͬ PMS شد. معرفͬ ماتئوس توسط ١٩٩٢ سال در (PMS) جزئͬ ͷمتری فضای ͷی مفهوم واقع در

.[١۶ ،١۵] نیست صفر لزوماً d(x, x) که است، معمولͬ ͷمتری فضای از

رابطه�ی او ویژه، به بود. فضاها این برای باناخ انقباضͬ نͽاشت ͷی آورد، به�دست ماتئوس که نتایجͬ جمله از

فضای تعریف به اکنون .[١٧] کرد برقرار ͷشبه�متری فضاهای اصطلاح به و جزئͬ ͷمتری فضاهای بین دقیقͬ

١Frechet

٢Partial metric space (PMS)

٣Matthews

١٠


