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චاری... ণپاس໋�

همنشینͬ به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید مان هستͬ که را یͺتا پروردگار کران بی سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان

تمام از دانم مͬ لازم خود بر ام رسانده پایان به موفقیت با را تحصیلͬ دوره این الهͬ توفیق با که اکنون

نمایم. قدردانͬ و تشͺر اند نموده یاری دوره این طͬ در مرا که بزرگوارانͬ

قدردانͬ کمال اند بوده مشوقم و حامͬ همواره تحصیل دوران تمام طول در که عزیزم مادر و پدر از ابتدا در

دارم. را سپاس و

محضر در ادب و علم کسب به مفتخر که ام گرامͬ راهنمای استاد هنری قاسمͬ طاهر دکتر آقای جناب از

بوده، راهͽشا همیشه نامه پایان این تدوین طول در ایشان های راهنمایی و بودم دفتر این نگارش طول در ایشان

زحمت که بهروزی دکتر آقای جناب و ماهیار دکتر خانم سرکار از همچنین دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال

نمایم. مͬ گزاری سپاس و تشͺر اند داشته عهده بر را نامه پایان این داوری

دوره طول در که خسروی امیر دکتر آقای جناب و مدقالچͬ علیرضا دکتر آقای جناب محترم اساتید از

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال ام داشته را ایشان شاگردی افتخار ارشد کارشناسͬ

زاده حسن علͬ

١٣٩١ مرداد



چൊیده

قرار بررسͬ مورد را B از هایی ریختͬ درون باشد. یͺدار و جایی جابه ساده نیم باناخ جبر ͷی B فرضکنیم

ͷی T و باشد همبند B های سرشت فضای اگر دهیم مͬ نشان هستند. فشرده شبه عملͽرهای که دهیم مͬ

نرم با Tn عملͽرهای ی دنباله اگر تنها و اگر است فشرده شبه T عملͽر آنگاه باشد، B بر یͺانͬ ریختͬ درون

باشد. همͽرا ͷی رتبه از یͺانͬ ریختͬ درون ͷی به عملͽری

اول نیمه باناخ جبرهای روی های ريختͬ درون ابتدا تر، کلͬ باناخ جبرهای برای فوق نتایج توسیع برای

دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد نیستند، ساده نیم لزوماً که را همبند های سرشت فضای با یͺدار و جایی جابه

سعͬ و کنیم مͬ بحث کلͬ حالت در را جايی جابه اول نیمه باناخ جبرهای بر کراندار های ريختͬ درون سپس

ببخشیم. ارتقا ها، سرشت فضای بودن همبند فرض بدون را قبلͬ نتایج کنیم مͬ

هیچ که دهیم مͬ نشان و دهیم مͬ قرار بررسͬ مورد را L١(R) گروهͬ جبر بر ها ریختͬ درون نهایت در

فشرده شبه های ریختͬ درون که دهیم مͬ نشان همچنین ندارد. وجود آن بر صفر غیر فشرده شبه درونریختͬ

هستند: فشرده همواره است، جایی جابه و منظم ساده نیم باناخ جبر ͷی که زیر، اکسترمال جبر بر

Ea[−١,١] =
{
fµ : µ ∈ M(C)&

∫
C
e|Reλ|d|µ|(λ) < ∞

}
,

شود. مͬ تعریف fµ(x) =
∫
C exλdµ(λ) ضابطه با که است [−١,١] بر مختلط پیوسته تابع ͷی fµ آن در که

.47B48 ،46J10 ،46J45 ،46J05 :٢٠١٠ ریاضͬ موضوعͬ بندی رده

جایی. جابه باناخ جبر اول، نیمه ساده، نیم فشرده، شبه فردهولم، عملͽر ریختͬ، درون کلیدی: های واژه



ଓقدग़

پایان این در کنند. مͬ حفظ نیز را ضرب که هستند خطͬ عملͽرهای یͺدار، جبرهای روی ها ریختͬ درون

به را یͺه عنصر که گیریم مͬ نظر در را هایی ریختͬ درون یعنͬ کنیم، فرضمͬ یͺانͬ را ها ریختͬ درون نامه

فشرده عملͽرهای از تری کلͬ حالت حقیقت در باناخ، فضای ͷی روی فشرده شبه عملͽرهای برند. مͬ یͺه

را باناخ جبرهای روی فشرده های ریختͬ درون که ،[21] مقاله در کاموویتس١ هربرت ١٩٨٠ سال در هستند.

باشد B یͺدار جایی جابه ساده نیم باناخ جبر بر فشرده ریختͬ درون ͷی T اگر که داد نشان کرد، مͬ بحث

آنگاه است، همبند ،B های سرشت فضای ،X آن در که شود مͬ القا ϕ : X → X نگاشت خود وسیله به که

.
∩∞

n=٠ ϕn(X) = {x٠} که طوری به دارد وجود x٠ ∈ X

فشرده شبه های ریختͬ درون برای نتیجه این که دادند نشان کاموویتس و فینشتین٢ ،٢٠٠۵ سال در

و فینشتین توسط نتیجه این ٢٠١٠ سال در است. معتبر هم یͺدار جایی جابه ساده نیم باناخ جبرهای روی

باناخ جبرهای برای حتͬ نتیجه و یافت گسترش هم یͺدار جایی جابه اول نیمه باناخ جبرهای به کاموویتس

گرفت. قرار بررسͬ مورد نیز نیست، همبند لزوماً آن های سرشت فضای که جایی جابه اول نیمه

های ریختͬ درون مورد در است، شده تنظیم ی[11] مقاله از بخشͬ و [12] براساسمقاله که نامه پایان این در

اولیه مفاهیم ͷی فصل در کنیم. مͬ خاصبحث شرایطͬ در یͺدار جایی جابه باناخ جبرهای روی فشرده شبه

همین در کنیم. مͬ معرفͬ را فردهولم عملͽرهای بعدی فصل در کنیم. مͬ آوری یاد را باناخ جبرهای و آنالیز

کنیم: مͬ اثبات یͺدار جایی جابه ساده نیم باناخ جبرهای برای را زیر قضیه فصل،

آن های سرشت فضای X که باشد یͺدار جایی جابه ساده نیم باناخ جبر ͷی B کنیم فرض : قضیه

شود مͬ القا X بر ϕ نگاشت خود وسیله به که باشد B بر فشرده شبه ریختͬ درون ͷی T اگر است. همبند

برقرارند: زیر های گزاره آنگاه

به هستند. همͽرا B بر ͷی رتبه از S یͺانͬ ریختͬ درون ͷی به عملͽر نرم با Tn عملͽرهای (الف)

١��Herbert Kamowitz
٢��Joel F. Feinstein



ث

ثابت نقطه ͷی x٠ نقطه این .Sf = f̂(x٠)١ ،f ∈ B هر ازای به که طوری به دارد وجود x٠ ∈ X علاوه

است. ϕ از یͺتا

.ϕN (X) ⊂ B(x٠, ε) که طوری به دارد وجود N مثبت صحیح عدد ͷی ،ε > ٠ هر ازای به (ب)

.
∩∞

n=٠ ϕn(X) = {x٠} ( (ج

نشان ودربورن٣ قضیه از کاربردی با تر، کلͬ باناخ جبرهای برای قبلͬ فصل نتایج توسیع برای ٣ فصل در

این ملاحظه با است. یͺریخت Cn ∗C-جبر با بعد متناهͬ جایی جابه اول نیمه باناخ جبر هر که دهیم مͬ

روی کراندار یͺانͬ های ریختͬ درون برای را فوق قضیه ،۴ شیلوف توان خود قضیه از ای نتیجه و حقیقت

حالتͬ ادامه در دهیم. مͬ توسیع است همبند آن های سرشت فضای که جایی، جابه اول نیمه باناخ جبرهای

A باناخ جبر شده یͺدار از که حالͬ در است، یͺه عضو بدون جایی، جابه باناخ جبر که کنیم مͬ بحث را

همین برای و دهیم توسیع بیشتر را فوق نتایج کنیم مͬ سعͬ فصل این بعدی بخش در کرد. خواهیم استفاده

همبند لزوماً ها آن های سرشت فضای که جایی، جابه اول نیمه باناخ جبرهای برای را فوق قضایای منظور،

کنیم: مͬ اثبات است، نامه پایان این اصلͬ اهداف از ͬͺی که را زیر قضیه و کنیم مͬ بحث نیستند،

یͺانͬ ریختͬ درون ͷی T و باشد یͺدار جایی جابه اول نیمه باناخ جبر ͷی B کنیم فرض : قضیه

باشد داشته وجود n طبیعͬ عدد اگر تنها و اگر است فشرده شبه T صورت این در باشد. B روی بر کراندار

باشد. همͽرا متناهͬ رتبه از یͺانͬ ریختͬ درون ͷی به عملͽر نرم با (T kn)∞k=١ عملͽرهای که طوری به

فضاهای که دهیم مͬ نشان و دهیم مͬ قرار بررسͬ مورد را توانͬ های سری باناخ های جبر ۴ فصل در

تلقͬ توانͬ های سری از رادیͺال باناخ های جبر عنوان به توان مͬ را (p ∈ [٠,∞))Hp(D) و A(D̄) تحلیلͬ

است. فشرده فشرده، شبه ریختͬ درون هر ها آن برای که کرد

هیچ که دهیم مͬ نشان و دهیم مͬ قرار بررسͬ مورد را  L١(R) روی های ریختͬ درون ۵ فصل در

Ea(K) اکسترمال جبر فصل همین بعدی بخش در ندارد. وجود آن روی بر غیرصفر فشرده شبه ریختͬ درون

فشرده شبه ریختͬ درون هر که است منظم ساده نیم باناخ جبر ͷی Ea(K) دهیم مͬ نشان و کرده معرفͬ را

است. فشرده آن، بر

٣��Wedderburn
۴��Šilov
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١ فصل

باناخ جبرهای و تابعͬ آنالیز از اولیه مفاهیم

جبرها از مفاهیمͬ ١.١

بخصوصجبرهای کنیم. مͬ آوری یاد [6] ١ دیلز کتاب اول فصل از را جبر اساسͬ مفاهیم برخͬ بخش این در

ها ماتریس جبر همچنین کرد. خواهیم استفاده فصول سایر در مͺرراً که کنیم مͬ بحث را اول نیمه و ساده نیم

کنیم. مͬ معرفͬ شد خواهد نیاز ٣ فصل در که را

است. C یا R میدان ، K میدان از منظور نامه پایان این سراسر در

عمل ͷی دارای که است K میدان روی (A,+) برداری فضای ͷی K میدان روی جبر ͷی .١.١.١ تعریف

هستند: برقرار نیز زیر شرایط و است گروه نیم ͷی (A, ·) که طوری به دهیم، مͬ نشان · با که هست هم دیͽری

α(a · b) = (αa) · b = a · (αb) ،α ∈ K هر و a, b ∈ A هر برای (الف)

(a + b) · c = a · c + b · c و a · (b + c) = a · b + a · c ،a, b, c ∈ A هر برای (ب)

بریم. مͬ کار به را نماد همین نیز ما که شود مͬ استفاده ab نماد از a · b جای به معمولا˟

اگر گوییم A یͺه عضو را A جبر از eA عنصر باشد. جایی جابه (A, ·) اگر است جایی جابه A جبر

باشد. یͺه عنصر دارای A جبر هرگاه گوییم یͺدار را A جبر باشد. (A, ·) گروه نیم یͺه عنصر eA و eA ̸= ٠

است. ای مؤلفه اعمال به نسبت K روی یͺدار جایی جابه جبر Kn برداری فضای .٢.١.١ مثال

ضرب، عنوان به عملͽرها ترکیب با E برداری فضای روی خطͬ های نگاشت همه مجموعه .٣.١.١ مثال

شود. مͬ داده نشان L(E) نماد با که است جبر ͷی
١��Dales



٢ باناخ جبرهای و تابعͬ آنالیز از اولیه مفاهیم .١

مͬگویند. هم عملͽرها) اختصار به یا ) خطͬ عملͽرهای یا خطͬ تبدیلات را خطͬ های نگاشت

باشد. جبر ͷی A کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

S جاگر جابه .ab = ba ،a, b ∈ S هر ازای به اگر گوییم جایی جابه را A از S زیرمجموعه (الف)

مجموعه

Sc = {b ∈ A : ab = ba (a ∈ S)}

دهیم. مͬ نشان Z(A) نماد با و گوییم A مرکز را Ac است.

مرکزی توان خود را Z(A) در توان خود عنصر ͷی .p٢ = p اگر گوییم توان خود را p ∈ A عنصر (ب)

دهیم. مͬ نشان I(A) با را A خودتوان عناصر مجموعه گوییم.

.ab = ba = ٠ هرگاه دهیم مͬ نشان a ⊥ b با و گوییم متعامد A در را a, b ∈ A عناصر (ج)

θ : A → B نگاشتخطͬ ،B توی به A از یͷهمریختͬ باشند. جبر دو B و A فرضکنیم تعریف١.١.۵.

که طوری به است

θ(ab) = θ(a)θ(b) (a, b ∈ A).

.θ(eA) = eB اگر گوییم یͺانͬ را θ : A → B همریختͬ باشند. یͺدار جبرهای B و A کنیم فرض

در باشد صفر غیر همریختͬ θ و بͽیریم نظر در K میدان را B فوق تعریف در اگر (الف) .۶.١.١ ملاحظه

گویند. مͬ هم مختلط همریختͬ را θ بͽیریم نظر در C را K اگر و یͷسرشتگوییم را θ صورت این

ͷی به ͷی هرگاه گوییم یͺریختͬ را θ : A → B همریختͬ باشند. جبر دو B و A کنیم فرض (ب)

هست، هم یͺریختͬ که را ریختͬ درون و گوییم ریختͬ درون را θ : A → A همریختͬ باشد. پوشا و

گوییم. خودریختͬ

آنگاه باشد، e یͺه عضو با A مختلط جبر ͷی روی مختلط همریختͬ ͷی θ اگر [31, 10.6] .٧.١.١ قضیه

است. صفر مخالف θ(x) ،x ∈ A پذیر وارون عناصر برای و ،θ(e) = ١

هرگاه گوییم چپ آل ایده ͷی را A از I برداری زیرفضای باشد. جبر ͷی A کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

I هرگاه گوییم طرفه) (دو آل ایده ͷی را I شود. مͬ تعریف هم راست آل ایده مشابه طریق به .AI ⊂ I

باشد. A جبر چپ و راست آل ایده



٣ جبرها از مفاهیمͬ .١.١

.I ̸= A هرگاه گوییم سره را A از I آل ایده

فضای روی است)، بعد متناهͬ بردشان که عملͽرهایی ) متناهͬ رتبه از عملͽرهایی مجموعه .٩.١.١ مثال

دهیم. مͬ نشان FL(E) یا E(E) نماد با را E برداری

تعریف ضرب با A/Iهمراه قسمت خارج فضای Aباشد. جبر در آل ایده ͷی I فرضکنیم تعریف١٠.١.١.

قسمت خارج جبر را A/I جبر است. جبر ͷی (a + I)(b + I) = ab + I (a, b ∈ A) فرمول وسیله به شده

گوییم.

باشد داشته وجود u ∈ A هرگاه گوییم مدولͬ چپ آل ایده را A جبر از I سره چپ آل ایده تعریف١١.١.١.

.A(eA − u) := {x− xu : x ∈ A} آن در که ،A(eA − u) ⊂ I که طوری به

کرد. خواهیم استفاده آل ایده کلمه از تنها مدولͬ چپ آل ایده جای به باشد جایی جابه و Aیͺدار جبر اگر

(که IJ ⊂ P واگر باشد سره آل ایده ͷی P اگر گوییم اول آل ایده را A جبر از P آل ایده .١٢.١.١ تعریف

.J ⊂ P یا I ⊂ P آنگاه هستند) A در هایی آل ایده J و I

که باشد A در آل ایده ͷی I هرگاه و بوده سره آل ایده ͷی Q اگر گوییم اول نیمه را A جبر از Q آل ایده

.I ⊂ Q آنگاه ،I٢ ⊂ Q

باشد. A در اول) نیمه ) اول آل ایده ͷی صفر آل ایده هرگاه است اول) (نیمه اول جبر ͷی A جبر

هستند. اول نیمه همواره اول های آل ایده که کنیم توجه

یا a = ٠ آنگاه ab = ٠ اگر ،a, b ∈ A هر ازای به و A ̸= ٠ هرگاه گوییم حوزه را A جبر .١٣.١.١ تعریف

گوییم. صحیح یͷحوزه باشد حوزه ͷی که را جایی جابه جبر .b = ٠

است صحیح حوزه ͷی A باشد، صفر غیر جایی جابه جبر ͷی A هرگاه [6, 1.3.46(i)] .١۴.١.١ ملاحظه

باشد. اول جبر ͷی A اگر تنها و اگر

است. حوزه ͷی که باشد صفر غیر بعد متناهͬ مختلط جبر ͷی A کنیم فرض [6, 1.3.56] .١۵.١.١ قضیه

.A = C · e و است e یͺه عضو دارای Aصورت این در
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A در متناهͬ همبعد با اول آل ایده P و باشد جایی جابه مختلط جبر A اگر [6, 1.3.57] .١۶.١.١ قضیه

است. ͷی همبعد از ماکسیمال مدولͬ آل ایده P آنگاه باشد،

از: عبارتست I قسمت خارج باشد. A جبر در چپ آل ایده ͷی I کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

I : A = {a ∈ A : aA ⊂ I}

٠ هرگاه است اولیه A جبر گوییم. اولیه آل یͷایده را ماکسیمال مدولͬ چپ آل ایده ͷی قسمت خارج

باشد. اولیه آل ایده ͷی صفر) آل (ایده

باشد. A مختلط جبر ͷی در متناهͬ همبعد از آل ایده ͷی I کنیم فرض [6, 1.4.38] .١٨.١.١ قضیه

معادلند: I روی زیر های عبارت

است؛ اول آل ایده ͷی I(الف)

است؛ ماکسیمال مدولͬ آل ایده ͷی I (ب)

است؛ اولیه آل ایده ͷی I ( (ج

معرفͬ ادامه در که است n × n مختلط های ماتریس جبر Mn ) .A/I ∼= Mn ،n ∈ N ͷی برای (د)

شد.) خواهد

همه اشتراک را A جبر (٢ (جیͺوبسن رادیͺال باشند. جبر دو B و A کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

دهیم. مͬ نمایش radA نماد با و کرده تعریف A از اولیه های آل ایده

است. A در آل ایده ͷی radA وضوح به

.radA = A هرگاه گوییم جبر رادیͺال و ،radA = ٠ اگر گوییم ساده نیم را A جبر

.[6, است[1.5.2 A ماکسیمال مدولͬ چپ های آل ایده اشتراک برابر A رادیͺال ضمناً

باشند. A های آل ایده تنها A و صفر های آل ایده و A٢ ̸= ٠ اگر گوییم ساده را A جبر

،a = ab که باشد طوری b ∈ radA و a ∈ A اگر باشند. جبر ͷیA کنیم فرض [6, 1.5.3] .٢٠.١.١ قضیه

.a = ٠ آنگاه
٢��Jacobson
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گفت توان مͬ آنگاه باشد. A در آل ایده ͷی I اگر باشد. جبر ͷی A کنیم فرض [6, 1.5.4] .٢١.١.١ قضیه

است. ساده نیم هم I آنگاه باشد ساده نیم A اگر ویژه به .radI = I ∩ radA

تعریف A اول های آل ایده همه اشتراک را A اول رادیͺال باشد. جبر ͷی A کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

دهیم. مͬ نمایش β(A) نماد با و کنیم مͬ

.β(I) = I ∩ β(A) آنگاه باشد A جبر در آل ایده ͷی I اگر [6, 1.5.23] .٢٣.١.١ قضیه

.β(A) = ٠ اگر فقط و اگر است اول Aنیمه جبر [6, 1.5.24] .٢۴.١.١ قضیه

صفر غیر توان پوچ آل ایده هیچ شامل A اگر فقط و اگر است اول نیمه A جبر [6, 1.5.25] .٢۵.١.١ قضیه

نباشد.

جبر اگر پس .β(A) ⊂ radA یعنͬ ،[6, است[1.5.26 radA جزء پوچ آل ایده ͷی A جبر اول رادیͺال

است. هم اول نیمه آنگاه باشد ساده نیم A

تابعͬ آنالیز از آوری یاد ٢.١

از کنیم. مͬ یادآوری [28] ۴ نئر و [5] ٣ کانوی کتاب از را باناخ فضاهای از اولیه مفاهیم بخش این در

کنیم. مͬ بحث را عملͽر ͷی الحاقͬ و نرمدار فضای ͷی دوگان و باناخ فضای روی خطͬ عملͽرهای جمله

شود. مͬ آورده هم باناخ فضای روی فشرده عملͽرهای مهم قضایای و تعاریف همچنین

به نسبت که را نرمداری فضای گوییم. نرمدار فضای را نرم ͷی با همراه E برداری فضای .١.٢.١ تعریف

گوییم. باناخ فضای باشد کامل نرم وسیله به شده تعریف متر

و خطͬ عملͽرهای همه مجموعه باشد. باناخ فضای ͷی F و نرمدار فضای E کنیم فرض .٢.٢.١ مثال

,31]؛ است[4.1 باناخ فضای ͷی زیر نرم با B(E,F ) دهیم. مͬ نشان B(E,F ) با را F توی به E از پیوسته

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١} (T ∈ B(E,F )).

٣��Conway
۴��Nair
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.∥T∥ < ∞ هرگاه گوییم کراندار را T خطͬ عملͽر

.[5, III.2.1] کراندارباشد اگر تنها و اگر است پیوسته نرمدار، فضای دو بین خطͬ عملͽر ͷی

E روی نرم دو هر آنگاه باشد K میدان روی بعد متناهͬ برداری فضای E اگر [5, III.3.1] .٣.٢.١ قضیه

معادلند.

آنگاه باشد E در بعد متناهͬ برداری زیرفضای ͷیM و نرمدار فضای ͷی E اگر [5, III.3.3] .۴.٢.١ قضیه

است. کامل بعد متناهͬ برداری فضای ͷی روی نرم هر لذا است. Mبسته

تعریف نرم با E/M آنگاه باشد E باناخ فضای از بسته زیرفضای ͷی M اگر [5, III.4.2] .۵.٢.١ قضیه

است: باناخ فضای ͷی زیر صورت به شده

∥x + M∥ = inf{∥x + y∥ : y ∈ M}.

گوییم. قسمتͬ خارج نرم را فوق نرم

E روی کراندار و خطͬ های تابعک همه خانواده را E فضای دوگان E∗ باشد. نرمدار فضای ͷی E اگر

کنیم. مͬ تعریف

.[5, III.5.4]است باناخ فضای ͷی E∗ ،(∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ ≤ ١}) عملͽری نرم با

توپولوژی ترین ضعیف ،E روی ضعیف توپولوژی باشد. نرمدار فضای ͷی E کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

سازد. پیوسته را x∗ ∈ E∗ هر که طوری به است E روی

دهیم. مͬ نشان σ(E,E∗) یا wk با را ضعیف توپولوژی

توپولوژی ترین ضعیف ،E∗ روی ستاره ضعیف توپولوژی باشد، نرمدار فضای ͷی E اگر .٧.٢.١ تعریف

باشد. پیوسته x∗ 7→ ⟨x, x∗⟩نگاشت ،x ∈ E هر برای که طوری به است E∗ روی

دهیم. مͬ نشان σ(E∗, E) یا wk∗ با را ستاره ضعیف توپولوژی

رود: مͬ بͺار x در x∗ تابع مقدار نمایش برای زیر نمادهای x∗ ∈ E∗ و x ∈ E برای .٨.٢.١ ملاحظه

x∗(x) = ⟨x, x∗⟩ = (x∗, x)
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کراندار T آنگاه باشد خطͬ تبدیل ͷی T : E → F و باناخ فضای دو F و E اگر [5, VI.1.1] .٩.٢.١ قضیه

باشد. پیوسته T : (E,wk) → (F,wk) اگر تنها و اگر است (پیوسته)

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان T ∗ با را T عملͽر الحاقͬ .T ∈ B(E,F ) کنیم فرض

T ∗ : F ∗ → E∗ ⟨x, T ∗(y∗)⟩ = ⟨T (x), y∗⟩

البته است. پیوسته T ∗ : (F ∗, wk∗) → (E∗, wk∗) نگاشت هستند باناخ فضاهای F و E اینکه فرض با

.[31, 4.10] T ∗ ∈ B(F ∗, E∗) یعنͬ است؛ پیوسته هم نرم با ستاره ضعیف پیوستگͬ بر علاوه

است فشرده T عملͽر باشد. خطͬ تبدیل T : E → Fو باناخ فضای دو F Eو فرضکنیم تعریف١٠.٢.١.

است. مجموعه بستار برای نمادی cl و E یͺه گوی ballE آن در که باشد، فشرده Y در clT (ballE) اگر

دهیم. مͬ نشان K(E,F ) یا B٠(E,F ) با را F توی به E از فشرده عملͽرهای همه

باشد. خطͬ عملͽر T : E → F و باناخ فضای دو F و E فرضکنیم [28, Theorem 9.1] .١١.٢.١ قضیه

{xni} دنباله زیر شامل ،E در {xn} کراندار دنباله هر اگر تنها و اگر است فشرده عملͽر T صورت این در

باشد. همͽرا F از ای نقطه به {Txni} که طوری به باشد

در بسته فضای زیر ͷی K(E,F ) باشند، باناخ فضای دو F و E اگر (الف) [5, VI.3.5] .١٢.٢.١ قضیه

است. B(E,F )

.ST ∈ K(E) و TS ∈ K(E) آنگاه ،T ∈ B(E) و S ∈ K(E) اگر (ب)

است. B(E) جبر در بسته آل ایده ͷی K(E) باشد؛ باناخ فضای ͷی E اگر [5, VI.3.6] .١٣.٢.١ قضیه

است) جبر ͷی عملͽرها ترکیب با B(E) )

F(E,F ) با را متناهͬ رتبه با [ کراندار و ] عملͽرهایخطͬ همه مجموعه باشد باناخ فضای دو F Eو اگر

دهیم. مͬ نشان

.[5, p. است[174 K جزء F بستار حقیقت در و F(E,F ) ⊂ K(E,F ) که باشید داشته توجه



٨ باناخ جبرهای و تابعͬ آنالیز از اولیه مفاهیم .١

صورت به را آن بتوانیم اگر گوییم ناهمبند را A ⊂ X مجموعه باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷی X اگر

همبند را A مجموعه صورت این غیر در بنویسیم. جدا هم از و (A به (نسبت باز ناتهͬ، مجموعه دو اجتماع

گوییم.

معادلند: باهم زیر عبارت دو باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی X اگر

است. ناهمبند A ⊂ X (الف)

است. بسته هم و باز هم که دارد وجود A از E ناتهͬ و سره مجموعه زیر (ب)

.[26, 23.5] کنند مͬ حفظ را همبندی خاصیت پیوسته های نگاشت

کنیم: مͬ یادآوری را شوارتز - کوشͬ نامساوی و داخلͬ ضرب فضای بخش این پایان در

نگاشت ،E روی داخلͬ ضرب ͷی باشد، K میدان روی برداری فضای ͷی E اگر .١۴.٢.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط ،α ∈ K اسͺالر و x, y, z ∈ E ازای به که طوری به است ⟨·, ·⟩ : E × E → K

است. ⟨y, x⟩ مختلط مزدوج ⟨y, x⟩ آن در که ،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ( (الف

⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ و ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (ب)

باشد. برقرار x = حالت٠ در تنها تساوی و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ ( (ج

گوییم. داخلͬ ضرب یͷفضای را داخلͬ ضرب ͷی با همراه برداری فضای ͷی

داخلͬ ضرب فضای ͷی در y و x عناصر برای [5, I.1.4] ( شوارتز - کوشͬ (نامساوی .١۵.٢.١ قضیه

.|⟨x, y⟩|٢ ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ داریم

باناخ جبرهای ٣.١

جبرهای در ها سرشت فضای و گلفاند نظریه طیف، مفهوم کنیم. مͬ معرفͬ را باناخ جبر مفهوم بخش، این در

بحث خلاصه بطور [31] ۵ رودین و [5] کانوی های کتاب از بخش این در که است مباحثͬ جمله از باناخ،

شد. خواهد

هر ازای به که طوری به است، ∥.∥ نرم با همراه K میدان روی A جبر ͷی نرمدار، جبر ͷی .١.٣.١ تعریف

۵��Rudin
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باشد: برقرار زیر شرط A عضو b و a

∥ab∥ ≤ ∥a∥.∥b∥ ضربی) زیر (ویژگͬ

گوییم. باناخ یͷجبر باشد، کامل اش نرم به نسبت که را نرمداری جبر

.∥e∥ = ١ که شود مͬ فرض باشد، e یͺه عضو دارای A اگر

اعمال .A١ = A×K دهیم مͬ قرار باشد یͺه عضو بدون باناخ جبر ͷی A اگر [5, VII.1.3] .٢.٣.١ قضیه

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را A١ روی جبری

(a, α) + (b, β) = (a + b, α + β)

β(a, α) = (βa, βα)

(a, α)(b, β) = (ab + αb + βa, αβ)

باناخ جبر ͷی فوق اعمال و نرم این با A١ صورت این در .∥(a, α)∥ = ∥a∥+ |α| کنیم مͬ تعریف همچنین

یͺدار را A١ است. A١ توی به A از طولپایی یͺریختͬ ͷی a → (a,٠) نگاشت و است (٠,١) یͺه عضو با

شود. مͬ داده نمایش هم A# نماد با و گوییم A باناخ جبر شده

کنیم. مͬ مرور را باناخ جبرهای از مهم مثال چند حال

به نقطه ضرب با باناخ جبر ͷی C٠(X) باشد. هاسدورف و فشرده موضعاً فضای ͷی X فرضکنیم (١

است. یͺه عضو بدون نباشد، فشرده X اگر و است نقطه

جبر ͷی عملͽرها ترکیب با کراندار، عملͽرهای همه مجموعه B(E) باشد، باناخ فضای ͷی E اگر (٢

است. همانͬ تابع آن یͺه که است یͺدار باناخ

B(E) در بسته آل ایده ͷی فشرده، عملͽرهای همه مجموعه K(E)،باشد باناخ فضای ͷی E اگر (٣

است. یͺه عضو بدون K(E) ،dimE = ∞ اگر است. باناخ جبر ͷی نتیجه در و است

است ماکسیمال آل ایده ͷی جزء سره، آل ایده هر آنگاه باشد، یͺدار جایی جابه باناخ جبر ͷی A اگر

.[5, VII.2.5]

.[5, VII.2.6] است باناخ جبر ͷی A/M باشد، A از سره بسته آل ایده M و باناخ جبر ͷی A اگر



١٠ باناخ جبرهای و تابعͬ آنالیز از اولیه مفاهیم .١

گوییم. کالͺین۶ جبر را آن که است باناخ جبر ͷی قسمت) خارج نرم (با B(E)/K(E) بخصوص

به دهیم. مͬ نشان G(A) با را A پذیر وارون عناصر همه مجموعه باشد، یͺدار مختلط جبر ͷی A اگر

است. گروه ͷی G(A) وضوح

صورت به و داده نشان σ(a) با را aطیف .a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A فرضکنیم تعریف٣.٣.١.

کنیم: مͬ تعریف زیر

σ(a) = {α ∈ K : a− α ̸∈ G(A)}.

شود. مͬ تعریف ρ(a) := K− σ(a) صورت به a حلال مجموعه

مجموعه زیر σ(a) ،a ∈ A هر برای باشد، C روی یͺدار باناخ جبر ͷی A اگر [5, VII.3.6] .۴.٣.١ قضیه

است. C از ناتهͬ فشرده

گیریم. مͬ نظر در C مختلط میدان را K میدان فصل، همین ادامه در

صورت به و داده نشان r(a) با را a طیفͬ شعاع ،a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A اگر .۵.٣.١ تعریف

کنیم: مͬ تعریف زیر

r(a) = sup{|α| : α ∈ σ(a)}

است. متناهͬ و تعریف خوش r(a) لذا است، کراندار و σ(a) ̸= ∅ چون

صورت این در .a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض [5, VII.3.8] .۶.٣.١ قضیه

r(a) = lim
n→∞

∥an∥
١
n .

و باشد ای چندجمله ͷی P (z) و یͺدار جایی جابه باناخ جبر ͷی A کنیم فرض [31, 10.31] .٧.٣.١ قضیه

است. P (z) صفرهای مجموعه جزء σ(x) آنگاه P (x) = ٠ اگر صورت این در .x ∈ A

کنیم: توجه جایی جابه باناخ جبر ͷی در ها همریختͬ و ماکسیمال های آل ایده با رابطه در ای قضیه به

ͷی هسته ماکسیمال، آل ایده هر باشد، یͺدار جایی جابه باناخ جبر ͷی A اگر [31, 11.5] .٨.٣.١ قضیه

عکس. بر و است مختلط همریختͬ
۶��Calkin


