


دانشگاه رعایتحقوق و اصالتاثر تعهدنامه�ي

از ناشی نوآوري�هاي و اختراعات ابتکارات، نتایج، بر مترتب معنوي و مادي حقوق تمامی
رعایت با اثر، این از مطلب نقل اردبیلیمی�باشد. محقق دانشگاه به متعلق پژوهش، این انجام
است. بلامانع دانشجو و راهنما استاد نام اردبیلی، محقق دانشگاه نام ذکر با و مربوطه مقررات

آنالیزعددي گرایش کاربردي ریاضی رشته�ي ارشد کارشناسی مقطع دانش�آموخته حیدریان مردم اینجانب
92/06/24 تاریخ در که 9022283103 دانشجویی شماره�ي به اردبیلی محقق دانشگاه ریاضی علوم دانشکده�ي
دفاع کسري” مشتق با معکوس لیوویل - اشتورم مسأله ”بررسی عنوان تحت خود تحصیلی پایان�نامه�ي از

که: می�شوم متعهد نموده�ام،
سایر در پژوهشی فعالیت هرگونه عنوان به یا تحصیلی مدرك هیچ�گونه دریافت براي قبلاً را پایان�نامه این (1

ننموده�ام. ارائه کشور از خارج و داخل پژوهشی و آموزشی مؤسسات و دانشگاه�ها
می�گیرم. عهده بر را خود تحصیلی پایان�نامه�ي مندرجات تمامی سقم و صحّت مسئولیت (2

می�باشد. اینجانب توسط شده انجام پژوهش حاصل پایان�نامه، این (3
مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق نموده�ام، استفاده دیگران پژوهشی و علمی دستاوردهاي از که مواردي در (4
و منابع فهرست و متن در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام علمی، امانتداري اصل رعایت با و

نموده�ام. ذکر مآخذ
و اختراع ثبت کتاب، نشر از اعم بهره�برداري گونه هر یا استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (5
مجوزهاي اردبیلی، محقق دانشگاه فنّاوري و پژوهشی معاونت حوزه�ي از باشم، داشته را پایان�نامه این از ...

نمایم. اخذ را لازم
و گردهمایی�ها سمینارها، کنفرانس�ها، همایش�ها، در پایان�نامه این از مستخرج مقاله�ي ارائه�ي صورت در (6
ذکر مشاور) و راهنما اساتید و (دانشجو نویسندگان نام کنار در را اردبیلی محقق دانشگاه نام مجلات، انواع

نمایم.
مدرك ابطال (منجمله آن از ناشی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی، مقطع هر در چنانچه (7
با می�دانم مجاز را اردبیلی محقق دانشگاه و می�پذیرم را (... و دانشگاه توسط شکایت طرح تحصیلی،

نماید. رفتار مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق اینجانب
حیدریان مریم دانشجو: خانوادگی نام و نام

امضا
تاریخ



ریاضͬ علوم دانشͺده�ی
کاربردها و ریاضیات گروه

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای پایان�نامه
آنالیزعددی گرایش کاربردی ریاضͬ رشته�ی در

عنوان:

مشتق با معͺوس لیوویل � اشتورم مسأله بررسͬ
کسری

راهنما: استاد

برهانͬ�فر دکترعبداله

مشاور: استاد

عزیزیان یاشار دکتر

پژوهشͽر:

حیدریان مریم

١٣٩٢ شهریور
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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

تشͺر کمال صمیمانه برهانͬ�فر، عبداله دکتر آقای جناب ارجمندم، استاد بͬ�دریغ زحمات از آغاز در
نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده��ی راهنمایͬ�های بدون قطعاً که دارم را قدردانͬ و
فرمودند، تقبل را نامه پایان این مشاوره�ی� و مطالعه زحمت که عزیزیان، یاشار دکتر آقای جناب از

دارم. را تشͺر کمال
پایان این داوری و بازخوانͬ زحمت که ضارب�نیا، محمد دکتر آقای جناب معرفت، و ادب استاد از

دارم. را تشͺر کمال داشتند، عهده بر را نامه
حیدریان مریم
٩٢ شهریور



مریم نام: حیدریان خانوادگͬ: نام

پایان�نامه: عنوان
کسری مشتق با معͺوس لیوویل - اشتورم مسأله بررسͬ

برهانͬ�فر عبداله دکتر راهنما: استاد
عزیزیان یاشار دکتر مشاور: استاد

ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
آنالیزعددی گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته:
ریاضͬ علوم دانشͺده: محقق�اردبیلͬ دانشͽاه:
٨٨ صفحات: تعداد ٩٢/٠۶/٢۴ دفاع: تاریخ

چͺیده

لیوویل - اشتورم مسأله�ی ͷی در پتانسیل جمله�ی بازیابͬ معͺوس مسأله�ی پایان�نامه این در
داده�ی از استفاده با پتانسیل عددی بازیابͬ مͬ�شود. بررسͬ عددی به�طور طیف ͷی از کسری
باشد، ۲ از دور کافͬ �اندازه�ی به و α ∈ (۱, ۲) اگر مͬ�دهیم، ارائه نیوتن روش با را متناهͬ طیفͬ
رفتارهای هم�چنین داریم. ناپیوسته و یͺنواخت پتانسیل�های برای را رضایت�بخشͬ بازیابͬ�های
و ویژه مقادیر عددی محاسبه�ی است. گرفته قرار بررسͬ مورد ویژه مقادیر و ویژه توابع کیفͬ

مͬ�گیرد. صورت نیوتن شبه روش از استفاده با ویژه توابع

دیفرانسیل معادله معͺوس، مسأله�ی لیوویل، - اشتورم مسأله�ی لفلر، میتاگ- تابع کلیدواژه�ها:
کسری.



مطالب فهرست

ج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصاویر لیست

د . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداول لیست

ه� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مقدمات و مفاهیم ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتقات و کسری انتͽرال�های ٢.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . -لتنیͺوف گرانوالد کسری مشتقات ١.٢.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمن-لیوویل کسری مشتقات ٢.٢.١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوچو کسری مشتق ٣.٢.١

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . ͷکلاسی معͺوس و پیشرو لیوویل � اشتورم مسأله ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽن لیوویل - اشتورم مسأله�ی ١.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمͽن لیوویل - اشتورم مسأله�ی ٢.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل - اشتورم معادله�ی گرین تابع ١.٢.٢
۴١ . . . . . . همͽن مرزی شرایط با ناهمͽن لیوویل - اشتورم مسأله�ی ٢.٢.٢
۴٣ . . . . . ناهمͽن مرزی شرایط با ناهمͽن لیوویل - اشتورم مسأله�ی ٣.٢.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . معͺوس لیوویل - اشتورم در پتانسیل بازیابͬ ٣.٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتق با معͺوس لیوویل � اشتورم مسأله ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل - اشتورم نظریه�ی ٢.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −Dα

۰ دیفرانسیل عملͽر ١.٢.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . −Dα

۰ + q(x) دیفرانسیل عملͽر ٢.٢.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معͺوس لیوویل - اشتورم مسأله�ی ٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن روش ١.٣.٣
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصحح - پیشͽو الͽوریتم ٢.٣.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . ویژه مقدار مسأله�ی برای نیوتن شبه �روش ٣.٣.٣

آ



٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی بحث�های و نتایج ۴

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ب



تصاویر لیست

٧١ . . . . . . . . . . . . . (٧.٣) مجانبͬ فرمول در |λn| اندازه عددی بررسͬ ١.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . (٧.٣) مجانبͬ فرمول در arg(λn) عددی بررسͬ ٢.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۱٫ ۱۰ ازای به اول ویژه�ی مقدار ده ٣.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۱٫ ۷۵ ازای به اول ویژه�ی مقدار ده ۴.۴
٧۴ α = ۱٫ ۱۰ ازای به ویژه مقادیر با متناظر ویژه�ی توابع موهومͬ و حقیقͬ بخش�های ۵.۴
٧۵ α = ۱٫ ۷۵ ازای به ویژه مقادیر با متناظر ویژه�ی توابع موهومͬ و حقیقͬ بخش�های ۶.۴
٧۶ α = ۱٫ ۵ ازای به ویژه مقادیر با متناظر ویژه�ی توابع موهومͬ و حقیقͬ بخش�های ٧.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . q۱ در α = ۳

۲ ازای به cn واپاشͬ ٨.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . q۲ در α = ۳

۲ ازای به cn واپاشͬ ٩.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . q۱ پتانسیل عددی بازیابͬ ١٠.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . q۲ پتانسیل عددی بازیابͬ ١١.۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . α = ۳

۲ ازای به شده تثبیت نیوتن روش همͽرایͬ بررسͬ ١٢.۴

ج



جداول لیست

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع از برخͬ لاپلاس تبدیل ١.١

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پتانسیل�ها برای e بازیابͬ خطای ١.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . J شده دسته�بندی ژاکوبین شرطͬ عدد ٢.۴

د



مقدمه

انتͽرال معادله�ی یا دیفرانسیل معادله�ی ͷی صورت به مͬ�توان را ریاضͬ و ͷفیزی مسائل از بسیاری

اکثر است. اهمیت با بسیار عددی، روش�های از استفاده با معادلات این�گونه حل کرد. فرمول�بندی

از کسری دیفرانسیل حساب�های مفهوم معتقدند، کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب نویسندگان

را سؤال این وی است. گرفته ریشه آمد، وجود به هوپیتال١ ذهن در ۱۶۹۵ سال در که سؤال ͷی

n ∈ N۰ = {۰, ۱, ۲, . . .} مرتبه�ی مشتق برای را dny
dxn مفهوم خواست و نوشت لایبنیتز٢ ویلهلم برای

.( مͬ�دهد؟ معنͬ چه باشد n = ۱
۲ اگر (پس کند جستجو ،n = ۱

۲ که زمانͬ

است آشͺار تناقض ͷی این ”در نوشت: این�گونه هوپیتال به ( ۱۶۹۵ سپتامبر ۳۰) جوابش در لایبنیتز

شود.” منجر مهم نتیجه�ای به روزی است ممͺن که

عمومیت ( اختیاری و واقعͬ پیچیده، مرتبه�ی هر (مشتقات کسری دیفرانسیل حساب�های موضوع

در شده�اش ثابت کاربردهای خاطر به گذشته دهه�ی سه طول در را خود ملاحظه�ی قابل اهمیت و

است. آورده به�دست مهندسͬ و علوم بͬ�شمار و وسیع زمینه�های

مسأله�ی مͬ�بریم. به�کار لیوویل - اشتورم مسائل روی بر را کسری مشتقات پایان�نامه این در

با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل در زیرمسأله ͷی عنوان به اغلب لیوویل - اشتورم

معادله�ی ͷی از خاصͬ نوع لیوویل - اشتورم مسأله�ی ͷی مͬ�شود، ظاهر متغیرها جداسازی روش

است. مرزی شرایط از بعضͬ با دو، مرتبه�ی دیفرانسیل
١Hopital
٢Wilhelm Leibniz

ه�



مقدمه

معمولͬ معادلاتدیفرانسیل تحتموضوع مقاله�ای ۱۸۳۳ سال در سوئیسͬ ریاضیدان اشتورم١ چارلز

دنبال دیͽری مفصل مقاله�ی توسط ۱۸۳۶ سال در که داد ارائه علوم کادمͬ آ به دوم مرتبه�ی از خطͬ

دنبال را موضوع بود، پاریس در اشتورم نزدیͺان از ͬͺی و همͺار که لیوویل٢ ژوزف بعدها شد.

برداشتند در را اشتورم نام که قضایایͬ جداسازی و مقاله نوسان، از کامل تفسیر اولین که کرد،

لیوویل - اشتورم نظریه�ی عنوان به که آن�چه از اساسͬ قواعد لیوویل همͺاری تحت مͬ�شد. شامل

ریاضیدان دو این توسط ۱۸۳۶ − ۱۸۳۷ سال�های در که مقالاتͬ و شد نهاده بنا بود، شده شناخته

بود. مرزی مقدار مسائل خواص از بسیاری شامل شد، منتشر

به و نوشته ( ١٩۴۶ بورگ۵، ١٩٩٩؛ پودلابن۴ͬ، ١٩٩٨؛ میتوز٣، ) مراجع براساس پایان�نامه این

است: شده تدوین زیر صورت

مسائل دوم فصل در مͬ�کنیم. یادآوری را اولیه مفاهیم و تعاریف برخͬ پایان�نامه این اول فصل در

- اشتورم مسأله�ی سوم فصل در مͬ�گردد. معرفͬ معمولͬ مشتق با آن معͺوس و لیوویل - اشتورم

پیرامون عددی بحث�های و نتایج به چهارم فصل در و مͬ�کنیم بررسͬ را کسری معͺوس لیوویل

مͬ�پردازیم. لیوویل - اشتورم مسأله�ی

١Charlz Sturm
٢Josef Liouville
٣Mitoz
۴Podlubny
۵Borg

و



١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم



مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که قضایایͬ و تعاریف از برخͬ فصل این در

(١٩٩٩ پودلابن٣ͬ، ٢٠٠۶؛ کیلباس٢، ١٣٧٠؛ میتوز١، ) از فصل این تعاریف بیشتر مͬ�شود. ارائه

است.

اولیه تعاریف ١.١

و + : V × V → V عمل دو با است مجموعه�ای F میدان روی V برداری فضای .١.١.١ تعریف

��طوری�که به ،. : F× V → V

است. آبلͬ گروه ͷی (V,+) (الف)

.(α.β).ν = α.(β.ν) ،ν ∈ V و α, β ∈ Fهر �ازای به (ب)

.(α + β).ν = α.ν + β.ν ،ν ∈ V و α, β ∈ Fهر �ازای به (ج)

.α.(ν + ω) = α.ν + α.ω ،ν, ω ∈ V و α ∈ F هر ازای به (د)

.(۱ ∈ F اینجا (در ۱.ν = ν ،ν ∈ V هر �ازای به (ر)

بردار ͷی را برداری فضای ͷی عضو هر مͬ�شود. داده نشان (V,F) صورت به� برداری فضای ͷی

مͬ�نامند.

باشد. V از ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی W و برداری فضای ͷی (V,F) کنید فرض .٢.١.١ تعریف

داشته ν۱, ν۲ ∈ Wو α, β ∈ F هر برای هرگاه گوییم، (V,F) از زیر�فضا ͷی را (W,F)صورت� این در

.αν۱ + βν۲ ∈ V باشیم

ضرب و برداری جمع با (Rn,R) �صورت این در .V = Rn و F = R کنید فرض .١.١.١ مثال

است: برداری فضای ͷی زیر بردار در اسͺالر
١Mitoz
٢Kilbas
٣Podlubny
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اولیه مقدمات و مفاهیم .١ فصل

ν + ω =


ν۱ + ω۱
ν۲ + ω۲

...
νn + ωn

 , α.ν =


αν۱
αν۲
...
ανn

 .

مͬ�شود. تعریف مشابه طور به (Cn,C) برداری فضای

(W,F)صورت� این در .W = {A ∈ Rn : An = ۰} و (V,F) = (Rn×n,R) کنید فرض .٢.١.١ مثال

است. (V,F) زیر�فضای ͷی

خود که را R توی به Ω بر توابع همه��ی مجموعه�ی .m ∈ N و Ω ⊂ Rn کنید فرض .٣.١.١ تعریف

دیͽر به�عبارت مͬ�دهیم، نمایش Cm(Ω) با است پیوسته Ω بر m-ام مرتبه�ی تا مشتقاتشان و

Cm(Ω) = {u : Ω → R | باشد پیوسته Ωبر u(k) ; k = ۰, ۱, · · · ,m }

است تابعͬ V روی نرم ͷی باشد. C میدان روی برداری فضای ͷی V فرضکنید .۴.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که R به V از ،∥.∥ مانند

،x = ۰ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ۰ این بر علاوه .∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ V هر �ازای به (الف)

،∥λx∥ = |λ|∥x∥ ،x ∈ V و λ ∈ C هر �ازای به (ب)

مثلث). +x∥(نامساوی y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر �ازای به (ج)

ماتریسͬ نرم را نرم ،V = Cn×n �که صورتͬ در و برداری نرم را نرم ،V = Cn �که �صورتͬ در

مͬ�نامند.

A,B ∈ هر �ازای به هرگاه دارد، ضربͬ خاصیت Cn×n روی ∥.∥ ماتریسͬ نرم گوییم .۵.١.١ تعریف

باشیم داشته Cn×n

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

x = بردار نرم - p ،p ≥ ۱ هر �ازای به مͬ�شود ملاحظه ،V = Cn کنید فرض .٣.١.١ مثال

�صورت به که (x۱, x۲, · · · , xn)T ∈ V

∥x∥p = (
n∑
i=۱

|xi|p)
۱
p

٣



اولیه مقدمات و مفاهیم .١ فصل

اقلیدسͬ نرم را فوق نرم p = ۲ �ازای به مͬ�کند. تأمین را ۶.١.١ تعریف شرایط مͬ�شود، تعریف

١مͬ�نامند.

در باشد. A ∈ Cn×n و Cn روی برداری نرم ͷی ∥.∥ کنید فرض طبیعͬ): (نرم .۶.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به برداری نرم این به متناظر طبیعͬ نرم �صورت این

∥A∥ = max
∥x∥=۱

∥Ax∥ = max
∥x∥≠۰

∥Ax∥
∥x∥

.

داریم: هم�چنین

∥A∥۱ = max
j

∑
i

|aij|,

∥A∥∞ = max
i

∑
j

|aij|.

λ مانند اسͺالری هرگاه مͬ�نامیم، A ∈ Cn×n ماتریس ویژه�ی بردار را x ̸= ۰ بردار .٧.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود

Ax = λx,

مͬ�نامیم. A ماتریس ویژه�ی مقدار را λ اسͺالر

نمایشمͬ�دهند. σ(A) با و مͬ�نامند Aطیف را Aماتریس ویژه�ی مقادیر مجموعه�ی تعریف٨.١.١.

با است برابر طیفͬ شعاع

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

تعریف زیر �صورت به و مͬ�دهند نمایش Cond(A) با را A ماتریس شرطͬ عدد .٩.١.١ تعریف

مͬ�شود:

Cond(A) = ∥A∥∥A−۱∥ =

√
|λmax

λmin

|,

بد را سیستم Cond(A) ≫ ۱ اگر و وضع خوش را سیستم باشد، ͷنزدی ͷی عدد به Cond(A) اگر

مͬ�نامند. وضع
١Euclidean Norm
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اولیه مقدمات و مفاهیم .١ فصل

که است تابعͬ ،V مختلط) (یا حقیقͬ برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی .١٠.١.١ تعریف

مͬ�دهد نسبت را (x, y) مختلط) (یا حقیقͬ اسͺالر ،V در y و x بردارهای از مرتب زوج هر به

کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که

،x = ۰ اگر وتنها اگر (x, x) = ۰ براین علاوه .(x, x) ≥ ۰ و باشد حقیقͬ (x, x) (الف)

،(x, λy) = λ(x, y) ،λ اسͺالر هر برای (ب)

،(x, y + z) = (x, y) + (x, z) ،z ∈ V هر برای (ج)

.(x, y) = (y, x) (د)

فضای ͷی باشد شده تعریف آن در داخلͬ ضرب ͷی که حقیقͬ یا مختلط برداری فضای هر

مͬ�شود. نامیده داخلͬ حاصل�ضرب

به باشد. شده تعریف نرم ͷی آن روی که است برداری فضای نرم��دار، فضای .١١.١.١ تعریف

آن�گاه باشد، (x, y) داخلͬ ضرب با داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی V اگر که دید مͬ����توان سادگͬ

داخلͬ حاصل�ضرب فضای هر دیͽر، �عبارت به مͬ�کند. تعریف V روی را نرم ͷی ∥.∥ =
√
(., .)

است. نرم�دار فضای ͷی

مͬ�کند. تعریف V روی نرم ͷی ∥.∥p این�صورت در ،V = Rnکنید فرض .۴.١.١ مثال

داریم L۲[a, b] = {f |f : [a, b] → R,
∫ b

a
|f(t)|۲dt <∞} اگر .١٢.١.١ تعریف

∥f∥۲
۲ =

∫ b

a

|f(t)|۲dt

مͬ�شود: تعریف زیر انتͽرال �صورت به گاما تابع .١٣.١.١ تعریف

Γ(z) =

∫ ∞

۰
tz−۱e−tdt

است: زیر رابطه�ی گاما تابع اساسͬ ویژگͬ

Γ(z + ۱) = zΓ(z).

۵
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مͬ�شود: اثبات جزء جزءبه انتͽرال توسط �سادگͬ به که

Γ(z + ۱) =
∫ ∞

۰
tze−tdt = [−e−ttz]t=∞

t=۰ + z

∫ ∞

۰
tz−۱e−tdt = zΓ(z).

داد: نمایش نیز زیر حد توسط مͬ�توان را گاما تابع گاما) تابع حدی (نمایش .١.١.١ قضیه

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ۱)...(z + n)
,

ͬͺکم تابع از ویژگͬ، این اثبات برای اثبات.

fn(z) =

∫ ۱

۰
tz−۱(۱− t

n
)ndt

داشت: خواهیم ،τ =
t

n
متغیر تغییر با که مͬ�کنیم استفاده

fn(z) = nz

∫ ۱

۰
(۱− τ)nτ z−۱dτ

=
nz

z
n

∫ ۱

۰
(۱− τ)n−۱τ zdτ

=
nzn!

z(z + ۱)...(z + n− ۱)

∫ ۱

۰
τ z+n−۱dτ

=
nzn!

z(z + ۱)...(z + n− ۱)(z + n)
.

از استفاده با و فوق رابطه�ی از حدگیری با

lim
n→∞

(۱− t

n
)n = e−t

مͬ�آوریم: به�دست

lim
n→∞

fn(z) = lim
n→∞

∫ n

۰
(۱− t

n
)ntz−۱dt =

∫ ∞

۰
e−ttz−۱dt = Γ(z).

. است تمام اثبات فوق روابط به توجه با که

۶



اولیه مقدمات و مفاهیم .١ فصل

شده داده نمایش L{f(t)} یا F (s) نماد با t ≥ ۰ برای ،f(t) تابع لاپلاس١ تبدیل .١۴.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به و

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

۰
e−stf(t)dt

F (s) معͺوس تبدیل را f(t) تابع و f(t) لاپلاس تبدیل را F (s) تابع باشد، موجود انتͽرال این اگر

است. حقیقͬ عددی s فوق رابطه�ی در مͬ�دهیم. نمایش L−۱ {f(s)} نماد با �را آن و مͬ�نامیم

است. شده ارائه توابع از برخͬ لاپلاس تبدیل ،(١.١) جدول در

توابع از برخͬ لاپلاس تبدیل :١.١ جدول

f(t) F (s)

a
a

s

ktn k
n!

sn+۱

keat
k

s− a
kcosat k

s

s۲ + a۲

ksinat k
a

s۲ + a۲

kcoshat k
s

s۲ − a۲

ksinhat k
a

s۲ − a۲

آن�گاه باشند، موجود s > ۰ ازای به دو هر G(s) = L[g(t)] و F (s) = L[f(t)] اگر .٢.١.١ قضیه

L[h(t)] = H(s) = F (s)G(s),

آن در که

h(t) =

∫ t

۰
f(t− u)g(u)du.

مͬ�شود. داده نمایش h = f ∗ g با و است معروف f و g پیچش به h تابع
١Laplace Transformation
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مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به معمولا˟ ١ بتا تابع .١۵.١.١ تعریف

B(z, w) =

∫ ۱

۰
xz−۱(۱− x)w−۱dx, (Re(z) > ۰, Re(w) > ۰).

بنابراین است، ͷی برابر دیͽر، چͽالͬ تابع هر مانند بتا توزیع منحنͬ زیر مساحت ∫چون ۱

۰

Γ(z + w)

Γ(z)Γ(w)
xz−۱(۱− x)w−۱dx = ۱,

∫درنتیجه ۱

۰
xz−۱(۱− x)w−۱dx =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

دیͽر �عبارت به

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

لفلر٢ - میتاگ تابع .١۶.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به لفلر - میتاگ استاندارد تابع

Eα(z) :=
∞∑
k=۰

zk

Γ(kα+ ۱)
, (α > ۰),

مͬ��شود: تعریف زیر بسط �وسیله�ی به پارامتری دو لفلر - میتاگ تابع هم�چنین

Eα,β(z) :=
∞∑
k=۰

zk

Γ(kα + β)
, (α > ۰, β > ۰).

داریم: تعریف از استفاده با

E۱,۱(z) :=
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۱)
=

∞∑
k=۰

zk

k!
= ez,

E۱,۲(z) :=
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۲)
=

∞∑
k=۰

zk

(k + ۱)!
=

۱
z

∞∑
k=۰

zk+۱

(k + ۱)!
=
ez − ۱
z

,

E۱,۳(z) :=
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۳)
=

∞∑
k=۰

zk

(k + ۲)!
=

۱
z

∞∑
k=۰

zk+۲

(k + ۲)!
=
ez − ۱− z

z۲
,

کلͬ حالت در و

E۱,m(z) =
۱

zm−۱

{
ez −

m−۲∑
k=۰

zk

k!

}
.

١Beta
٢Mittage-Leffler
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