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آرامشͽرم همسر به تقدیم

صبورم، استاد

مهربانم... دوستان و خانواده�ام



೯داو৯د
عشق نبضم، روح شد، چشمانم نور دمیدی، خاک ذره�ای به عشق�ات و روح و نور از روزگاری

انسان... شد، من خاک آنگاه و قلب

و را روح�ات همه�ی و نور همه�ی مͬ�گیری پس باز خداوند، مشیت، و حͺم به دیͽر روزگاری و

توست، اراده�ی گرو در مماتم و حیات همه�ی چند هر که نه، را عشق را، عشق اما و مͬ�شوم، خاک

تو. عشق باشد، باقͬ نیستم و هست در عشق ممات، و حیات در تا میخواهم اجازه اما

و೯داو৯د
مͬ�بخشد، معنا من چون ͬͺکوچ برای را عظیم ربوبیت این و الوهیت این که عشق�ات همین انگار

هست این تمام در که من و بی�درنگ، شدم، هست دم در عشق، به داده�ای فرمان را نیستͬ چون که

هیچ... و هیچم هستͬ، و

از... نزدیͺتر خداوند،

آি࡬ویدਜอං౱ی�೯୓داਪی঒ࡣت଒داಶඍن�اش
৯داಶඍن॥୓ت ධ෈رانૡঙه



චاری... ণپاس໋�
مͬ�بردم، سر به نور قدقامت اقامه�ی از غافل که شبخویش، فروخفتگͬ از مرا که را سپاسخداوند

آراست. عقل زیور به و گرداند وزین کلام�اش سنگینͬ از

آقازاده، ناصر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

تسلط و بسیارشان دانش ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ریاضͬ برنامه�های و زی�پرشین بسته به کامل

این مشاوره� و مطالعه زحمت که خانͬ علͬ دکتر آقای جناب و جهانشاهͬ محمد دکتر آقای جناب از

سوال�های به پاسخͽویی آماده�ی همیشه که رنجبر مجتبی دکتر آقای جناب و فرمودند تقبل را رساله

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به و بودند من بیشمار

زحمات اینجانب تحصیلات مدت در که دزفولیان اعظم خانم تحصیلم، دوران گرامͬ معلم از

گروه مدیر دوست، حقیقت قربانعلͬ دکتر آقای جناب از همچنین و شده�اند، متحمل را فراوانͬ

مͬ�نمایم. تشͺر هستند ریاضͬ گروه قلب قوت همیشه که ریاضͬ، محترم

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و

همسر و شبنم خواهرم و عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به گرامͬ�ام

کنار در آرامش�بخش وجودی که میدیا، همیشه�ام و ارزشمند دوست و بودند من پشتیبان بهترین

من بر بی�منت خورشید، نور همچون مهرشان که میترا و رمیسا چرو، مهرم، پر دوستان و بود من

تابید.

شͺرائͬ مینا

١٣٨٩ تیر



چͺیده

از ناشͬ خطاهای و سهموی انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل مورد در بحث به پایان�نامه، این
نظر مورد معادله�ی جواب زدن تقریب برای اینجا در که روشͬ مͬ�پردازد. جواب زدن تقریب
تقریب، از مرحله هر در و است ناپیوسته گالرکین ͷموج فشرده�سازی روش مͬ�شود استفاده
مسائل در غالباً سهموی انتگرال-دیفرانسیل معادلات مͬ�شود. محاسبه نیز تقریبی جواب خطای
وابسته زمان به که گرما معادلات و مانا، حالت ،ͷاستاتی مسائل مانند شوند مͬ ایجاد ͷفیزی

مͬ�باشند.
خطاهای ،ͷموج از استفاده با سازی فشرده سهموی، دیفرانسیل انتگرال معادلات واژه�ها: کلید

ضعیف. پذیری نظم ناپیوسته، گالرکین روش تقریب،
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١ فصل

مقدمات

پیشنیازها و تعاریف ١.١

شیتز١ لیپ پیوسته مرز .١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر اگرشرطهای است، شیتز لیپ پیوسته مرز دارای Ω ⊂ Rn باز مجموعه�ی گوییم

و موضعͬ مختصات دستگاههای متناهͬ تعداد و باشد داشته وجود β > 0 و α > 0 ثابت�های

پیوسته�ی {x̂r ∈ Rn−1, |x̂r| ≤ α} دامنه�های روی که 1 ≤ r ≤ R برای ar موضͬ نگاشت�های

طوریͺه: به هستند شیتز لیپ

Γ = ∪R
r=1{(xr1, x̂r); xr1 = ar(x

r), |x̂r| < α},

{(xr1, x̂r); ar(x̂r) < xr1 < ar(x̂
r) + β; |x̂r| < α} ⊂ Ω, 1 ≤ r ≤ R,

{(xr1, x̂r); ar(x̂r)− β < xr1 < ar(x̂
r); |x̂r| < α} ⊂ CΩ̄, 1 ≤ r ≤ R,

مͬ�شود ملاحظه است. برقرار |xri | < α, r ≤ i ≤ n برای |x̂r| < α و x̂r = (xr2, · · · , xrn) که

.(١.١ (شͺل است کراندار شیتز لیپ پیوسته مرز با باز مجموعه�ی ͷی که

چندگانه٢ اندیس .٢.١.١ تعریف

که است α = (α1, · · · , αd) شͺل به بردار ͷی چندگانه اندیس باشد، فضا بعد d کنید فرض

میدهیم. نشان |α| =
∑d

j=1 αj با را α اندیسچندگانه طول است. αj نامنفͬ صحیح اعداد شامل

١Lipschitz-continuous boundary
٢Multi-index

١



٢ مقدمات .١ فصل

:١.١ شͺل



٣ مقدمات .١ فصل

تعریف زیر صورت به را f ام α جزئͬ مشتق بͽیرید، نظر در را f پیوسته پذیر مشتق بار m تابع

: [٨] مͬ�کنیم

Dαf =
∂|α|f

∂x1
α1∂x2

α2 . . . ∂xd
αd

·

با آنها مشتق�های که است ناهموار و ناپیوسته تابع�های شامل Lp ͹لب فضای .٣.١.١ ملاحظه

تقریباً ͷکلاسی مشتق�های موارد از بسیاری در حال هر به نشده�اند. تعریف ͷکلاسی روش�های

مجموعه�هایی زیر از مستقل را مشتق مفهوم که است این داریم نیاز که چیزی دارند. وجود جا همه

داده انجام ضعیف مشتق�های کردن تعریف با را کار این ٣ سوبولف دهیم. تعمیم صفر اندازه با

هستند. توزیع��ها ضعیف، مشتق�های تعریف برای اصلͬ جزء است.

توزیع�ها۴ فضای .۴.١.١ تعریف

که فشرده محمل با (تابع�هایی توزیع��ها فضای است. باز مجموعه�ی ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به هستند) هموار بار بینهایت

C∞
0 (Ω) = {φ ∈ C∞(Ω); supp(φ) ⊂ Ω; supp(φ) is compact}·

مͬ��کنیم یادآوری مͬ�کنند. C0استفاده
∞(Ω)جای D(Ω)به نمادهایD(Ω)یا از جاها از بعضͬ در

است: کراندار و بسته همیشه که تعریفمͬ�شود زیر صورت به φ مانند تابع ͷی فشرده�ی محمل که

supp(φ) = {x ∈ Ω;φ(x) ̸= 0}·

ابتدا مͬ�شود، استفاده جزء جزءبه انتگرالͽیری اولیه نتایج بعضͬ از ضعیف مشتق�های تعریف در

مͬ�آوریم. زیر در قضایایی صورت به را نتایج این

گوس۵ .۵.١.١ قضیه

u, v ∈ C1
∩
C(Ω̄) برایهر است. لیپشیتز پیوسته مرز با کراندار Ωیͷدامنه ⊂ Rd فرضکنید

∫داریم:
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω
u
∂v

∂xi
dx+

∫
∂Ω
uvνidS

است. ∂Ω مرز واحد خارجͬ نرمال بردار ν(x) = (ν1, ν2, . . . , νd)
T (x) که

٣S.L.Sbolev
۴space of distributions
۵Gauss’s theorem



۴ مقدمات .١ فصل

[٨] برهان.

استوکس۶ .۶.١.١ قضیه

هموار بردار هر است. شیتز لیپ پیوسته مرز با کراندار دامنه ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض

ω ∈ [C1
∩
C(Ω̄)]d

مͬ�کند: صدق زیر رابطه ∫در
Ω
∇ · ω(x)dx =

∫
∂Ω
ω(x) · ν(x)dS

است. گرادیان بردار ∇ = ∂
∂x1

+ ∂
∂x2

+ · · ·+ ∂
∂xd

و ∂Ω به واحد خارجͬ نرمال بردار ν(x) که

[٨] برهان.

اندیس ͷی α و f ∈ Cm(Ω) و است باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rd کنید فرض .٧.١.١ قضیه

است: برقرار φ ∈ C∞
0 (Ω) هر برای زیر رابطه آنگاه .|α| ≤ m طوریͺه به است ∫چندگانه

Ω
Dαf(x)φ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
f(x)Dαφ(x)dx

[٨] برهان.

داریم نیاز که چیزی آخرین شدیم. ͷنزدی ضعیف مشتق�های تعریف به خیلͬ قضیه این با

است. Lp
loc(Ω) فضای تعریف

موضع٧ͬ پذیر انتگرال تابع�های فضای .٨.١.١ تعریف

پذیر p−انتگرال ،f : Ω −→ R تابع .1 ≤ p <∞ و است باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rd فرضکنید

.�f ∈ Lp(K) باشیم Ωداشته Kاز فشرده��ی مجموعه زیر هر برای اگر مͬ�شود Ωنامیده در موضعͬ

مͬ�شود. داده نشان Lp
loc(Ω) با Ω در موضعͬ پذیر p−انتگرال تابع�های همه�ی فضای

۶Stokes’s theorem
٧Space of locally-integrable functions



۵ مقدمات .١ فصل

داریم: 1 ≤ p <∞ و Ω ⊂ Rd باز مجموعه�ی هر برای وضوح به .٩.١.١ ملاحظه

Lp(Ω) ⊂ Lp
loc(Ω)·

ندارد، قرار 1 ≤ p هر برای Lp(0,∞) فضای در 1
x تابع مثال برای است. بزرگ خیلͬ Lp

loc فضای

دارد. قرار 1 ≤ p هر برای Lp
loc(0,∞) فضای در اما

1 ≤ q ≤ p که هرجا آنگاه باشد، کراندار لزوماً نه و باز Ωمجموعه�ای ⊂ Rd اگر .١٠.١.١ ملاحظه

است: برقرار زیر شمول

Lp
loc(Ω) ⊂ Lq

loc(Ω)

ضعیف٨ مشتق .١١.١.١ تعریف

را Dα
wf ∈ L1

loc تابع است. چندگانه اندیس ͷی α و f ∈ L1
loc است. باز Ω ⊂ Rd کنید فرض

باشد: برقرار φ ∈ C0
∞(Ω) هر برای زیر رابطه�ی اگر مͬ�گوییم f ضعیفαام ∫مشتق

Ω
Dα

wf(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω
f(x)Dαφ(x)dx

مشتق است. اندیسچندگانه ͷی α و f ∈ L1
loc(Ω) و است باز Ω ⊂ Rd فرضکنید .١٢.١.١ لم

مͬ�شود. تعریف Ω در فرد به منحصر طور به Dα
wf ∈ L1

loc(Ω) ام αضعیف

[٨] برهان.

سوبولف٩ فضاهای .١٣.١.١ تعریف

W k,p با را سوبولف فضاهای .p ∈ [1,∞] و صحیح عدد 1 ≤ k است، باز Ω ⊂ Rd فرضکنید

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان

W k,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω); Dα
wf exists and lies in L

p(Ω) for

all multi− indices α, |α| ≤ k}·

٨Weak Derivative
٩Sobolev spaces



۶ مقدمات .١ فصل

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ∥ · ∥k,p نرم 1 ≤ p <∞ هر برای

∥f∥k,p =
(∫

Ω

∑
|α|≤k

|Dα
wf |pdx

) 1
p

=
( ∑

|α|≤k

∥Dα
wf∥pp

) 1
p

مͬ�کنیم: تعریف p = ∞ برای و

∥f∥k,∞ = max
|α|≤k

∥Dα
wf∥∞,

داریم p = 2 که خاصͬ مورد در

W k,p(Ω) = Hk(Ω)·

W k,2(Ω)سوبولف فضای است. صحیح عدد 1 ≤ k و باز Ω ⊂ Rd فرضکنید .١۴.١.١ قضیه

است: هیلبرت فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب با

(f, g)k,2 =

∫
Ω

∑
|α|≤k

DαfDαgdx

=
∑
|α|≤k

(Dαf,Dαg)L2(Ω)

[٨] برهان.

١٠ͷموج .١۵.١.١ تعریف

سرعت با ͷموج موضوع شد. معرفͬ ١٩٨٢ سال در ١١ مورلت توسط بار موجͷاولین اصطلاح

جمله از گرفت، شͺل آن برای مختلف حوزه�های در زیادی کاربرد�های و یافت توسعه گیری چشم

نظریه ماتریس، نظریه تقریب، نظریه تصویر، پردازش کامپیوتری، ͷگرافی سیͽنال، پردازش در

دیفرانسیل. معادلات و عملͽرها

توابع فضای در را مفهوم این ابتدا میͺنیم. آغاز ١٢ چندگانه تجزیه�ی آنالیز تعریف با را بخش این

مͬ�کنیم. بررسͬ L2(R) یعنͬ R روی مجذوری پذیر انتگرال

١٠Wavelet
١١J.Morlet
١٢Multiresolution Analysis



٧ مقدمات .١ فصل

است R روی توابعͬ از متشͺل فضاها زیر از دنباله�ای MRA چندگانه تجزیه�ی آنالیز از منظور

کنند: صدق زیر خواص در بطوریͺه

باشد. R از بسته�ای فضای زیر Vn ،n هر برای .١

Vn ⊂ Vn+1 .٢

∪∞
n=−∞ Vn = L2(R) .٣

∩∞
n=−∞ Vn = 0 .۴

f(x) ∈ V0 ⇐⇒ f(2nx) ∈ Vn+1 .۵

یͺه متعامد پایه {ϕ0,k(x) = ϕ(x − k) : k ∈ Z} که باشد موجود گونه�ای به ϕ ∈ V0 .۶

باشد. V0 برای

ϕ(2x − k) توابع از خطͬ ترکیب صورت به مͬ�تواند که مͬ�شود، گفته مقیاس تابع ،ϕ تابع به

شود: نوشته

ϕ(x) =

∞∑
−∞

pkϕ(2x− k)·

دومقیاسͬ دنباله�ی {pk} به و مͬ�شود گفته مقیاس توابع برای دومقیاسͬ رابطه�ی بالا، رابطه�ی به

توی در تو دنباله بصورت چندگانه تجزیه�ی آنالیز ،(2) شرط به توجه با مͬ�گوییم. ϕ

· · · ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ · · ·

را ( دلخواه m ) Vm فضای هر باشد معلوم Vn فضای اگر (5) شرط به توجه با و مͬ�شود ساخته

آنالیز مͬ�توان مͬ�دهد تشͺیل را V0 فضای که ϕ مقیاس تابع داشتن با بنابراین ساخت. مͬ�توان

نمود. مشخص را Vn چندگانه�ی تجزیه�ی

Vn فضاهای زیر از تودرتو دنباله�ی ͷی که کنید فرض مͬ�گردیم. باز ͷموج تعریف به حال

که دارند وجود Wn فضاهای زیر مͬ�کند. صدق چندگانه تجزیه�ی آنالیز خواص در که شده داده

یعنͬ: هستند، Vn+1 در Vn متعامد مͺمل�های

Vn+1 = Vn
⊕

Wn



٨ مقدمات .١ فصل

و

Wn ⊥Wn′ , if n ̸= n′·

مͬ�شود: نتیجه هستند تودرتو Vn فضاهای زیر که آنجایی از

VN = Vn

N−n−1⊕
k=0

Wn+k, n < N ·

تجزیه�ی آنالیز از (4) و (3) خواص از هستند. متعامد هم به نسبت Wn فضاهای زیر همه�ی

مͬ�آید: بدست L2(R) متعامد تجزیه�ی چندگانه،

L2(R) =
⊕
n∈Z

Wn = · · ·
⊕

W−1

⊕
W0

⊕
W1

⊕
· · · ,

دارند: Vn فضاهای همانند را مقیاس(4) Wnخاصیت فضاهای علاوه به

f(x) ∈Wn ⇐⇒ f(2x) ∈Wn+1, n ∈ Z·

وجود چندگانه تجزیه�ی آنالیز اساسساختن است. شده داده Vn در ϕمقیاس تابع فرضکنید حال

و مͬ�شود نامیده ͷموج که W0است در ψ تابع

{ψn,k : k ∈ Z}

که مͬ�کند، تولید Wnرا

ψn,k(x) := ψ(2nx− k), n, k ∈ Z, 0 6 k 6 2n− 1·

−ϕ(2xها، k) از خطͬ ترکیب صورت به مͬ�تواند ψ(x) ∈ W0 ،V1 = V0
⊕
W0 که آنجایی از

مقیاس، توابع برای دومقیاسͬ رابطه�ی همانند شود. نوشته مͬ�دهند، تشͺیل را V1 برای پایه ͷی که

که: دارد وجود گونه�ای به {qk} دومقیاسͬ دنباله�ی

ψ(x) =

∞∑
−∞

qkϕ(2x− k)·

دارد. نام ͷموج برای دومقیاسͬ رابطه�ی بالا رابطه�ی



٩ مقدمات .١ فصل

دوگان١٣ متعامد پایه�های .١۶.١.١ تعریف

مجموعه�ی اگر گوییم، دوگان متعامد پایه�ی را {ϕk(x)}k∈Z ∈ L2 پایه�ای تابع�های مجموعه�ی

که گونه�ای به باشد داشته وجود {ϕ̃k(x)}k∈Z ∈ L2 مانند دیͽری پایه�ای تابع�های

⟨ϕk, ϕ̃l⟩ =
∫ ∞

−∞
ϕk(x)ϕ̃l(x)dx = δk,l·

در که مͬ�کنیم یادآوری مͬ�شود. نامیده {ϕk(x)}k∈Z دوگان پایه�ی {ϕ̃k(x)}k∈Z مجموعه�ی

دوگان، متعامد پایه�های در اما دارند تعلق فضا ͷی به پایه�ای تابع�های همه�ی متعامد پایه�های

ندارند. تعلق اصلͬ فضای به لزوماً دوگان پایه�های

به Wn ͷموج زیرفضاهای کنید فرض مͬ�کنیم. تعریف را دوگان متعامد موج�ͷهای حال

مͬ�شوند: تولید زیر صورت

Wn = {ψn
l := 2n/2ψ(2nx− l); l ∈ Z}

به کند، صدق زیر دوگان متعامد شرط در و باشد ψ̃n
l ∈ W̃n دوگان دارای ψn

l ∈Wn ͷموج اگر

گوییم: دوگان متعامد ͷموج پایه�ی ،{ψn
l } پایه�ی

⟨ψn
l , ψ̃

j
k⟩ = δn,j · δl,k, j, k, l, n ∈ Z·

آزادی١۴ درجه�های .١٧.١.١ تعریف

مͬ�کنند، تعریف زیر صورت به را V فضای در تابعͬ فرد به منحصر طور به که پارامترهایی

مͬ�شوند: نامیده تابع آن آزادی درجه�های

u =

n∑
i=1

ciϕi

هستند. u آزادی درجه�های ciها و V فضای پایه�های ϕiها که

ریز١۵ پایه�های .١٨.١.١ تعریف

١٣biorthogonal basis
١۴degrees of freedom
١۵Riesz basis



١٠ مقدمات .١ فصل

مͬ�شود: نوشته {ϕk(x)}k∈Z ∈ L2 پایه�های با زیر سری شͺل به g(x) ∈ L2 کنید فرض

g(x) =
∑
k

ckϕk(x)·

باشد: برقرار زیر نامساوی اگر مͬ�شود نامیده ریز پایه�های ،{ϕk(x)}k∈Z پایه�های مجموعه�ی

R1∥ck∥2l2 6 ∥g(t)∥2 6 R2∥ck∥2l2

R1∥ck∥2l2 6 ∥
∑
k

ckϕk(x)∥2 6 R2∥ck∥2l2 ,

مͬ�شوند. نامیده ریز کرانهای 0 < R1 6 R2 <∞ که

سری بسط آنگاه باشد، ریز پایه�های ویژگͬ دارای {ψj,k(x)}j,k∈Z پایه�ی اگر .١٩.١.١ ملاحظه

مͬ�باشد: موجود f ∈ L2(R) تابع هر برای زیر

f(x) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

cj,kψj,k(x)·



٢ فصل

متناهͬ عناصر روش

مقدمه ١.٢

تقسیم زیردامنه�ها از مجموعه�ای به شده داده دامنه�ی آن در که است روشͬ متناهͬ عناصر روش

نامیده متناهͬ» «عناصر و هستند ساده�تر اصلͬ دامنه�ی از هندسͬ نظر از دامنه�ها زیر این که مͬ�شود،

این است. عنصر هر روی بر معادله جواب از تقریبی کردن پیدا روش این دیͽر ویژگͬ مͬ�شوند.

گرهͬ نقاط مقدارهای از خطͬ ترکیب صورت به که است پیوسته�ای جمله�ای چند اغلب جواب

پیوستگͬ شرطهای کردن اعمال با عنصر، هر معادله�ی آوردن بدست از پس و مͬ�شود، نوشته

روش�های با عنصر هر روی را معادله جواب اینجا در مͬ�کنیم. ترکیب هم با را معادلات عناصر،

کنیم حل مͬ�خواهیم که را دیفرانسیلͬ معادله تغییراتͬ روش�های در به�دست�مͬ�آوریم. ١ تغییراتͬ

خطͬ ترکیب صورت به را تقریبی جواب مͬ�کنیم. عوض معادل�اش وزندار انتگرال ضعیف فرم با

جایͽذاری به�دست�آمده فرم در و مͬ�گیریم نظر در cj مجهول ضرایب و ϕj تقریب تابع�های از

در کنند. صدق به�دست�آمده معادل فرم در که �کنیم تعیین به�گونه�ای باید را cj ضرایب مͬ�کنیم.

بخش در و شده آورده تغییراتͬ روش�های معرفͬ برای نیاز مورد مقدمات ٣.٢ و ٢.٢ بخش�های

است. شده بیان روش کامل توضیحات ۴.٢

تفاضلات روش در مͬ�کنیم. استفاده ٢ متناهͬ تفاضلات روش از زمان به وابسته مسائل برای

با را tn زمانͬ گام در جواب مقدار آنگاه مͬ�کنیم افراز دلخواه زمان�های به را دامنه ابتدا متناهͬ

بیشتر توضیحات ۵.٢ بخش در به�دست�مͬ�آوریم. قبل زمانͬ گام�های در جواب مقدار به توجه
١variational methods
٢finite difference

١١



١٢ متناهͬ عناصر روش .٢ فصل

است. شده بیان کلͬ حالت در متناهͬ عناصر روش اساسͬ گام�های ۶.٢ بخش در و شده آورده

وزندار انتگرالͬ های فرم ٢.٢

صورت به u تقریب متناهͬ عناصر روش در است. اصلͬ دیفرانسیل معادله جواب u کنید فرض

مͬ�شود: گرفته نظر در زیر

u ≈
n∑

j=1

ujψj (١.٢)

ضرایبمجهول به�دست�آوردن برای هستند. ضرایبمجهول ujها تقریبو تابع�های ψjها آن در که

باشند. برابر هم با مجهولات و معادلات تعداد آن در که داریم خطͬ مستقل دستگاه ͷی به نیاز uj
اینکه برای نمͬ�کند. تولید را نظر مورد دستگاه اصلͬ معادله�ی در تقریبی جواب جایͽذاری همیشه

را زیر معادله�ی تقریبی جواب مͬ�خواهیم کنید فرض مͬ�آوریم. مثالͬ شود روشن�تر مطلب این

کنیم: مشخص

− d

dx
(x
du

dx
) + u = 0, 0 < x < 1 (٢.٢)

u(0) = 1,
(
x
du

dx

)∣∣∣
x=1

= 0· (٣.٢)

مͬ�گیریم: نظر در زیر فرم به را Ω = (0, 1) دامنه�ی کل روی تقریبی جواب

u ≈ UN =

n∑
j=1

cjϕj(x) + ϕ0(x) (۴.٢)

که هستند تابع�هایی ϕ0(x) و ϕj(x) و شوند مشخص باید که هستند مجهول ضرایب ها cj که

برای کند. صدق مسأله شرایط در UN N-پارامتری تقریبی جواب که انتخابشوند به�گونه�ای باید

ϕ1 = x2−2x ، ϕ0 = 1 برای را معادله�ی(٢.٢) تقریبی جواب و مͬ�گیریم درنظر Nرا = 2 مثال

مͬ�نویسیم: زیر فرم به ϕ2 = x3 − 3x و

u ≈ UN = c1(x
2 − 2x) + c2(x

3 − 3x) + 1·

صدق (٣.٢) در ،(۴.٢) در UN تقریبی جواب که مشخصشوند گونه�ای به باید c2 و c1 ثابت�های



١٣ متناهͬ عناصر روش .٢ فصل

مͬ�گیریم: نتیجه کند، صدق (٣.٢) در UN اگر کند.

−dUN

dx
− x

d2UN

dx2
+ UN =− 2c1(x− 1)− 3c2(x

2 − 1)− 2c1x− 6c2x
2

+ c1(x
2 − 2x) + c2(x

3 − 3x) + 1 = 0

داریم: پس شود صفر باید x مقدار هر برای بالا عبارت بنابراین

1 + 2c1 + 3c2 = 0

−6c1 + 3c2 = 0

c1 − 9c2 = 0

c2 = 0

جواب جایͽذاری با همیشه پس ندارد. وجود معادلات برای جوابی بنابراین ناسازگارند بالا روابط

فرم�های از استفاده با حال رسید. نخواهیم جواب به نظر مورد معادله�ی در (١.٢) فرم به تقریبی

جواب اگر مͬ�کنیم. حل (٣.٢) مرزی شرایط گرفتن نظر در با را (٢.٢) معادله�ی ٣ وزندار انتگرالͬ

کند: صدق هم زیر وزندار انتگرال فرم در باید کند، صدق (٢.٢) دیفرانسیل معادله در UN ∫تقریبی 1

0
ωRdx = 0 (۵.٢)

شود، مͬ نامیده باقͬ�مانده R که

R ≡ −dUN

dx
− x

d2UN

dx2
+ UN

مستقل معادله�ی دلخواه تعداد به مͬ�توانیم ω مستقل توابع برای (۵.٢) از دارد. نام وزن تابع ω و

مͬ�گیریم: نتیجه ،ω = x و ω = 1 دهیم قرار اگر مثال برای بͽیریم. نتیجه خطͬ

0 =

∫ 1

0
1Rdx = (1 + 2c1 + 3c2) +

1

2
(−6c1 + 3c2) +

1

3
(c1 − 9c2) +

1

4
c2

0 =

∫ 1

0
xRdx =

1

2
(1 + 2c1 + 3c2) +

1

3
(−6c1 + 3c2) +

1

4
(c1 − 9c2) +

1

5
c2

٣weighted-integral forms


