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اঀھامত࣌خ೴৅دی
١٣٩٢ ماه بهمن



الهام نام: نجدی شیخ دانشجو: خانوادگͬ نام

متناهͬ و مثبت گونای با جابجایͬ های حلقه یͺدیͽر پوچساز های ایدآل های گراف عنوان:

باقری سعید دکتر راهنما: استاد
رضائͬ رشید دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

آمار و ریاضͬ علوم دانشͺده ملایر دانشͽاه:
٧٩ صفحات: تعداد ١٣٩٢ ماه بهمن فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

گراف گونای پوچساز؛ ایدآل گراف جابجایͬ؛ حلقه کلیدی: واژگان

چͺیده
آنها پوچساز که باشند R از هایͬ ایدآل A(R)مجموعه و جابجایͬ حلقه ͷی R کنید فرض
مجموعه که داده نشان AG(R) صورت به R یͺدیͽر پوچساز های ایدآل گراف است. ناصفر
.IJ = (۰) اگر مجاورند J و I متمایز رأس دو و بوده A(R)∗ = A(R) − {(۰)} آن رئوس
دارای آنها پوچساز های ایدآل گراف که کنیم مͬ بررسͬ را جابجایͬ های حلقه نامه پایان این در
داده نشان ،γ(AG(R)) < ∞ و بوده آرتینͬ ای Rحلقه که درحالتͬ باشد. مثبت و متناهͬ گونای
.v.dim R

M

M

M۲ = ۲ و بوده گرنشتاین (R,M) یا و دارد ایدآل متناهͬ تعداد Rفقط یا که شود مͬ
های رده متناهͬ تعداد که شود مͬ داده نشان q > ۰, g ⩾ صحیح۰ عدد دو برای همچنین
R از M ماکسیمال ایدآل هر برای بطوریͺه دارد وجود R مانند آرتینͬ های حلقه از یͺریخت
موضعͬ ای حلقه R اگر که شود مͬ داده نشان علاوه به .γ(AG(R)) = g, | R

M
| ≤ q داریم

یا و است گرنشتاین R حلقه یا آنͽاه ،γ(AG(R)) < ∞ و نبوده صحیح حوزه که باشد نوتری و
دارد. ایدآل متناهͬ تعداد که است آرتینͬ ای حلقه R





ت

نامه پایان از دفاع ی جلسه داوران هیأت ی تاییدیه

ریاضͬ آمار-گروه و ریاضͬ علوم دانشͺده: نام
نجدی شیخ الهام دانشجو: نام

و متناهͬ گونای با جابجایͬ های حلقه یͺدیͽر پوچساز های ایدآل های گراف نامه: پایان عنوان
مثبت

دفاع:١٣٩٢ تاریخ
محض ریاضͬ رشته:

ها مدول و ها حلقه جبر-نظریه گرایش:

امضـــــــــــــا مؤسسه یا دانشͽاه مرتبه
دانشͽاهͬ

نام و نام
خانوادگͬ

سمت ردیف

دانشͽاه
ملایر

یار استاد دکتر
باقری سعید

راهنما استاد ١

دانشͽاه
ملایر

استادیار دکتر
رضائͬ رشید

مشاور استاد ٢

دانشͽاه
ملایر

یار استاد دکتر
وند زهره مسیب

مدعو استاد
داخلͬ

٣

دانشͽاه
همدان بوعلͬ

دانشیار دکتر
سامعͬ کریم

مدعو استاد
خارجͬ

۴



ৎقد৤مঙଘࢡඥرସ୍م
و඼່ز৯داند౱ඁندمষی࢖و඼່وಪ࣪وشا



ষیاীش١
فرود تو نیاز قدر به و شود مͬ ͷکوچ تو فهم قدر به اما زمان. بͬ و لامͺان و است نهایت بͬ خداوند

شود. مͬ کارگشا تو ایمان قدر به و شود مͬ گسترده تو آرزوی قدر به و آید مͬ

... را کس همه شود مͬ چیز همه خداوند

ابلیس. با معامله از پرهیز شرط به روح، طهارت شرط به دل، پاکͬ شرط به اعتقاد، شرط به

از را هایتان زبان و خلاف اندیشه هر از را مغزهایتان و ناروا احساس هر از را هایتان قلب بشویید

ها، ناراستͬ ها، ناجوانمردی از بپرهیزید و بازار. در آلودگͬ هر از را هایتان دست و ناپاک گفتار هر

ها.... نامردمͬ

دکان در و نشیند مͬ نان ای تͺه و خوراک ای کاسه با شما سفره بر چͽونه ببینید تا کنید چنین

. خواند مͬ آواز شما با شب خلوت های کوچه در و کند مͬ میزان را ترازویتان های کفه شما

شود؟ نمͬ یافت خدا خدایͬ در که خواهید مͬ چه زندگͬ از مͽر

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

صدرا ملا از ١مناجاتͬ



ণپاسච໋اری
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوند ستایش و سپاس

باقری دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که رضائͬ دکتر آقای جناب از

نمایم. مͬ قدردانͬ و تشͺر صمیمانه نمودند، راهنمایͬ را اینجانب رساله، این سازی

اঀھامত࣌خ೴৅دی
঳ࢯ૱نماه۱۳۹۲
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مقدمه

کرد جلب خود به را زیادی دانان ریاضͬ نظر ها گراف ویژگͬ از استفاده با جبری ساختارهای مطالعه

حلقه ͷی گراف مورد در بسیاری مقالات گردید. زیادی های پرسش و جالب بسیار نتایج به منجر و

[١۴] و [١٣] ،[١٢] ،[٩] ،[٨] مراجع در را مقالات این از تعدادی توان مͬ جمله از شد. نوشته

کرد. مشاهده

سال در ٢ ͷب توسط بار اولین برای گراف نظریه و جابجایͬ های حلقه بین ارتباط برقراری ایده

به حلقه عناصر ی همه داد، ارائه اش مقاله در دان ریاضͬ این که تعریفͬ در شد. مطرح ۱۹۸۸
تنها و اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو گراف این در شدند. گرفته نظر در گراف این رئوس عنوان

است. مجاور دیͽر رئوس همه با رأس۰ گراف این در بنابراین .xy = ۰ اگر

و ٣ اندرسون ،۱۹۹۹ سال در که این تا یافت، ادامه دیͽر دانان ریاضͬ توسط مقاله این مطالعه

در دادند. ارائه جابجایͬ هایͬ حلقه به وابسته گراف برای جدیدی تعریف ای مقاله طͬ ۴ لیوینͽستون

حلقه ناصفر صفر های علیه مقسوم مجموعه که Z(R) − {۰} گراف، رئوس مجموعه تعریف این

متمایز رأس دو گراف این در دهند. مͬ نشان Γ(R) با را R صفر های علیه مقسوم گراف و هستند

.xy = ۰ اگر تنها و اگر مجاورند y و x

قرار بررسͬ مورد [٢٧] و [٢۵] مراجع در جابجایͬ حلقه ͷی صفر علیه مقسوم گراف گونای

مرتبه از متناهͬ گرنشتاین حلقه ͷی (R,M) اگر که شد ثابت [٢٨] مرجع در جمله از است. گرفته

بطوریͺه باشد |R| = pk

k > ۴, M۲ ̸= (۰), M۳ = (۰), R

M
= Fp,

ببینید.) را ٩.١.٢ (لم است. Kpk−۳−p,p۳−۱ یا Kpk−۲−p,p۲−۱ از کپͬ ͷی Γ(R)شامل آنͽاه

جابجایͬ های حلقه متناهͬ تعداد ،g مثبت صحیح عدد هر برای که شود مͬ داده نشان همچنین

ببینید.) را ٣.٢.٢ (قضیه دارد. gوجود گونای با متناهͬ

است. وابسته حلقه عناصر از بیشتر هایش ایدآل رفتار به R حلقه ساختار ها حلقه نظریه در

باشند. R حلقه های ایدآل حلقه، عناصر جای به آن رئوس که شد مͬ تعریف گرافͬ بود بهتر بنابراین
٢Beck
٣Anderson
۴Livingston

٢



مقدمه٣

آن به که کردند تعریف را گرافͬ [١۶] و [١۴] مقالات در ۲۰۱۱ سال در راکعͬ و بهبودی

شود. مͬ داده نشان AG(R) با و شود مͬ گفته R جابجایͬ حلقه یͺدیͽر پوچساز های ایدآل گراف

R ناصفر پوچساز با ناصفر های ایدآل مجموعه یعنͬ A(R) − {(۰)} گراف این رئوس مجموعه

.IJ = اگر(۰) تنها و اگر مجاورند J Iو متمایز رأس دو گراف این در است.

متناهͬ گونای دارای یͺدیͽرشان پوچساز ایدآل گراف که هایͬ حلقه بررسͬ به نامه پایان این در

R آنͽاه ،γ(AG(R)) < ∞ و باشد آرتینͬ ای Rحلقه اگر دهیم مͬ نشان و پردازیم مͬ است مثبت و

(قضیه .v.dim R
M

M

M۲ = ۲ و است گرنشتاین ای حلقه (R,M) یا است ایدآل متناهͬ تعداد دارای

ببینید.) را ۴.٢.٣

R آرتینͬ حلقه متناهͬ تعداد آنͽاه باشد، نامنفͬ صحیحͬ عدد g و طبیعͬ عددی q اگر همچنین

کنند. مͬ صدق زیر شرایط در که دارند وجود

۱)γ(AG(R)) = g.

۲)| R
M

| ≤ q ∀M ∈ Max(R).

ببینید.) را ٩.٢.٣ قضیه )

شوند. مͬ بررسͬ نوتری های حلقه یͺدیͽر پوچساز های ایدآل گراف گونای ادامه در

آنͽاه ،γ(AG(R)) < ∞ و باشد نوتری موضعͬ حلقه ͷی R اگر که شود مͬ داده نشان همچنین

(قضیه هستند. AG(R) های رأس R بدیهͬ غیر های ایدآل همه یا است صحیح حوزه ͷی R حلقه یا

ببینید.) را ٣.٣.٣

بطوریͺه RرئوسAG(R)باشند نابدیهͬ های ایدآل همه که باشد نوتری ای Rحلقه اگر همچنین

ایدآل متناهͬ تعداد با آرتینͬ حلقه ͷی R یا است گرنشتاین ای حلقه R آنͽاه ،γ(AG(R)) < ∞

ببینید.) را ۴.٣.٣ (قضیه است.

بطوریͺه باشد صحیح حوزه غیر نوتری موضعͬ ای حلقه R اگر که شد خواهد داده نشان درپایان

ایدآل متناهͬ تعداد با آرتینͬ ای حلقه R یا است گرنشتاین ای حلقه R یا آنͽاه ،γ(AG(R)) < ∞

ببینید.) را ۵.٣.٣ (قضیه است.

اند. شده گرفته نظر در یͺدار و جابجایͬ ها حلقه همه نامه پایان این در که شود مͬ یادآوری



١ فصل

ها نیاز پیش

مقدمه

ایم. نرفته حال به تا که برویم راهͬ از باید ایم نرسیده که جایͬ به رسیدن برای

”گاندی”

های فصل در ما اساسͬ های ابزار که دهیم مͬ ارائه را قضایایͬ و تعاریف مفاهیم، اول فصل در

یͺدیͽر پوچساز های ایدآل های گراف بررسͬ نامه پایان این هدف که آنجایͬ از باشند. مͬ بعدی

بخش در است. بخش دو شامل فصل این لذا باشد، مͬ متناهͬ و مثبت گونای با جابجایͬ های حلقه

بیان را ها گراف ی نظریه از مفاهیمͬ نیز دوم بخش در و جابجایͬ های حلقه نظریه از مفاهیمͬ اول

کنیم. مͬ



جابجای۵ͬ های حلقه ی نظریه در مفاهیمͬ .١.١

جابجایͬ های حلقه ی نظریه در مفاهیمͬ ١.١

شود. مͬ داده نشان S∗ با S − {۰} باشد R ازحلقه ای زیرمجموعه S اگر .١.١.١ نمادگذاری

شود. مͬ داده نشان |X| با X اصلͬ عدد ،X دلخواه مجموعه هر برای .٢.١.١ نمادگذاری

شود. مͬ داده نشان Zn با n سنج به صحیح اعداد حلقه .٣.١.١ نمادگذاری

شود. مͬ داده نشان Fn با عضو n با متناهͬ میدان .۴.١.١ نمادگذاری

حاصل Rباشد. جابجایͬ حلقه از دلخواه ای Xزیرمجموعه و ایدآل ͷیI فرضکنید تعریف١.١.۵.

صورت به (I : X) قسمت خارج یا تقسیم

(I : X) = {a ∈ R : aX ⊆ I}

تقسیم حاصل ،I = خاص۰ حالت در شود. مͬ تعریف

(۰ : X) = {a ∈ R : aX = {۰}} = {a ∈ R : ab = ۰, ∀b ∈ X}

شود. مͬ داده نشان Ann(X) با و شود مͬ نامیده X پوچساز

است R حلقه صفر علیه مقسوم ͷی x .x ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنید فرض .۶.١.١ تعریف

.xy = ۰ که باشد داشته وجود y ∈ R مانند ناصفر عنصری هرگاه

شود. مͬ داده نشان Z(R) با R صفر های علیه مقسوم مجموعه

. Ann(I) ̸= اگر(۰) شود مͬ نامیده پوچساز ایدآل ͷی R از I ایدال .٧.١.١ تعریف

شود. مͬ داده نشان A(R) با R حلقه پوچساز های ایدآل مجموعه

ماکسیمال عضو شمول رابطه به نسبت گاه هر گوییم ماکسیمال Rرا حلقه Mاز ایدآل تعریف٨.١.١.

باشد. R سره های ایدآل مجموعه

را M ماکسیمال ایدآل ͷی دقیقا با R حلقه باشد. جابجایͬ ای حلقه R کنید فرض .٩.١.١ تعریف

نامیم. مͬ R ای مانده میدان را R

M
و دهیم مͬ نشان (R,M) با و نامیم مͬ ١ موضعͬ حلقه

ماکسیمال ایدآل با موضعͬ ی حلقه ͷی R صورت این در R = Z۸ کنید فرض .١٠.١.١ مثال

است. M = بفرد{۰,۲,۴,۶} منحصر

را ماکسیمال ایدآل متناهͬ تعداد با R حلقه باشد. جابجایͬ ای Rحلقه کنید فرض .١١.١.١ تعریف

نامیم. مͬ ٢ موضعͬ نیمه
١Local ring
٢Semi-local ring



ها۶ نیاز پیش .١

با موضعͬ نیمه ی حلقه ͷی R حلقه صورت این در .R = Z۴ × Z۸ کنید فرض .١٢.١.١ مثال

است. M۲ = Z۴ × {۰,۲,۴,۶} و M۱ = {۰,۲} × Z۸ ماکسیمال های ایدآل

با را آن و Rاست ماکسیمال های ایدآل Rاشتراک حلقه ٣ جیͺبسن رادیͺال .١٣.١.١ تعریف

دهیم. مͬ J(R)نشان

دهیم. مͬ نشان U(R) با را R حلقه پذیر وارون عناصر همه مجموعه .١۴.١.١ نمادگذاری

وارون عضو a صورت این در .a ∈ R و باشد جابجایͬ ای Rحلقه کنید فرض .١۵.١.١ نتیجه

.a /∈ M ،R از M ماکسیمال ایدآل هر برای اگر تنها و اگر است R از پذیری

□ ببینید. را [١] مرجع از ١١.٣ نتیجه برهان:

صورت به یͺتا بطور R آرتینͬ حلقه هر آرتینͬ): های حلقه ساختاری (قضیه .١۶.١.١ قضیه

است. آرتینͬ موضعͬ های حلقه از متناهͬ تعداد مستقیم حاصلضرب

□ ببینید. را [١١] از ٧.٨ قضیه برهان:

یا R عضو هر صورت این در باشد، متناهͬ و جابجایͬ ای حلقه R کنید فرض .١٧.١.١ نتیجه

است. صفر علیه مقسوم یا و است پذیر وارون

آرتینͬ های حلقه ساختار قضیه بنابر است. آرتینͬ پس است متناهͬ ای حلقه R چون برهان:

و موضعͬ هایͬ حلقه (Ri,Mi) ،i = ۱, · · · , k ازای به که R = R۱ ×R۲ × · · · ×Rk ،١۶.١.١

ͷی ازای به حداقل اگر باشد، R − Z(R) از عضوی که x = (x۱, x۲, · · · .xk) هر هستند. آرتینͬ

yi ∈ Ri مانند ناصفری عضو صورت آن در باشد. داشته وجود xi ∈ Mi = Z(Ri) ،i = ۱, · · · , k
بنابراین .xiyi = ۰ بطوریͺه دارد وجود

(x۱, · · · , xi−۱, xi, xi+۱, · · · , xk)(۰, · · · , yi, · · · ,۰) = (۰, · · · ,۰).

.xi /∈ Mi ،i = ۱,۲, · · · , k هر ازای به پس است. تناقض و x ∈ Z(R) که است این معنͬ به این

□ .x = (x۱, · · · , xk) ∈ U(R) نتیجه در و xi ∈ U(Ri) ،١۵.١.١ نتیجه بنابر حال

کند: صدق زیر معادل شرایط در اگر گوییم نوتری را M R-مدول .١٨.١.١ تعریف

و باشد M های زیرمدول از ای هرگاهi∈N(Gi)خانواده (١

G۱ ⊆ G۲ ⊆ · · · ⊆ Gi ⊆ Gi+۱ ⊆ · · ·

.Gk = Gk+i باشیم داشته i ∈ N هر برای که باشد داشته وجود k ∈ N آنͽاه

باشد. شمول رابطه به نسبت ماکسیمال عضو شامل M های زیرمدول از ناتهͬ مجموعه هر (٢

باشد. نوتری مدول، -R عنوان Rبه اگر گوییم ۴ نوتری را R حلقه .١٩.١.١ تعریف
٣Jacobson radical
۴Noetherian ring
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است. نوتری ،Z صحیح اعداد حلقه .٢٠.١.١ مثال

کند: صدق زیر معادل شرایط در اگر گوییم آرتینͬ را M R-مدول .٢١.١.١ تعریف

و باشد M های زیرمدول از ای هرگاهi∈N(Gi)خانواده (١

G۱ ⊇ G۲ ⊇ · · · ⊇ Gi ⊇ Gi+۱ ⊇ · · ·

.Gk = Gk+i باشیم داشته i ∈ N هر برای که باشد داشته وجود k ∈ N آنͽاه

باشد. شمول رابطه به نسبت مینیمال عضو شامل M های زیرمدول از ناتهͬ مجموعه هر (٢

باشد. آرتینͬ R-مدول، عنوان به R اگر گوییم ۵ آرتینͬ را R حلقه .٢٢.١.١ تعریف

طیف Rرا اول های ایدآل تمام مجموعه باشد، جابجایͬ حلقه ͷیR کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

دهیم. مͬ نشان Spec(R) با و نامیم Rمͬ اول

صورت دراین Rباشد. جابجایͬ حلقه سره Iایدآل کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف و قضیه

V ar(I) := {P ∈ Spec(R) : P ⊇ I}

ایدآل را V ar(I) مینیمال های عضو دارد. مشمولیت رابطه به نسبت مینیمال عضو ͷی کم دست

اول ایدآل هر باشد ناصفر R اگر نامیم. Iمͬ شامل مینیمال اول های ایدآل یا I مینیمال اول های

مینیمال اول های ایدآل همه مجموعه و نامیم مͬ R مینیمال اول ایدآل ͷی را R صفر ایدآل مینیمال

دهیم. مͬ نشان Min(R) با را R

□ ببینید. را [١] مرجع از ۵٢.٣ قضیه برهان:

در باشند. R از هایͬ ایدآل I۱, · · · , In و R جابجایͬ حلقه اول Pایدآل کنید فرض .٢۵.١.١ لم

ارزند: هم زیر های گزاره صورت این

.P ⊇ Ij ،j = ۱, · · · , n که jای ازای به (ͷی

.P ⊇
∩n

i=۱ Ii دو)

.P ⊇
∏n

i=۱ Ii سه)

□ ببینید. را [١] مرجع از ۵۵.٣ لم برهان:

است. ماکسیمال اول ایدآل هر R آرتینͬ حلقه هر در .٢۶.١.١ گزاره

□ ببینید. را [١١] مرجع از ١.٨ گزاره برهان:

ماکسیمال ایدآل متناهͬ تعدادی تنها R آنͽاه باشد، آرتینͬ و جابجایͬ ای حلقه R اگر .٢٧.١.١ لم

دارد.

□ ببینید. را [١] مرجع از ۴٠.٨ لم برهان:
۵Artinian ring
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است. نوتری ،R آرتینͬ و جابجایͬ حلقه هر .٢٨.١.١ قضیه

□ ببینید. را [١] مرجع از ۴۴.٨ قضیه برهان:

گوییم مͬ R ابتدایͬ ایدآل را Q باشد. R جابجایͬ حلقه از Qایدآلͬ کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

اگر

باشد، R سره Qایدآل یعنͬ ،Q ⊂ R (ͷی

.bn ∈ Q که باشد داشته nوجود ∈ N آنͽاه a /∈ Q ولͬ ab ∈ Q و a, b ∈ R اگر دو)

عبارت I ابتدایͬ تجزیه باشد. R جابجایͬ حلقه از ای سره ایدآل I کنید فرض .٣٠.١.١ تعریف

Iباشد: با برابر که R ابتدایͬ های ایدآل از متناهͬ تعدادی اشتراک از است
√
Qi = Pi ،i = ۱, · · · , n هر ازای به Iکه = Q۱ ∩ · · · ∩Qn

اگر گوییم Iمͬ مینیمال ابتدایͬ تجزیه را تجزیه این

Rباشند، متمایز اول ایدآل n ،Pn, · · · , P۱ (ͷی

باشیم داشته j = ۱, · · · , n هر ازای به دو)

Qj ⊉
∩n

i=۱,i ̸=j Qi.

باشد. داشته ابتدایͬ ای تجزیه اگر است R جابجایͬ حلقه پذیر تجزیه ایدآل I .٣١.١.١ تعریف

جابجایͬ حلقه از پذیری تجزیه ایدآل I فرضکنید ابتدایͬ. تجزیه یͺتایͬ قضیه اولین .٣٢.١.١ قضیه

های تجزیه و باشد R
√
Qi = Pi ،i = ۱, · · · , n هر ازای به Iکه = Q۱ ∩ · · · ∩Qn

√و
Q′

i = P ′
i ،i = ۱, · · · , n′ هر ازای به Iکه = Q′

۱ ∩ · · · ∩Q′
n

و n = n′ صورت این در باشند. I مینیمال ابتدایͬ تجزیه دو

{P۱, · · · , Pn} = {P ′
۱, · · · , P

′
n}.

اولͬ های ایدآل مجموعه همچنین و I مینیمال ابتدایͬ تجزیه ͷی های جمله تعداد دیͽر عبارت به

هستند. مستقل مفروض مینیمال ابتدایͬ تجزیه آن از اند تجزیه های جمله های رادیͺال که

□ ببینید. را [١] مرجع از ١٨.۴ نتیجه برهان:

I = Q۱ ∩ · · ·Qn وتجزیه R جابجایͬ حلقه از پذیری تجزیه ایدآل I کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف

صورت این در باشد. I مینیمال ابتدایͬ تجزیه ͷی
√
Qi = Pi داریم i = ۱, · · · , n ازای به که

عناصر دهند. مͬ نشان ass(I) با و نامند مͬ I به وابسته اول های ایدآل مجموعه را {P۱, · · · , Pn}

نامند. مͬ I به وابسته اول های ایدآل را ass(I)
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در .P ∈ Spec(R) و Rباشد نوتری و جابجایͬ حلقه از سره Iایدآلͬ کنید فرض .٣۴.١.١ قضیه

تنها و اگر یعنͬ ،(I : a) = P که باشد داشته وجود a ∈ R اگر تنها و Pاگر ∈ ass(I) صورت این

.(۰ :R λ) = AnnR(λ) = P بطوریͺه باشد داشته وجود λ ∈ R

I
اگر

□ ببینید. را [١] مرجع از ٢٢.٨ قضیه برهان:

ایدآلͬ I همچنین باشد. R جابجایͬ حلقه روی مدولͬ M کنیم فرض حلقه: تغییر .٣۵.١.١ گزاره

نͽاشت صورت این در .I ⊆ Ann(M) و R از

φ :
R

I
×M → M

(r + I,m) 7→ rm

کند. مͬ تبدیل R-مدول
I
ͷی به را M آبلͬ گروه

□ ببینید. را [١] مرجع از ١٩.۶ برهان:

روی برداری فضای ͷی Ann(M) آنͽاه باشد. موضعͬ حلقه (R,M) کنیم فرض .٣۶.١.١ نتیجه

است. R
M

میدان

صورت این در باشد. R از ایدآلͬ I و R جابجایͬ حلقه روی Mمدولͬ کنیم فرض .٣٧.١.١ قضیه

است. R-مدول
I
زیر عمل تحت M

IM
و I ⊆ Ann(

M

IM
)

(r + I)(m+ IM) = rm+ IM ،m ∈ Mو r ∈ Rهر ازای به

□ ببینید. را [١] مرجع از ٢٣.۶ تمرین برهان:

R

M
ای مانده میدان و M ماکسیمال ایدآل با موضعͬ ای حلقه R کنیم مͬ فرض .٣٨.١.١ قضیه

Mپوچ ایدآل توسط G

MG
R-مدول چون باشد. مولد متناهͬ یRͷ-مدول G کنیم مͬ فرض باشد.

دارد. برداری ی -فضا R

M
عنوان به یعنͬ ، R

M
روی مدول عنوان به طبیعͬ ساختاری بنابراین شود مͬ

معادلند. زیر احͺام صورت این در .g۱, · · · , gn ∈ G کنیم فرض

G برای مینیمال مولد مجموعه ͷی {g۱, · · · , gn}) شود. مͬ تولید g۱, · · · , gn توسط G الف)

است).

{g۱+MG, · · · gn+MG}) شود. مͬ تولید g۱+MG, · · · gn+MGتوسط G

MG
R-مدول ب)

است). G

MG
R-مدول برای مینیمال مولد مجموعه ͷی

شود. مͬ تولید g۱ +MG, · · · gn +MG توسط G

MG
-فضای R

M
ج)

است). G

MG
برداری -فضای R

M
برای پایه ͷی {g۱ +MG, · · · gn +MG})

□ ببینید. را [١] مرجع از ٣.٩ قضیه برهان:
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بطوریͺه باشد R از ایدآلͬ I و مولد متناهͬ R-مدول ͷیM کنید ناکایاما):فرض (لم .٣٩.١.١ لم

.M = ۰ کند مͬ ایجاب IM = M صورت این در .I ⊆ J(R)

□ ببینید. را [١] مرجع از ٢۴.٨ لم برهان:

R از ایدآلͬ I و مولد متناهͬ R-مدول ͷی M کنید فرض ناکایاما): لم (نتیجه .۴٠.١.١ نتیجه

IM +N = M که باشد ای Mبͽونه مدول زیر N کنید فرض همچنین .I ⊆ J(R) بطوریͺه باشد

.M = N صورت این در

□ ببینید. را [١] مرجع از ٢.٩ برهان:

دهیم. مͬ نشان v.dimFV نماد با را F میدان روی V برداری فضای بعد .۴١.١.١ نمادگذاری

این در باشد. F میدان روی متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V ̸= ۰ کنید فرض .۴٢.١.١ قضیه

داریم صورت

|V | = |F |v.dimFV .

□ ببینید. را [٣] مرجع برهان:

آنͽاه باشند، F میدان روی V مانند برداری فضای ͷی های زیرفضا V۲ و V۱ اگر .۴٣.١.١ قضیه

برقرارند. زیر روابط و هستند F میدان روی برداری فضای نیز (V۱ + V۲) و (V۱ ∩ V۲)

V۱ + V۲
V۲

∼=
V۱

V۱ ∩ V۲
,

v.dimF (V۱ + V۲)− v.dimFV۲ = v.dimFV۱ − v.dimF (V۱ ∩ V۲).

□ ببینید. را [٣] مرجع برهان:

هرگاه گوییم ۶ گرنشتاین حلقه ͷی را (R,M) نوتری موضعͬ حلقه .۴۴.١.١ تعریف

v.dim R
M
(Ann(M)) = ۱.

صورت: دراین باشد. R از ایدالͬ J و حلقه ͷیR کنید فرض .۴۵.١.١ نمادگذاری

I(J) = {I ⊴ R : I ⊆ J}.

خاص اصلͬ ایدآل ی حلقه ͷی باشد، موضعͬ و آرتینͬ که اصلͬ ایدآل حلقه هر .۴۶.١.١ تعریف

شود. مͬ نامیده

دارد. ای ساده بسیار ایدآلͬ ساختار خاص اصلͬ ایدآل هرحلقه که دهد مͬ نشان زیر لم
۶Gorenstein ring
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تعداد تنها R صورت این در باشد. خاص اصلͬ ایدآل حلقه ͷی (R,M) کنید فرض .۴٧.١.١ لم

هستند. M ماکسیمال ایدآل از توانͬ کدام هر که دارد ایدآل متناهͬ

دارد وجود p ∈ M باشد. آرتینͬ و موضعͬ اصلͬ، ایدآل حلقه (R,M) کنید فرض برهان:

بطوریͺه دارد وجود I از x عضو R از I سره و ناصفر ایدآل هر ازای به همچنین .M = Rp که

.I = (x) = Rx

یعنͬ است. تناقض که I = (x) = Rx = R نتیجه در x ∈ U(R) صورت این در x /∈ M اگر

،r ∈ M = Rp اگر اکنون .x = rp که دارد وجود r ∈ R مانند عنصری رو این از که x ∈ M = Rp

روند این ادامه با و r = r۱p که دارد وجود r۱ ∈ R مانند عضوی آنͽاه

x = rp = r۱p۲ = · · · = upk,

.u ∈ U(R) نتیجه در کند نمͬ عاد x = upk عضو pk+۱ و pk
∣∣x که است طبیعͬ عدد kبزرگترین

رو این از

I = Rx = Rupk = Rpk = (pk) = (p)k = Mk.

. است M ماکسیمال ایدآل از Rتوانͬ نابدیهͬ ایدآل هر که است معنͬ بدان این

طبیعͬ عددی و Mایستاست ⊇ M۲ ⊇ · · · زنجیره است. موضعͬ و آرتینͬ حلقه (R,M) چون

یعنͬ .I(R) = {R,M,M۲, · · · ,Mt−۱, (۰)} صورت این در .Mt = (۰) که دارد وجود t مانند
□ دارد. ایدآل متناهͬ تعداد بالا های ویژگͬ با حلقه هر

گونه به J ناصفر اصلͬ ایدآل اگر باشد. موضعͬ و آرتینͬ ای حلقه (R,M) کنید فرض .۴٨.١.١ لم

آنͽاه ،J ∈ I(Mn)− I(Mn+۱) باشیم داشته n مانند طبیعͬ عددی برای که باشد ای

I(J) = I(J ∩Mn+۱) ∪ {J}.

ناصفر عنصری بنابراین است، ناصفر اصلͬ ایدآل ͷی J ∈ I(Mn) − I(Mn+۱) چون برهان:

داریم بوضوح .J = Rx که دارد وجود x ∈ Mn −Mn+۱ مانند

I(J ∩Mn+۱) ∪ {J} ⊆ I(J).

این در گیریم. مͬ نظر در را K ∈ I(J) − {J} دلخواه ایدآل شمول این دیͽر طرف اثبات برای

وجود r ∈ R مانند عنصری ،K ⫋ J = Rx چون ،y ∈ K دلخواه و ناصفر عضو هر برای صورت

داریم و بوده پذیر وارون r صورت این غیر در زیرا r ∈ M که کنیم مͬ ادعا حال .y = rx که دارد

چون طرفͬ از و r ∈ M رو این از است. تناقض که J = Rx = K یعنͬ .x = r−۱y ∈ K

بنابراین .K ⊆ J داشتیم همچنین K ⊆ Mn+۱ یعنͬ .y = rx ∈ Mn+۱ داریم ،x ∈ J ⊆ Mn

تساوی رو این از .K ∈ I(J ∩Mn+۱)
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I(J ∩Mn+۱) ∪ {J} = I(J).

□ شود. مͬ نتیجه

ای گونه به R از اصلͬ ایدآل ͷی I و موضعͬ آرتینͬ حلقه ͷی (R,M) کنید فرض .۴٩.١.١ لم

.M۲ ⊆ Ann(I) صورت این در .|I(I)| = ۳ که باشد

|I(I)| = ۳ فرض از حال .I = Rx ∼=
R

Ann(x)
داریم یͺریختͬ اول قضیه ͷکم به برهان:

شامل فقط نیز R

Ann(x)
بنابراین است. نابدیهͬ ایدآل ͷی شامل دقیقا I = Rx که شود مͬ نتیجه

است. M

Ann(x)
همان که است نابدیهͬ ایدآل ͷی

لم نتیجه به بنا و M۲ + Ann(x) = M صورت این در M۲ ⊈ Ann(I) اگر خلف برهان به

□ .M۲ ⊆ Ann(x) = Ann(I) بنابراین است. تناقض که M = Ann(x) داریم ناکایاما

که باشد ای گونه به t طبیعͬ عدد و موضعͬ آرتینͬ حلقه ͷی (R,M) کنید فرض .۵٠.١.١ لم

ارزند. هم زیر های گزاره آنͽاه باشد، آن ای مانده میدان ،K =
R

M
اگر .Mt−۱ ̸= (۰) Mtو = (۰)

است؛ اصلͬ ایدآل حلقه ͷی R (١)

است؛ اصلͬ ایدآل ͷی M (٢)

,R,M,M۲؛ · · · ,Mt−۱,Mt = (۰) از عبارتند R های ایدآل تنها (٣)

)dimK؛
M

M۲ ) = ۱ یا و M = (۰) یا (۴)

.dimK(
Mi

Mi+۱ ) = ۱ داریم i ∈ {۱,۲, · · · , t− ۱} هر برای یا M = (۰) یا (۵)
است. بدیهͬ (۱) ⇒ (۲) ⇒ (۴) برهان:

ماند. نمͬ باقͬ اثبات برای چیزی و است میدان ͷیRصورت این Mدر = (۰) اگر (۴) ⇒ (۱)
{x + M۲} مانند عنصری ͷت ای پایه M

M۲ بنابراین .dimK(
M

M۲ ) = ۱ کنیم مͬ فرض بنابراین

نابدیهͬ ایدآل حال است. اصلͬ ایدآل M = Rx صورت این در .x ∈ M − M۲ آن در که دارد

که دارد وجود k ∈ N مانند طبیعͬ عددی بنابراین ،Mt = (۰) چون بͽیرید. نظر در را R از I

چون طرفͬ از .y /∈ Mk+۱ که دارد وجود y ∈ I مانند عضوی رو این از .I ⊈ Mk+۱ و I ⊆ Mk

بنابراین ،y ∈ I ⊆ Mk = Rxk

∃r ∈ R : y = rxk.

است. پذیر وارون r یعنͬ ،r /∈ M بنابراین است. تناقض که y = rxk ∈ Mk+۱ آنͽاه r ∈ M اگر

داریم رو این از

xk = r−۱y ∈ I ⇒ I = Rxk = Mk.
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است. اصلͬ R از I ایدآل هر یعنͬ

و است M از توانͬ صورت به R سره ایدآل هر که داد نشان (۴) ⇒ (۱) اثبات (۴) ⇒ (۳)
ماند. مͬ باقͬ اثبات برای چیزی بنابراین

است. (۵)واضح ⇒ (۴)
،i ∈ {۱,۲, · · · , t} که باشند Mi های توان همان R سره های ایدآل تنها اگر (۳) ⇒ (۵)
باشیم داشته باید بنابراین و ندارد وجود Mi+۱ و Mi بین سره بطور ایدآلͬ هیچ صورت این در

□ .dimK(
Mi

Mi+۱ ) = ۱

اجتماع بصورت توان نمͬ را V باشد، Fͬنامتناه میدان روی برداری فضایͬ V اگر .۵١.١.١ تذکر

نوشت. سره فضای زیر متناهͬ تعداد

آنها از ͷی هیچ که باشند V از ای سره فضاهای ,M۱,M۲زیر · · · · · · ,Mn کنید فرض برهان:

باشد، بقیه اجتماع در مشمول آنها از ͬͺی اگر ) .V = ∪n
i=۱Mi و نباشد بقیه از اجتماعͬ در مشمول

است.) n−۱ به n عدد کردن پیدا کاهش کردن حذف اثر تنها که داریم توجه و کنیم مͬ حذف را آن

داریم j ̸= ۱ هر برای بطوریͺه دارد وجود x۱ ∈ M۱ مانند برداری M۱ ⊈ ∪n
i=۲Mi چون

دارد. وجود x۰ ∈ V − M۱ بردار ͷی است، سره فضایͬ زیر M۱ اینͺه دلیل به و x۱ /∈ Mj

کنیم. مͬ تعریف زیر بصورت را L مجموعه

L = {x۰ + αx۱|α ∈ F}.

.L ∩M۱ = ∅ درنتیجه (x۰ + αx۱) /∈ M۱ داریم α ∈ F هر برای پس x۰ /∈ M۱ چون

و α ̸= β اگر زیرا باشند. بردار ͷی از بیش شامل توانند نمͬ L∩Mj های مجموعه j ̸= ازای۱ به
(α−β)−۱(α−β)x۱ ∈ Mj نتیجه در (α−β)x۱ ∈ Mj آنͽاه x۰+βx۱ ∈ Mj و x۰+αx۱ ∈ Mj

است. تناقض که x۱ ∈ Mj صورت این در و

x۰, x۱ ∈ V چون است. n از کمتر L∩ (M۱ ∪M۲ · · · ∪Mn) عناصر تعداد فوق مطالب بنابر

یعنͬ دارد. عضو بیشمار L ∩ V پس L ⊆ V نتیجه در x۰ + αx۱ ∈ V داریم α ∈ F هر ازای به

□ .V ̸= ∪n
i=۱Mi

را x ∈ R یͺه غیر عنصر باشد. R جابجایͬ حلقه روی مدول ͷی M کنید فرض .۵٢.١.١ تعریف

.y = ۰ که شود نتیجه xy = ۰ تساوی از y ∈ M هر برای هرگاه گوییم ٧ M-منظم عنصر ͷی

نباشد.) M روی صفر علیه مقسوم ͷی x (یعنͬ

خلاصه طور به (یا M-منظم دنباله ͷی را R عناصر از x = (x۱, · · · , xn) دنباله .۵٣.١.١ تعریف

عنصر ͷی xi ،i = ۲, · · · , n هر برای و بوده M-منظم عنصر ͷی x۱ گاه هر گوییم M-دنباله) ͷی
٧M-regular


