
چͺیده

گروه�هایͬ مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را نرمالساز زیر�گروه�های از متناهͬ تعداد با گروه�هایͬ پایان�نامه این در

دو دقیقاً با متناهͬ گروه�های بندی طبقه به مورا٢ و روماس١ مشهورند. ددکیند گروه�های به نرمالساز ͷی با

در مͬ�پردازیم. نیز نرمالساز چهار و سه با گروه�هایͬ بررسͬ به همچنین پایان�نامه این در پرداختند. نرمالساز

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را نرمالساز زیرگروه�های کمͬ تعداد با گروه�هایͬ انتها

متاهمیلتون. ددکیند، مرکز-بواسطه-متناهͬ، FC-گروه، متناهͬ، موضعاً نرمالساز، کلیدی: کلمات
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پیشͽفتار

اگر (G ∈ Nn) دارد نرمالساز n ،G گروه گوئیم است. نرمالساز n با گروه�هایͬ درباره پایان�نامه این بحث

طوری� به باشند) متمایز هم از ندارد لزومͬ (که G K۱از = G,K۲, ..., Kn زیرگروه�های باشد داشته وجود

در پس است. K۱, ..., Kn از ͬͺی برابر G در نرمالساز هر که این و i ∈ {۲, ..., n} برای Ki ⊂ G که

تعداد G گوییم مثلا́ داریم. را غیره و G ∈ N۳ \ N۲ و G ∈ Nn قبیل از اصطلاحاتͬ ما نرمالسازها بحث

.G ∈ Nn اگر n ∈ N هر برای ،G ∈ N مͬ�نویسیم و دارد نرمالساز متناهͬ

ابتدا Nمͬ�باشد. به متعلق گروه�های مشخصکردن Nnو به گروه�هایGمتعلق بررسͬ پایان�نامه این از هدف

متعلق گروهͬ اگر که مͬ�دهیم نشان دوم فصل در مͬ�پردازیم. پیشنیازها و اولیه تعاریف بیان به اول فصل در

هستند متناهͬ موضعاً N۲که \N۱ به متعلق گروه�های بررسͬ به همچنین است. FC-گروه ͷی Nباشد به

مرکز-بواسطه-متناهͬ آنͽاه باشد داشته نرمالساز متناهͬ تعداد G گروه اگر مͬ�دهیم نشان نیز و مͬ�پردازیم

بالعͺس. و است

چهارم فصل در مͬ�پردازیم. نرمالساز چهار و سه با گروه�هایͬ بررسͬ به مثال چند بیان و اثبات با سوم فصل در

و تعاریف بیان به پنجم فصل در پایان در و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را مرکزساز متناهͬ تعداد با گروه�هایͬ

مͬ�پردازیم. نرمالساز گروه�های زیر کمͬ تعداد با گروه�هایͬ با ارتباط در قضایایͬ

١



١ فصل

نیازها پیش و اولیه تعاریف

مͬ�پردازیم. مͬ�شود استفاده آنها از بعد فصل�های در که اولیه نͺات و تعاریف بیان به فصل این در

اولیه تعاریف ١.١

مͬ�دهیم. نمایش |G| با را آن Gکه مجموعه�ی اعضای تعداد از است Gعبارت گروه مرتبه�ی ١.١.١ تعریف

نامتناهͬ گروه ͷی Gاین�صورت غیر در باشد. متناهͬ عددی |G| هرگاه مͬ�شود نامیده متناهͬ گروه ͷی G

مͬ�شود. نامیده

عضوی شامل G آنͽاه ،p|n که طوری به اول عددی p و باشد n مرتبه از گروهͬ اگر (کشͬ) ٢.١.١ قضیه

است. p مرتبه از

.xy = yx باشیم داشته x, y ∈ G هر ازای به هر�گاه مͬ�شود نامیده جابه�جایͬ یا Gآبلͬ گروه ٣.١.١ تعریف

عضو یعنͬ شود تولید خود اعضای از ͬͺی Gتوسط هرگاه مͬ�نامیم دوری یͷگروه Gرا گروه ۴.١.١ تعریف

.G =< x > که طوری� به باشد داشته وجود x ∈ G

Ha = مجموعه صورت این در باشد. آن از عضوی a و G زیرگروه ͷی H کنیم فرض ۵.١.١ تعریف

مجموعه همچنین مͬ�نامیم. Ha نماینده را a عضو و G در H راست همدسته ͷی را {ha : h ∈ H}

مͬ�نامیم. aH نماینده را a عضو و G در H چپ همدسته ͷی را aH = {ah : h ∈ H}

٢



[G : با و نامیده G Hدر شاخص را G Hدرگروه زیرگروه چپ(راست) همدسته�های تعداد ۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش H]

.|H|||G| آنͽاه باشد متناهͬ G اگر .H ≤ G و گروه ͷی G کنید فرض (لاگرانژ) ٧.١.١ قضیه

و [G : H] Kو ≤ H ≤ G که طوری� به باشند G گروه از Kزیرگروه�هایͬ Hو کنید فرض ٨.١.١ قضیه

و است متناهͬ [G : K]صورت این در متناهͬ�اند. دو هر [H : K]

[G : K] = [G : H][H : K].

کنید. رجوع [٣٣] به

صورت این در باشد G از Mزیرگروهͬ و باشد گروه ͷی G کنید فرض ٩.١.١ تعریف

C
(M)
G = {g ∈ G : gm = mg, ∀m ∈ M}

و G Mدر مرکزساز را

N
(M)
G = {g ∈ G : M g = M}

گوییم. G Mدر نرمالساز را

.C(M)
G = N

(M)
G است واضح باشد عضوی ͷتM که حالتͬ در

که طوری به g ∈ G باشد داشته وجود هرگاه گوییم، مزدوج را G از H,K زیرگروه دو ١٠.١.١ تعریف

.Hg = K

داریم: x ∈ G برای باشد، گروه ͷی G کنید فرض ١١.١.١ تعریف

△(x) = {xg|g ∈ G} = {g−۱xg|g ∈ G}

ما که است رده این اعضای از ͬͺی x) xمͬ�نامیم. تزویج رده�ی را آن و است x مزدوج�های تمام (x)△شامل

ارزی هم کلاسهای به G گوییم). G از ارزی هم کلاس (x)△را کردیم. انتخاب رده نماینده عنوان به را آن

مͬ�گوییم. G مزدوجͬ کلاس را G ارزی هم کلاسهای تعداد مͬ�شود، افراز

٣



گروه تشͺیل توابع ترکیب قانون با که Ω غیرتهͬ مجموعه جایͽشت�های تمام مجموعه ١٢.١.١ تعریف

که حالتͬ در مͬ�دهیم. نمایش SΩ با را آن و نامیده Ω مجموعه متقارن گروه مͬ�دهد،

Ω = {x۱, ...xn}

از متقارن گروه را آن و داده نمایش Sn با را Ω متقارن گروه آنͽاه باشد، عضو n دارای و متناهͬ مجموعه�ای

مͬ�خوانیم. n درجه

متناوب گروه را آن ما که مͬ�دهد، گروه ͷی تشͺیل Sn در زوج جایͽشت�های تمام مجموعه ١٣.١.١ تعریف

(n۲)|An| = و AnSn نتیجه در و |Sn : An| = ۲ داریم: مͬ�دهیم. نمایش An با و مͬ�نامیم n درجه از

.n!۲

مͬ�کند: صدق زیر روابط در فقط که b و a عناصر توسط شده تولید گروه کوترنیون) (گروه ١۴.١.١ تعریف

a۴ = ۱, a۲ = b۲, b−۱ab = a−۱

واقع در مͬ�شود. داده نمایش Q۸ با و نامیده ٨ مرتبه کوترنیون گروه

Q۸ =< a, b|a۴ = ۱, a۲ = b۲, b−۱ab = a−۱ >= {۱, a, a۲, a۳, b, ab, a۲b, a۳b}

مͬ�نامند. کوترنیونͬ یͺه�های گروه را آن که Q۸ = {±۱,±i,±j,±k} نیز و

گروه ab = b−۱ab و an = b۲ = ۱ روابط با b و a مولدهای Gبا گروه وجهͬ) دو (گروه ١۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده D۲nنمایش با و نامیده ۲n مرتبه از دووجهͬ

عضو از است عبارت ،G اعضای از g۲ و g۱ عنصر دو جابه�جاگر ١۶.١.١ تعریف

[g۱, g۲] = g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ ∈ G.

داشت: خواهیم را زیر لم بلافاصله تعریف این موجب به

۴



داریم: صورت این در ،g۱, g۲ ∈ G که مͬ�کنیم فرض ١٧.١.١ لم

.[g۲, g۱] = [g۱, g۲]
−۱ الف)

باشند. پذیر جابه�جایͬ g۲ و g۱ اگر تنها و اگر [g۱, g۲] = ۱ ب)

داریم مͬ�گیریم. نظر در را g۱, g۲ ∈ G الف)

[g۱, g۲]
−۱ = (g−۱

۱ g−۱
۲ g۱g۲)

−۱ = g−۱
۲ g−۱

۱ g۲g۱ = [g۲, g۱]

g۲ و g۱ یعنͬ .g۱g۲ = g۲g۱ لذا g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ = ۱ درنتیجه [g۱, g۲] = ۱ مͬ�کنیم فرض ابتدا ب)

هستند. پذیر جابه�جایͬ

۱, g۲] = g−۱
۱ g−۱

۲ g۱g۲ = g−۱
۱ g−۱

۲ g۲g۱ = ۱.[g آنͽاه باشند، پذیر جابه�جایͬ g۲ و g۱ اگر اکنون

است عبارت H,K با متناظر جابه�جاگر زیرگروه صورت این در ،H,K ≤ G کنیم فرض ١٨.١.١ تعریف

از

[H,K] =< [h, k];h ∈ H, k ∈ K > .

به است شده تولید [h, k] جابه�جاگرهای تمام بوسیله که است، G از زیرگروهͬ [H,K] که مͬ�کنیم تأکید

ͷی صورت به نتوان را جابه�جاگر دو ضرب حاصل که است ممͺن اتفاقاً .h ∈ H, k ∈ K که طوری

G′ با معمولا˟ مͬ�شود تولید G جابه�جاگرهای تمام بوسیله که را [G,G]خاص زیرگروه داد. نشان جابه�جاگر

مͬ�نامند. G مشتق گروه و مͬ�دهند، نمایش

.[H,K] = [K,H] داریم: صورت این در .H,KG کنید فرض ١٩.١.١ لم

نوشت: مͬ�توان k ∈ K هر و h ∈ H هر برای

[h, k] = h−۱k−۱hk = (k−۱h−۱kh)−۱ = [k, h]−۱

مͬ�شود نتیجه بالا تساوی از پس است، زیرگروه [K,H] چون

[H,K] ≤ [K,H]

۵



مͬ�دهد: نتیجه مشابه عملیات

[K,H] ≤ [H,K]

.[H,K] = [K,H] رو این از و

Ω × G −→ Ω(ω, g) 7−→ نͽاشت هرگاه مͬ�کند عمل Ω مجموعه بر G گروه گوییم ٢٠.١.١ تعریف

باشیم: داشته که طوری به باشد داشته وجود ωg; ∀ω ∈ Ω, ∀g ∈ G

ω ∈ Ω هر برای ω۱ = ω الف)

.g, h ∈ G هر و ω ∈ Ω هر برای (ωg)h = ωgh ب)

عملͽر گروه ͷی G این�که یا و مͬ�کند عمل H روی G Hگروه�اند.گوییم و G کنید فرض ٢١.١.١ تعریف

به و باشند) برقرار بالا تعریف شرایط کند.(یعنͬ عمل مجموعه عنوان به H روی G هرگاه است H روی

باشیم: داشته علاوه

(xy)g = xgyg, ∀x, y ∈ H; ∀g ∈ G

مͬ�شود: اضافه بالا شرط به زیر شرایط ترتیب این به

x۱ = x

(xg)h = xgh, ∀x ∈ H, ∀g, h ∈ G.

با H × G دکارتͬ حاصلضرب صورت این در کند. عمل H گروه بر G گروه کنید فرض ٢٢.١.١ تعریف

است: گروه ͷی زیر، ترکیب قانون

(x, g)(y, h) = (xhy, gh); ∀x, y ∈ H, ∀g, h ∈ G

H : G HGیا با و Hمͬ�نامند Gبر شده�ی داده عمل به نسبت G Hو نیم�مستقیم حاصلضرب را بالا گروه

مͬ�دهند. نمایش

(m, p) = و اول عددی p که pn.mمساویGمرتبه�ی و باشد متناهͬ Gگروهͬ فرضکنید ٢٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده G p-زیرگروه سیلو ͷی G از pn مرتبه زیرگروه هر صورت این در ،۱

۶



|G : H| آنͽاه باشد، G p-زیرگروه سیلو ͷی H ≤ G اگر که مͬ�کند ایجاب فوق تعریف ٢۴.١.١ تعریف

بزرگترین H مرتبه که است معنͬ بدان این است. p اول عدد از توانͬ نیز H مرتبه و است اول p به نسبت

دقیقاً pn مͬ�گوییم آنͽاه ،pn+۱|G| ولͬ pn | |G| اگر مͬ�کند. عاد را G مرتبه که است p اول عدد از توانͬ

.pn | |G| مͬ�نویسیم و مͬ�کند عاد را G مرتبه

اول اعداد ها pi و n ∈ N که pα۱
۱ .....pαn

n مرتبه از G متناهͬ گروه هر سیلو قضایای به بنا ٢۵.١.١ نͺته

از زیرگروه دو هر و است pαi
i مرتبه�ی از زیرگروهͬ دارای i = ۱,۲, ..., n هر ازای به αi۰ و هستند متمایز

مزدوج�اند. مرتبه�ای چنین

فرم به G زیرگروه�های از (Hi)۰≤i≤n متناهͬ دنباله�ی .H ≤ G کنید فرض ٢۶.١.١ تعریف

H = H۰H۱H۲ · · ·Hn−۱Hn = G

بعلاوه گوییم. سری از جمله ͷی را Hi هر مͬ�نامیم. G به H از n طول به سری ͷی وجود صورت در را

مͬ�شود. نامیده سری از فاکتور ͷی i = ۱,۲,۳, ..., n که HiHi−۱ قسمتͬ خارج گروه

KGو اگر مͬ�شود نامیده مرکزی فاکتور سری ͷی الف)فاکتورHKاز ٢٧.١.١ تعریف

HKZ(GK).

باشند. مرکزی فاکتورهایش همه�ی که باشد داشته سری اگر است پوچتوان G ب)گروه

باشند. آبلͬ فاکتورهایش همه�ی باشدکه داشته سری اگر است حل�پذیر G ج)گروه

ولͬ است پذیر حل پوچتوان، گروه هر پس است آبلͬ فاکتور ͷی مرکزی فاکتور هر چون تعریف به توجه با

نیست. پوچتوان اما است پذیر حل S۳ گروه مثلا́ نباشد. پوچتوان اما باشد پذیر حل گروهͬ است ممͺن

باشد. نرمال G در آن جمله هر هرگاه گویند، نرمال سری G در را سری ͷی ٢٨.١.١ تعریف

GiGi−۱ فاکتور هر اگر گوئیم دوری نرمال سری را ۱ = G۰G۱ · · ·Gn = G نرمال سری ٢٩.١.١ تعریف

باشد. دوری ۱ ≤ i ≤ n برای

٧



زیرگروه�های از یͷسری یعنͬ باشد دوری نرمال دارایسری اگر گوئیم پذیر حل ابر Gرا گروه ٣٠.١.١ تعریف

پذیرند. حل البته گروه�ها این باشند. دوری آن فاکتورهای که نرمال

ندارد. بدیهͬ زیرگروه جز به دوری، نرمال زیرگروه زیرا است پذیر حل ابر A۴ ٣١.١.١ مثال

گوییم. مرکزی سری باشد مرکزی آن فاکتور هر که را سری ٣٢.١.١ تعریف

هرگاه است، r طول به پایینͬ مرکزی سری ͷی دارای G گروه گوییم ٣٣.١.١ تعریف

G = Γ۱(G)Γ۲(G)Γ۳(G)...Γr(G)Γr+۱(G) = {۱}

.Γk+۱(G) = [Γk(G), G](k = ۱,۲, ..., r) که

گاه: هر است، s طول به بالایͬ مرکزی سری ͷی دارای G گروه گوییم ب)

۱ = Z۰(G)Z۱(G)Z۲(G)...Zs(G) = G,

آن در که

Z(GZj−۱(G)) = Zj(G)Zj−۱(G); j = ۱,۲, . . . , s.

و G = G(۱)(= Γ۲) تساوی اگر ولͬ دارند، وجود G گروه هر برای فوق سری دو که کرد توجه باید

بیشتر ما شوند. ͷمستهل او̰ل جمله در سری�ها این است ممͺن آنͽاه، باشند برقرار ترتیب به Z۱(G) = {۱}

شروع G گروه خود از و مͬ�کنند پیدا را خود اعلای حد سری�ها این آن در که علاقه�مندیم آن عͺس حالت به

مͬ�شوند. کشیده {۱} واحد گروه تا و

در که مͬ�نامیم، G از مشتق سری ͷی را G = G(۰) ≥ G(۱) ≥ G(۲) ≥ · · · سری ٣۴.١.١ تعریف

G(۲) = و G(۱) = [G,G] = G′ مثلا́ .n > ۰ هر برای G(n) = [Gn−۱, G(n−۱)] = G(n−۱)′ آن

.[G′, G′] = G′′

که: داد نشان مͬ�توان تعریف، این به توجه با

.G(n) = ۱ که طوری به باشد، داشته وجود n ∈ N اگر تنها و اگر است پذیر حل G گروه
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n نامنفͬ و صحیح عدد کوچͺترین صورت این در است. پذیر حل گروهͬ G کنید فرض ٣۵.١.١ تعریف

از حل�پذیر گروهͬ را G حالت این در گوییم. G حل�پذیری رده�ی را ،G(n) = ۱ باشیم داشته آن برای که

را دو رده�ی از گروه هر است. ͷی رده از آبلͬ گروه هر و صفر رده�ی از {۱} بدیهͬ گروه مͬ�نامیم. n رده�ی

گوییم. متاآبلͬ

است. دو رده از پذیر حل گروهͬ ،n ≥ ۳ D۲nبرای گروه ٣۶.١.١ مثال

نرمال Hزیرگروهͬ =< a > ،D۲n =< a, b : an = b۲ = ۱, b−۱ab = a−۱ نمایش< بنابر زیرا حل:

بوده پذیر حل آنها دوی هر بنابراین آبلͬ�اند دو هر D۲nH و H چون حال .D۲nH ∼= Z۲ و است D۲n از

پس است) آبلͬ D۲nH (زیرا (D۲n)
′ ⊆ H و است آبلͬ غیر D۲n چون حال است. پذیر حل D۲n لذا و

است. متاآبلͬ گروهͬ D۲n نتیجه در و (D۲n)
′′ = {۱}

.G′ ⊆ N اگر تنها و اگر است آبلͬ GN آنͽاه N ◁ G و باشد گروه G اگر ٣٧.١.١ لم

Nزیرگروهͬ = {۱, (۱,۲)(۳,۴), (۱,۳)(۲,۴), (۱,۴)(۲,۳)} چون است. پذیر A۴حل ٣٨.١.١ مثال

که A′′
۴ ≤ N ′ = پس{۱} است Nآبلͬ چون و A′

۴ ≤ N نتیجه در و است آبلͬ A۴N و بوده A۴ از نرمال

.A′′
۴ = {۱} مͬ�شود حاصل آن از

مرکزی سری کوتاهترین طول گوییم. پوچتوان را آن باشد مرکزی سری دارای G گروه اگر ٣٩.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. G پوچتوانͬ رده�ی را G پوچتوان گروه

معادلند: زیر عبارات الف) ۴٠.١.١ قضیه

است. پوچتوان G .١

.Z در nͷی برای Γn(G) = ۱ .٢

.Z در nͷی برای Zn(G) = G .٣
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۱ = G۰G۱ · · ·Gr = Gمانند از سریمرکزی اینصورتبرایهر در باشد. Gپوچتوان که فرضمͬ�کنیم ب)

.Γr−i+۱(G) ≤ Gi ≤ Zi(G) داریم: i = ۰,۱, . . . , r که G

کنید. رجوع [٣۴] از ٧.۵۴ قضیه به

صحیح عدد کوچͺترین با است برابر Γc+۱(G) = ۱ که ی طور به c صحیح عد کوچͺترین ۴١.١.١ تعریف

مͬ�گوئیم. G گروه پوچتوانͬ کلاس را c صحیح عدد این Zc(G) = G که طوری به c

پوچتوان�اند. Gنیز قسمتͬ خارج گروه�های همه و زیرگروه�ها همه باشد، Gپوچتوان اگر الف) ۴٢.١.١ قضیه

حل�پذیرند. نیز G قسمتͬ خارج گروه�های همه و زیرگروه�ها همه باشد، حل�پذیر G اگر ب)

کنید. رجوع [٣۴] به

است. غیربدیهͬ G مرکز آنͽاه باشد پوچتوان گروه ͷی G ̸= {۱} اگر ۴٣.١.١ قضیه

مͬ�کنیم ثابت ،Γc(G) ̸= {۱} و Γc+۱(G) = {۱} پس باشد. c کلاس از پوچتوان G کنید فرض

داریم: g ∈ G هر برای آنͽاه u ∈ Γc(G) اگر .Γc(G) ≤ Z(G)

[u, g] ∈ [Γc(G), G] = Γc+۱(G) = {۱}

بود، دلخواه u ∈ Γc(G) چون .u ∈ Z(G)پس .ug = gu و [u, g] = ۱ بنابراین

.Z(G) ̸= {۱} لذا {۱} ̸= Γc(G) ≤ Z(G)

مرتبه گاه هر مͬ�شود نامیده یpͷ-گروه G متناهͬ گروه است. اول عدد ͷی p کنید فرض ۴۴.١.١ تعریف

باشد. p اول عدد از توانͬ G

است. پذیر حل گروهͬ متناهͬ، p-گروه هر ۴۵.١.١ قضیه

مͬ�کنیم. استفاده |G| روی استقراء از

بنابر پس |GZ(G)| < |G| چون است. پذیر حل نتیجه در است آبلͬ Z(G) چون .Z ̸= ۱ بالا، قضیه بنابر

است. پذیر حل G گروه نتیجه در و است پذیر حل گروهͬ GZ(G) استقراء فرض
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مͬ�دهیم نشان χ با و مͬ�گوییم گروه�ها از کلاس ͷی را گروه�ها از غیرتهͬ مجموعه�ی ͷی ۴۶.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط دو گاه هر

.< e >= {e} ∈ χ •

.H ∈ χ باشیم داشته HG و G ∈ χ هر برای •

آبلͬ گروه�های کلاس و N با را پوچ�توان گروه�های کلاس ،S با را حل�پذیر گروه�های کلاس ۴٧.١.١ مثال

مͬ�دهیم. نمایش A با را

مͬ�توان Gرا آنͽاه باشد آن زیرگروه�های از متناهͬ تعداد Gاجتماع مانند گروهͬ اگر (نئومن) ۴٨.١.١ قضیه

نوشت. آن از متناهͬ شاخص با زیرگروه�ها از متناهͬ تعداد اجتماع صورت به

باشد. نرمال G در ،G از دوری زیرگروه هر اگر است گروه ددکیند G گروه ۴٩.١.١ تعریف

نرمالسازهایͬ تمام اشتراک از است عبارت مͬ�دهیم، نشان N(G) نماد با که G گروه نرم ۵٠.١.١ تعریف

.N(G) =
∩

H≤G
NG(H) یعنͬ G زیرگروه�های همه از

باشد. داشته متناهͬ مرتبه G از عنصر هر هرگاه گوییم متناوب را G گروه ۵١.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده متاهمیلتون١ باشد، نرمال آن غیرآبلͬ زیرگروه هر که گروهͬ ۵٢.١.١ تعریف

باشد داشته a۱, a۲, . . . , an مانند عناصری G گاه هر گوییم شده تولید متناهیاً را G گروه ۵٣.١.١ تعریف

.G =< a۱, a۲, . . . , an > که طوری به

متناهͬ آن شده تولید متناهیاً زیرگروه هر هرگاه گوییم متناهͬ موضعاً گروه ͷی را G گروه ۵۴.١.١ تعریف

باشد.

Metahamiltonian١

١١



از: عبارتند متناهͬ موضعاً گروه�های خواص از برخͬ

است. متناهͬ موضعاً متناهͬ، گروه هر (١

است. متناهͬ موضعاً متناهͬ، موضعاً گروه از زیرگروه هر (٢

هر گوییم FC-عنصر ͷی را G از g عنصر صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض ۵۵.١.١ تعریف

گاه

|G : C
(g)
G | < ∞

باشد. متناهͬ G در g مزدوجات تعداد یعنͬ

FC-عنصرها همه شامل Gکه از زیرگروهͬ صورت این در باشد. گروه ͷیG فرضکنید ۵۶.١.١ تعریف

یعنͬ گوییم. G FC-مرکز، را است

Fc(G) = {g ∈ G : |xg| < ∞}.

خودش FC-مرکز هم�ارز اگر مͬ�شود نامیده FC-گروه ،G باشد. گروه ͷیG فرضکنیم ۵٧.١.١ تعریف

باشد.

همه خاص حالت در هستند. مرکز-بواسطه-متناهͬ گروه�های مهم، FC-گروه�های جمله از ۵٨.١.١ تذکر

هستند. FC-گروه متناهͬ، گروه�های همه و آبلͬ گروه�های
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٢ فصل

نرمالساز متناهͬ تعداد با گروه�هایͬ

مقدمه ١.٢

گروه�های کرد ثابت ٢٠٠٠ سال در مورا مͬ�پردازیم. نرمالساز متناهͬ تعداد با گروه�هایͬ بررسͬ به فصل این در

ما نتایج این از استفاده با باشند. مرکز-بواسطه-متناه١ͬ اگر تنها و اگر هستند N به متعلق متناهͬ موضعاً

اثبات با انتها در باشد. مرکز-بواسطه-متناهͬ اگر تنها و اگر دارد نرمالساز متناهͬ Gتعداد گروه مͬ�دهیم نشان

مͬ�پردازیم. متناهͬ موضعاً گروه�های و متناوب گروه�های بین رابطه به قضیه�ای

٢.٢

قضیه چند اثبات به سپس و تعریف و لم چند بیان به ابتدا نرمالساز متناهͬ تعداد با گروه�هایͬ بررسͬ برای

مͬ�پردازیم:

آنͽاه H ≤ K ≤ G که طوری به باشند G از زیرگروه�هایͬ K و H و گروه ͷی G کنید فرض ١.٢.٢ لم

.N (K)
H = N

(K)
G ∩H

کنید. رجوع [١۵] به

کنید. رجوع [١۵] به

از زیرگروهͬ با G
n∩

i=۱
Hi آنͽاه شوند فرض G نرمال زیرگروه�های H۱, ...Hn و گروه G اگر ٣.٢.٢ لم

است. یͺریخت ⊓n
i=۱GHi

Central-by-finite١
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کنید. رجوع [١۵] به

یͺریخت زیر شͺل به دوری گروه�های مستقیم حاصلضرب با G متناهͬ تولید با آبلͬ گروه هر ۴.٢.٢ لم

است:

Z(p۱)r۱ × Z(p۲)r۲ × · · · × Z(pk)
rk × Z × · · · × Z

نیستند. متمایز لزوماً و اولند ها pi آن در که

کنید. رجوع [١۵] به

y-بواسطه-x ͷی G گوییم صورت این در باشند. گروه�ها از کلاس دو y و x کنید فرض ۵.٢.٢ تعریف

.GN ∈ y و N ∈ x که طوری به NG باشد داشته وجود هرگاه است

Z(G)N
(H)
G داریم: G گروه از H ناتهͬ زیرمجموعه هر ازای به ۶.٢.٢ یادآوری

است. گروه -FC ͷی G آنͽاه Nباشد به متعلق G گروه اگر ٧.٢.٢ قضیه

به اثبات، برای باشد. G از FC-مرکز ͷی F که مͬ�دهیم قرار .n ∈ N برای G ∈ Nn مͬ�کنیم فرض

G بنابراین .G ∈ N۱ صورت این در باشد، برقرار n = ۱ مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. عمل n روی استقراء

تعریف طبق طرفͬ از .k۱ = N
(H)
G داریم G از H سره زیرگروه هر برای لذا دارد، k۱ مانند نرمالساز ͷی

را G لذا است. گروه ددکیند G بنابراین است، نرمال G در H سره زیرگروه یعنͬ ،k۱ = G نرمالساز، n

آبلͬ گروه ͷی Q و مقدماتͬ آبلͬ دو-گروه ͷی P آن در که نوشت G = Q۸
⊕

P
⊕

Q بصورت مͬ�توان

.g = abd آنͽاه d ∈ Q و b ∈ P و a ∈ Q۸ هر برای لذا ،g ∈ G فرض دارد. فرد مرتبه آن عضو هر که

مزدوج�های a−۱bd و abd آنͽاه O(a) = ۴ اگر است. واضح حͺم و g ∈ Z(G) آنͽاه O(a) = ۲ اگر

فرضیات به توجه با .G ∈ Nn \ Nn−۱ و n۱ کنید فرض حال است. FC-گروه ͷی G لذا هستند، abd

i ∈ {۲,۳, ..., n}برای ki < G و k۱ = G Gکه از k۱, ..., kn زیرگروه�های از ͬͺی Gمانند در نرمالسازی

بصورت ki نرمالسازهای مجموعه .k۲, ..., kn ∈ Nn−۱ مͬ�کنیم ادعا اکنون دارد، وجود

{ki, ki ∩ k۱, ki ∩ k۲, ..., ki ∩ ki, ..., ki ∩ kn}
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داریم ١.٢.٢ لم بنابر و H ⊆ ki چون باشند. تͺراری موارد برخͬ است ممͺن که است

N
(H)
ki

= N
(H)
G ∩ ki = kj ∩ ki

حال هستند. FC-گروه ͷی آنها از کدام هر استقراء فرضیات به توجه با لذا .k۲, ..., kn ∈ Nn−۱ پس

مانند نͽاشتͬ مͬ�توان NC قضیه طبق زیرا .x ∈ F است واضح < x > G اگر .x ∈ G کنید فرض

N
(<x>)
G C

(<x>)
G ↪→ (< x >)

آنͽاه < x >G̸ اگر حال .x ∈ F پس است متناهͬ Z۲ نیز و (< x >) = Z۲ چون و کرد تعریف

برابر T پس G ∈ Nn \ Nn−۱ و TG چون است. G از سره�ای زیرگروه T که x ∈ N<x>
G = T

.k۲, ..., kn ∈ Nn−۱ دادیم نشان بالا در که است. k۲, ..., kn

متناهͬ شاخص با زیرگروه�هایͬ از اجتماعͬ G نئومن قضیه طبق و G = F ∪ k۲ ∪ ... ∪ kn بنابراین

که |G : kij | < ∞ ،j هر ازای به که طوری به دارند وجود kij مانند زیرگروه�هایͬ دیͽر عبارت به است.

لذا است. گروه -FC ͷی kij چون ،|kij : C
(x)
Kij

| < ∞ آنͽاه x ∈ kij اگر .G = F ∪ ki۱ ∪ ... ∪ kit

٧.١.١ قضیه طبق

|G : C
(x)
G | ≤ |G : kij||kij : C(x)

kij
| < ∞

دادن قرار با G = F ∪ ki۱ ∪ ... ∪ kij رابطه از .kij ≤ F ،j هر ازای به بنابراین |G : C
(x)
G | < پس∞

هم اگر مͬ�شود نامیده FC-گروه ͷی G است.(زیرا FC-گروه ͷی G نتیجه در ،G = F داریم kij ≤ F

باشد). خودش FC-مرکز ارز

مرکز- اگر تنها و اگر هستند N به متعلق متناهͬ موضعاً گروه�های که کرد ثابت ٢٠٠٠ سال در مورا

باشند. بواسطه-متناهͬ

مͬ�دهیم. تعمیم زیر قضیه اثبات با را نتیجه این ما

باشد. -بواسطه-متناهͬ مرکز اگر تنها و اگر دارد نرمالساز متناهͬ تعداد G گروه ٨.٢.٢ قضیه

هستند Z(G) شامل که G زیرگروه�های از تعدادی تعریف، طبق آنͽاه باشد مرکز-بواسطه-متناهͬ G اگر

.G ∈ N پس هست، G از نرمالساز هر در شامل Z(G) ۶.٢.٢ یادآوری طبق طرفͬ از هستند متناهͬ
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است. FC-گروه ͷیG ٨.٢.٢ قضیه� طبق پس ،n ∈ N Gبرای ∈ Nn Gپس ∈ N برعͺسفرضکنید

پس G ∈ Nn چون .|G : N
(<g>)
G | < ∞ داریم: g ∈ G هر ازای به FC-گروه تعریف طبق بنابراین

زیر: خاصیت با باشند متمایز هم از ندارد لزومͬ که g۱, ..., gn ∈ G دارد وجود

gi ،x ∈ G هر برای اگر زیرا .i = ۱,۲, ..., n برای N (<x>)
G = N

(<gi>)
G داریم آنͽاه ،x ∈ G اگر

از اشتراکͬ چون طرفͬ از مͬ�شود. جا جابه < x > با G از g عنصر هر آنͽاه کنیم. اختیار < x > را

لذا است G از زیرگروهͬ ،G نرمالسازهای

|G : ∩g∈GN
(<g>)
G | = |G : ∩i=۱,۲,...,nN

(<gi>)
G |

٣.٢.٢ لم طبق همچنین
∣∣∣G :

∩
i=۱,۲,...,n

N
(<gi>)
G

∣∣∣ ≤ ∏
i=۱,۲,...,n

|G : N
(<gi>)
G | < ∞.

لذا
∣∣∣G :

∩
g∈G

N
(<g>)
G

∣∣∣ = ∣∣∣G :
∩

i=۱,۲...,n

N
(<gi>)
G

∣∣∣ ≤ ∏
i=۱,۲,...,n

|G : N
(<gi>)
G | < ∞.

که طوری به باشد داشته H مانند زیرگروهͬ G کنیم ثابت اگر ادامه در حال

|G : N
(H)
G | < ∞

آنͽاه Hباشد، ≤ G اگر پس است، مرکز-بواسطه-متناهͬ G آنͽاه

∩
x∈H

N
(<x>)
G ≤ N

(H)
G .

اگر چون

g ∈
∩
x∈H

N
(<x>)
G

داریم x ∈ H هر ازای به لذا ،g ∈ N
(<x>)
G ،x ∈ H هر ازای به آنͽاه

< x >g=< x >

x ∈ H هر ازای به بنابراین

xg ∈< x >
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x ∈ H هر ازای به لذا

xg = xi

x ∈ H هر ازای به بنابراین

g−۱xg = xi

mداریم ̸= ۰ هر ازای به g−۱xg = xi رابطه از و xg = gxi ،x ∈ H هر ازای به لذا

(g−۱xg)m = xim → (g−۱xmg) = xim

داریم x ∈ H هر ازای به بنابراین .xg = gx داریم xg = gxi از پس i = ۱ بنابراین xm(۱−i) = ۰ لذا

پس ،g ∈ N
(H)
G∩

x∈H
N

(<x>)
G ≤ N

(H)
G

داریم آمده بدست رابطه از

|G : N
(H)
G | ≤

∣∣∣G :
∩
x∈H

N
(<x>)
G

∣∣∣
و N (<x>)

G = N
(<gi>)
G روابط از همچنین

∣∣∣G :
∩
g∈G

N
(<g>)
G

∣∣∣ = |G : ∩i=۱,۲,...,nN
(<gi>)
G |

داریم
∣∣∣G :

∩
x∈H

N
(<x>)
G

∣∣∣ ≤ ∣∣∣G :
∩
g∈G

N
(<g>)
G

∣∣∣
کردیم ثابت بالا در چون و

∣∣∣G :
∩
g∈G

N
(<g>)
G

∣∣∣ < ∞

پس

|G : N
(H)
G | ≤

∣∣∣G :
∩
x∈H

N
(<x>)
G

∣∣∣ ≤ ∣∣∣G :
∩
g∈G

N
(<g>)
G

∣∣∣ < ∞

پس

|G : N
(H)
G | < ∞
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