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چͺیده

کاربرد ... و نجوم مهندسͬ، ،ͬͺپزش جمله از مختلفͬ علوم در که است بروز و مهم مسائل از ͬͺی تصویر بازیابͬ
معرفͬ Rx = g خطͬ معادلات دستͽاه صورت به را مساله این از جدیدی شͺل ͷی ابتدا رساله، این در دارد.
و هرمیتͬ تͺراری روش از دستͽاه این حل برای است. غیرهرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی R آن در که مͬ�کنیم
حالت و (GHSS) روش این از تعمیمͬ ͷی ،HSS روش معرفͬ از بعد کرد. خواهیم استفاده (HSS) هرمیتͬ�کج
شده بررسͬ یافته تعمیم روش همͽرایͬ مͬ�شود. استفاده تصویر بازیابͬ مساله برای (RGHSS) آن از شده�ای محدود
(TGHSS) پارامتری دو GHSS روش این، بر علاوه مͬ�آید. بدست آن از شده�ای محدود حالت در بهینه مقدار و
از استفاده با مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد آن همͽرایͬ و شده ارائه انتقال-انتشار و تصویر بازیابͬ مسائل حل برای

مͬ�شوند. مقایسه ͷکلاسی روش�های با رساله این در شده ارائه روش�های نتایج مثال، چند

همͽرایͬ. ،GHSS تͺراری روش ،HSS تͺراری روش تصویر، بازیابͬ کلیدی: کلمات



پیشـͽفتار

دشـــت به باد چون و جویبار به آب چون گذشــت عمر نوبت روز سه دو ͷی دشـــتاین به باد چون و جویبار به آب چون گذشــت عمر نوبت روز سه دو ͷی این
گـذشت كه روزی و نیامده�ست كه روزی نͽشــــــت یاد مرا روز دو غم گـذشتهــــــــرگز كه روزی و نیامده�ست كه روزی نͽشــــــت یاد مرا روز دو غم هــــــــرگز
خیام عمر حͺیم

ایالات و شوروی جماهیر اتحاد کشور دو توسط میلادی ۶٠ دهه اوایل و ۵٠ دهه در تصویر بازیابͬ شاخه
آمده بدست تصاویر گردید. مطرح اساسͬ صورت به داشتند، که فضایͬ برنامه پیشبرد راستای در آمریͺا متحده
پروژه�ها این در درگیر شرکتهای برای مͬ�توانست تصاویر کیفیت کمبود و نبودند خوبͬ کیفیت دارای ماهواره�ها از
میلیون ١٠ حدود در چیزی ١٩۶۴ سال در مارینر١ ماهواره از ارسالͬ تصویر ٢٢ مثال، بعنوان باشد. مضر بسیار
شرکت�های ضرردهͬ به مͬ�توانست تصاویر آن کیفیت شدن کم گونه هر که حالͬ در شدند. گذاری قیمت دلار
در نیست. مطرح فضایͬ تصویر�برداری در تنها تصویر بازیابͬ که است واضح .[١۶] شود منجر پروژه در درگیر
شده گرفته تصاویر در نویز بردن بین از مͬ�کند. ایفا را عمده�ای بسیار نقش تصویر بازیابͬ ،ͬͺپزش تصاویر بخش
(MRI) مغناطیس٣ͬ تشدید توسط شده گرفته تصاویر همچنین و [۴٠ ،٢٨] آنژیوگراف٢ͬ تصاویر و X اشعه توسط
کاربرد به مͬ�توان شاخه این جالب کاربردهای دیͽر از است. تصویر بازیابͬ شاخه کاربردهای دیͽر از [۶۴ ،٣٠]

.[٣٣] کرد اشاره پایین کیفیت با قدیمͬ تصاویر و فیلم�ها کیفیت ارتقای در آن
،٢٣ ،٢] مͬ�شود گرفته نظر در ریاضͬ مدل ͷی صورت به اغلب مساله این تصویر، بازیابͬ کاربردهای به بنا
مͬ�توان نمونه عنوان به که مͬ�نمایند ایفا را عمده�ای نقش تصویر بازیابͬ در ریاضͬ روش�های بنابراین .[٧١ ،۵٧ ،٢٩
برای را مربعات کمترین روش هلستروم۴ ١٩۶٧ سال در کرد. اشاره مͬ�شوند، مطرح ادامه در که موارد از برخͬ به
مربعات کمترین تقریب ͷی از ١٩۶٩ سال در رینو۵ .[۴٣] است داده قرار استفاده مورد لیزری تصاویر بازیابͬ
بهبود برای اسپلاین پایه�ای توابع از [۴۴] در همͺارش و هو۶ .[۶٨] است برده بهره تصویر بازیابͬ برای خطͬ
شده ارائه [١۵] در ٧ͬͺباکوشینس توسط تصویر بازیابͬ برای سریع تͺراری روش ͷی کرده�اند. استفاده تصویر
استفاده تصویر کیفیت بهبود برای مͺانͬ دامنه مبنای بر جدید ͷنیͺت ͷی از [۵۴] در سید-احمد٩ و مامری٨ است.
و تصویر در کاهشنویز برای ناهمسانͽرد انتشار و ضربه�ای فیلتر از مازورا١١ و ١٠ آلوارز ،١٩٩۴ سال در کرده�اند.
سال در است. شده استفاده تصویر بازیابͬ برای ١٢ADI تͺراری روش از [٢۵] در .[۵] کرده�اند استفاده سیͽنال�ها
.[۴٧] کردند استفاده تصویر بازیابͬ برای تͺین مقدار تجزیه و کرونͺر حاصل�ضرب از ناگ١۴ͬ و کم١٣ ،١٩٩۵

١Mariner
٢Angiographic images
٣Magentic resonace imaging
۴Helstrom
۵Rino
۶Hou
٧Bakushinskii

٨Mameri
٩Sid-Ahmad
١٠Alvarez
١١Mazorra
١٢Alternating direction implicit
١٣Kamm
١۴Nagy

١
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سال در است. کرده بررسͬ [۶۵] در بͬ�نهایت نرم و نرم-١ ازای به را تیخونوف١۶ شده منظم�سازی جواب پنتین١۵ͬ
روش از ،٢٠٠٣ سال در .[٢٧] کردند معرفͬ را بالا مرتبه از کل١٨ مبنا-تغییرات روش همͺارانش و چان١٧ ،٢٠٠٠
کرونͺر ضرب روش از ،٢٠٠۴ سال در .[٢٢] است شده استفاده موضعͬ شرایط با تصاویر بازیابͬ برای شده یاد
از ،٢٠٠۵ سال در همͺارش و انج١٩ͬ .[۶١] است شده استفاده انعͺاسͬ مرزی شرایط در تصویر بازیابͬ برای
در پرون٢٠ .[۶٣] کرده�اند استفاده بهتر کیفیت با تصویر به رسیدن برای کسینوسͬ تبدیل مبنای بر تͺراری روش
تقریبͬ روش ͷی .[۶۶] است برده بͺار پادانعͺاسͬ مرزی شرایط برای را کرونͺر حاصل�ضرب تقریب ،٢٠٠۶ سال
ͷی همͺارانش و ون٢٣ ،٢٠٠٨ سال در است. شده ارائه [٣١] در ٢٢وان و چوی٢١ͬ توسط موج�ͷها اساس بر
برای سریع تبدیل ͷی اول، مرحله در آنها که ترتیب بدین .[٧٧] دادند ارائه تصویر بازیابͬ برای مرحله�ای دو روش
تصویر نویز کاهش برای کل مبنا-تغییرات روش و موج�ͷها از دوم، مرحله در و ارائه تصویر شدگͬ مات کاهش
کاهش برای را جزئͬ دیفرانسیل معادله تغییراتͬ تقریبͬ روش ٢٠٠٩ سال در همͺارانش و باربو٢۴ کردند. استفاده
برای ͷموج مبنای بر مرحله�ای دو روش ͷی ،٢٠١٢ سال در .[١٧] داده�اند ارائه تصویر کیفیت افزایش و نویز
بازیابͬ برای هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ تͺراری روش از خاصͬ حالت ͷی اخیرا، .[٣٢] است شده ارائه تصویر بازیابͬ
و شده بررسͬ همͽرایͬ HSS روش از خاصͬ حالت ازای به جدید، روش این در .[۵٣] است شده ارائه تصویر

است. آمده بدست حالت این در استفاده مورد پارامتر بهینه مقدار

تصاویر بازیابͬ بر مختـصر مروری

تصاویر لیزر، ،ͬͺپزش تصاویر قبیل از کاربردی علوم از مختلفͬ شاخه�های در مهم بسیار مساله ͷی تصویر بازیابͬ
بر فرآیندی عنوان به را تصویر بازیابͬ مͬ�توان واقع در .[٧٣ ،۵۵ ،۴٢ ،٣٧ ،٣٨] مͬ��باشد نجومͬ و میͺروسͺوپͬ
ͷی ریاضͬ، لحاظ به دانست. اصلͬ تصویر به شدن نزدی�ͷتر و آن کیفیت بهبود برای شده مشاهده تصویر روی
صورت به مͬ�توان را نویز٢۵ وجود گرفتن نظر در با تصویر بازیابͬ مساله برای مͺان از مستقل خطͬ استاندارد مدل

:[٧٢ ،۵٢] کرد بیان زیر شͺل به اول نوع فردهلم انتͽرال یͷمعادله

g(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(x− ξ, y − η)f(ξ, η)dξdη + n(x, y), (١)

کانولوشن٢٧) (هسته h(x, y) نویز)، و ماتشدگ٢۶ͬ (بدون اصلͬ تصویر f(x, y) شده، مشاهده تصویر g(x, y) که
معلوم صورت به PSF رساله، این در است. تصویر به شده اضافه نویز n(x, y) و (PSF) نقطه�ای٢٨ پخش تابع
آن تقریب برای �[۴٩] در موجود روش�های از مͬ�توان نباشد اختیار در آن دقیق مقدار اگر اما مͬ�شود گرفته نظر در

گرفت: نظر در زیر صورت به مͬ�توان را (١) معادله�ی گسسته شͺل کرد. استفاده

g(x, y) =
+∞∑

k=−∞

+∞∑
l=−∞

h(x− k, y − l)f(k, l) + n(x, y). (٢)

از بیرون در فرضیات سری ͷی از شده، مشاهده تصویر خود بر علاوه مشخص، محدوده�ی با تصویر ͷی برای
مشاهده تصویر از بیرون قسمت�های روی بر که فرضیات این مͬ�شود. استفاده نیز تصویر مشاهده قابل محدوده

١۵Pentini
١۶Tikhonov
١٧Chan
١٨Total variation-based
١٩Ng
٢٠Perrone
٢١Chui

٢٢Wang
٢٣Wen
٢۴Barbu
٢۵Noise
٢۶Blurred
٢٧Convolution kernel
٢٨Point spread function



٣ پیشͽفتار

گرفت: نظر در زیر صورت به را (٢) معادله مͬ�توان بنابراین مͬ�نامند. مرزی شرایط را مͬ�شوند گرفته نظر در شده

g = Af + η, (٣)

است بعدی n۲ بردار ͷی f است، مشخص مرزی شرایط با و PSF به مربوط n۲ × n۲ بˀعد از ماتریس ͷی A که
نویزدار) و مات (تصویر شده مشاهده تصویر g و تصویر به شده اضافه نویز η است، اصلͬ تصویر دهنده نشان که
مثال، عنوان به دارد. ͬͽبست مساله بر شده اعمال مرزی شرایط به Aماتریس دقیق ساختار که مͬ�کنیم توجه است.
نظر در با مͬ�شود. (BCCB) چرخش٣٠ͬ بلوک�های با چرخشͬ بلوکͬ ماتریس ͷی به منجر متناوب٢٩، مرزی شرایط
در بود. خواهد (BTTB) توپلیتز٣٢ بلوک�های با توپلیتز بلوکͬ ساختار ماتریسAدارای صفر٣١، مرزی شرایط گرفتن
توپلیتز-پلاس-هنͺل٣۴ بلوک�های با توپلیتز-پلاس-هنͺل بلوکͬ ساختار ماتریسAدارای انعͺاس٣٣ͬ، مرزی شرایط

بود. خواهد (BTHTHB)
ͬͺی باشد. بدشرط یا و نباشد پذیر معͺوس است ممͺن یا که معنا این به باشد مͬ بد�وضع عمدتا (٣) دستͽاه
مینیمم واقع در تیخونوف شده منظم جواب است. تیخونوف٣۵ منظم�سازی روش آن حل برای معمول روشهای از

است: زیر مساله کننده

min
f

∥Af − g∥۲۲ + µ۲∥Lf∥۲۲, (۴)

حالتͬ روی بر ما رساله این در است. ͬͺکم اپراتور ͷی L و (۰ < µ < ۱ و ͷکوچ (عمدتا مثبت پارامتر ͷی µ که
صورت به زیر دستͽاه که داد نشان مͬ�توان مربعات، کمترین خواصمساله به بنا .L = I آن در که کرد خواهیم کار

است: معادل (۴) مساله با ریاضͬ

(ATA+ µ۲I)f = AT g. (۵)

قرار استفاده مورد ما نظر مورد تصویر بازیابͬ مساله در که زیر ۲n۲ × ۲n۲ دستͽاه با (۵) دستͽاه که دید مͬ�توان
است: معادل ]مͬ�گیرد،

I A

−AT µ۲I

]
︸ ︷︷ ︸

R

[
e
f

]
︸ ︷︷ ︸

x

=

[
g
۰

]
︸ ︷︷ ︸

b

(۶)

است. غیر�هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی R و است شده اضافه نویز همان یا مانده دهنده نشان e = g −Af که
هرمیتͬ�کج و H = ۱

۲(A + AT ) هرمیتͬ ماتریس ͷی مجموع صورت به مͬ�تواند A مانند به ماتریس هر
در بار اولین برای (HSS) هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ تͺراری روش شͺافت، این به بنا شود. شͺافته S = ۱

۲(A− AT )

روش .[٩] شد معرفͬ غیرهرمیتͬ مثبت معین دستͽاه�های حل برای ا˚نج٣٨ͬ و گلوب٣٧ بای٣۶، توسط ٢٠٠٢ سال
آغازین بردار ازای به است، غیرهرمیتͬ مثبت معین K = H + S آن در که Kx = b دستͽاه حل برای آنها تͺراری

است: زیر صورت به k = ۰, ۱, ۲, . . . و x۰{
(αI +H)xk+ ۱

۲
= (αI − S)xk + b,

(αI + S)xk+۱ = (αI −H)xk+ ۱
۲
+ b,

(٧)

ثابت [٩] در شدند. مشخص قبلا که هستند هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ ماتریس�های S و H و مثبت، ثابت ͷی α که
همͽرا دستͽاه یͺتای جواب به α هر ازای به روش این باشد، مثبت معین دستͽاه ضرایب ماتریس که زمانͬ شد

٢٩Periodic boundary conditions
٣٠Block circulant with circulant blocks
٣١Zero boundary conditions
٣٢Block Toeplitz with Toeplitz blocks
٣٣Reflexive boundary conditions

٣۴Block Toeplitz-plus-Hankel with Toeplitz-plus-
Hankel blocks

٣۵Tikhonov regularization method
٣۶Bai
٣٧Golub
٣٨Ng



۴ پیشͽفتار

ا˚نجͬ پروفسور (ج) گلوب پروفسور (ب) بای پروفسور (آ)

گردید. معرفͬ انجͬ و گلوب بای، آقایان توسط هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ تͺراری روش :١ شͺل

αI +H ضرایب ماتریس با دستͽاهͬ اول، مرحله در است. مرحله هر در دستͽاه دو حل نیازمند روش این است.
هرمیتͬ مثبت معین ماتریس اولین مͬ�شوند. گرفته نظر در αI +S ضرایب ماتریس با دستͽاهͬ بعدی، مرحله در و
مشͺل�ساز غالبا دوم دستͽاه ولͬ ،(ͷکوچ زیاد خیلͬ نه αهای ازای به (حداقل است حالت خوش اغلب و است

است.
دستͽاه�های حل که است گونه�ای به S و H ماتریس�های ساختار گردید، مطرح که تصویر بازیابͬ مساله در

شود: شͺافته زیر صورت به مͬ�تواند (۶) معادله در R ضرایب ماتریس واقع، در است. آسان�تر آنها به مربوط

R =

[
I A

−AT µ۲I

]
=

[
I ۰
۰ µ۲I

]
+

[
۰ A

−AT ۰

]
= H + S. (٨)

دوم دستͽاه حل برای است. امͺان�پذیر راحتͬ به HSS تͺراری روش در دستͽاه اولین حل ،H تعریف به بنا حال
(GMRES) یافته٣٩ تعمیم مینیمال مانده روش روش�ها، این از ͬͺی نمود. استفاده تͺراری روش�های از مͬ�توان نیز

.[۶٩] مͬ�باشد مفید بسیار ماتریسͬ-برداری ضرب از استفاده دلیل به که است

هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ تͺراری روش مختلف نسخه�های بر مختـصر مروری

خطͬ معادلات دستͽاه

Ax = b, (٩)

.x, b ∈ Cn و است غیرهرمیتͬ مثبت معین و بزرگ ابعاد تُنͷُبا یͷماتریس A ∈ Cn×n آن در که بͽیرید نظر در را
و ایستا دسته�ی دو به تͺراری روش�های مͬ�شود. استفاده دستͽاه�ها گونه این حل برای تͺراری روش�های از امروزه

صورت به (٩) دستͽاه حل برای ایستا تͺراری روش ͷی مͬ�شوند. تقسیم غیرایستا

xk+۱ = Gxk + f, (١٠)

تͺرار ماتریس مͬ�شود ملاحظه که همانطور است. دستͽاه جواب برای اولیه حدس ͷی x۰ آن در که مͬ�شود نوشته
است. ثابت همیشه ،G یعنͬ روش،

٣٩Generalized minimal residual method



۵ پیشͽفتار

شده ارائه تاکنون که ایستایͬ روش کلͬ�ترین

Hadjidimos :٢ شͺل

توسط که مͬ�باشد [٣٩] ۴٠AOR روش است
پارامتر دو به روش این است. شده ارائه حاجیدیموس۴١
پارامترها، این از خاصͬ مقادیر ازای به که است وابسته
گوس-سایدل۴٣ ژاکوب۴٢ͬ، شده�ی شناخته روش�های
.[٣۶ ،٧٨ ،۶٩] مͬ�دهد نتیجه را ۴۴SOR روش و
ماتریس آن در که هستند روش�هایͬ ایستا غیر روش�های
از مͬ�کنند. تغییر تͺرار هر در و نیستند ثابت روش تͺرار
مزدوج۴۵ روش�هایگرادیان مͬ�توان غیرایستا روش�های

.[۶٩] برد نام را GMRES و (CG)
این کارایͬ افزایش برای مختلفͬ بهبودهای و تعمیم�ها تاکنون، ،[٩] در HSS تͺراری روش معرفͬ زمان از
،(HSS) هرمیتͬ�کج۴۶ و هرمیتͬ شͺافت روش بر علاوه ،[٩] در که است ذکر به لازم است. شده ارائه روش
از تلفیقͬ IHSS روش اما است، ایستا روش ͷی HSS روش است. شده ارائه نیز ۴٧IHSS یعنͬ آن تقریبͬ نسخه�ی
آنͽاه باشد، غیرهرمیتͬ مثبت معین Aماتریس اگر که کردند ثابت آنها است. ایستا غیر روش ͷی و ایستا روش ͷی
تͺراری روش این به را ریاضیدانان از بسیاری توجه مساله همین بود. خواهد همͽرا شرطͬ هیچ بدون HSS روش
ͷی بایستͬ آنها از کدام هر در که است داخلͬ تͺرار دو شامل HSS روش تͺرار هر که کنید توجه است. کرده جلب
تͺراری روند این از استفاده بنابراین شود. حل LU تجزیه�ی مثل مستقیم روش�های توسط خطͬ معادلات دستͽاه
در که کرد استفاده تͺراری روش�های از داخلͬ دستͽاه دو حل در مͬ�توان مشͺل این رفع برای است. پرهزینه بسیار
کرد: اشاره موارد این به مͬ�توان روش، این بهبودهای از نمونه عنوان به مͬ�شود. ساخته IHSS الͽوریتم صورت این
معین نیمه دستͽاه�های حل برای و شده معرفͬ شده، سازی پیش�شرط هرمیتͬ�کج و هرمیتͬ تͺراری روش ،[١١] در
ͷی است. شده بررسͬ [٨] در همͺارانش و بای توسط روش همین همͽرایͬ است. شده استفاده غیرهرمیتͬ مثبت

است. شده ارائه [١٠] در روش این از نادقیق شͺل
را ۴٩(GHSS)روش این از دیͽر تعمیم ͷی بنزی۴٨

بنزی پروفسور :٣ شͺل

ضرایب ماتریس برای جدید شͺافت اساس بر [١٩] در
یͷشͺافت ،GHSSروش در واقع در است. داده ارائه
روش و شده ارائه ماتریس هرمیتͬ قسمت برای جدید
تعمیمͬ ،٢٠١٢ سال در است. شده داده بهبود HSS
برای پارامتری دو روش ͷی صورت به روش، این از
است شده استفاده منفرد دستͽاه�های جواب تقریب

.[۵٠]
این [١١] در همͺارانش و بای و [٢٠] در بنزی

معین نیمه خطͬ دستͽاه�های به را HSS روش کاربرد حوزه که کردند استفاده زینͬ نقطه مساله حل برای را روش
در دادند. ارائه را ۵٠NSS روش [١٢] در همͺارانش و بای روش، این بیشتر بررسͬ با چنین هم مͬ�دهد. گسترش

۴٠Accelerated Overrelaxtion
۴١Hadjidimos
۴٢Jacobi
۴٣Gauss-Seidel
۴۴Successive Overrelxation
۴۵Conjugate Gradient

۴۶Hetmitian and skew-Hermitian splitting
۴٧Inexact Hetmitian and skew-Hermitian splitting
۴٨Benzi
۴٩Generalized HSS
۵٠Normal/skew-Hermitian splitting



۶ رساله از مستخرج نتایج و مطالب رئوس

را آن مͬ�توان که شد ارائه (۶) تصویر بازیابͬ مساله حل برای (۵١SHSS) HSS روش از خاصͬ حالت ͷی ،[۵٣]
کرد: خلاصه زیر تͺراری روش شͺل }به

(αI +H)xk+ ۱
۲
= (αI − S)xk + g,

(I + S)xk+۱ = (αI −H)xk+ ۱
۲
+ g.

k = ۰, ۱, ۲, . . . . (١١)

رســـــاله از مستــــخرج نتـــایج و مطالب رئــــوس

اهداف مهمترین از تصویر بازیابͬ مساله برای آنها از تعمیمͬ ارائه و GHSS ،HSS تͺراری روش�های با آشنایͬ
است: شده تقسیم فصل پنج به رساله این است. رساله این

است. شده جمع�آوری مقدماتͬ قضایای و تعاریف برخͬ ١ فصل

است. شده معرفͬ رساله این در استفاده مورد مرزی شرایط و تصویر بازیابͬ مساله ٢ فصل

است. گرفته قرار بررسͬ مورد آنها همͽرایͬ و شده معرفͬ کامل طور به SHSS و HSS روش ٣ فصل

گرفته قرار بررسͬ مورد آن از خاصͬ حالت ͷی و شده کارگرفته به تصویر بازیابͬ مساله برای GHSS روش ۴ فصل
است.

حل برای و شده معرفͬ غیرهرمیتͬ مثبت معین خطͬ معادلات دستͽاه حل برای پارامتری دو GHSS روش ۵ فصل
است. شده استفاده انتقال-انتشار معادله و تصویر بازیابͬ مساله

همچنین است. شده ذکر [۴ ،٣] مراجع در شده�اند حاصل رساله این از که مقالاتͬ مشخصات است ذکر شایان
تفاضلات اساس بر جدیدی روش آن در که کرد رجوع [۶] به مͬ�توان تصویر بازیابͬ زمینه در بیشتر مطالعه برای

است. شده مطرح تصویر بازیابͬ برای فشرده متناهͬ

۵١Special Hermitian and skew-Hermitian splitting



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

مͬ�کنیم. مرور را مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که قضایایͬ و تعاریف از برخͬ بخش این در

مقـــدمه ١.١

سری ͷی بیان لذا کرد، خواهیم استفاده تصویر بازیابͬ برای ریاضͬ روش ͷی از رساله این در اینͺه به توجه با
روش�های از استفاده یا معرفͬ در مفاهیم، این غالب مͬ�رسد. نظر به ضروری ریاضͬ اولیه مقدمات و تعاریف

داشت. خواهند کاربرد تͺراری

قضایا و تعاریف ٢.١

V از ∥ · ∥ مثل است تابعͬ V روی نرم ͷی باشد. C میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که طوری به R به

x؛ = ۰ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ۰ بعلاوه .∥x∥ ≥ ۰ ، x ∈ C هر ازای به (١

∥λx∥؛ = |λ|∥x∥ ،x ∈ V و λ ∈ C هر ازای به (٢

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر ازای به (٣

گوییم. ماتریسͬ نرم را نرم ،V = Cn×n که صورتͬ در و برداری نرم را نرم ،V = Cn که صورتͬ در

آنͽاه باشد، A ∈ Cn×n و Cn روی برداری نرم ͷی ∥ · ∥ اگر .٢.٢.١ مثال

∥A∥ = max
∥x∥=۱

∥Ax∥

گویند. برداری نرم این به متناظر طبیعͬ نرم را نرم این مͬ�کند. تعریف را ماتریسͬ نرم ͷی

x ∈ Cn هر برای که ||| · |||M که دید مͬ�توان سادگͬ به باشد. نامنفرد ماتریس ͷی M کنید فرض .٣.٢.١ مثال
داشت: خواهیم نیز را زیر ماتریسͬ نرم و است برداری نرم ͷی مͬ�شود تعریف |||x|||M = ∥Mx∥۲ صورت به

|||X|||M = ||MXM−۱||۲, ∀X ∈ Cn×n.

٧



٨ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

از مرتب زوج هر به که است تابعͬ ،V مختلط) (یا حقیقͬ برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی .۴.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که طوری به مͬ�دهد نسبت (x, y) مختلط) (یا حقیقͬ اسͺالر ͷی ،V در y و x بردارهای

x؛ = ۰ اگر تنها و اگر (x, x) = ۰ بعلاوه .(x, x) ≥ ۰ و باشد حقیقͬ (x, x) (١

,x)؛ λy) = λ(x, y) ،λ اسͺالر هر برای (٢

,x)؛ y + z) = (x, y) + (x, z) ،z ∈ V هر برای (٣

.(x, y) = (y, x) (۴

داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی باشد شده تعریف آن در داخلͬ ضرب ͷی که حقیقͬ یا مختلط برداری فضای هر
(x, y) داخلͬ ضرب با داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی V اگر که دید مͬ�توان سادگͬ به همچنین مͬ�شود. نامیده

مͬ�کند. تعریف V روی نرم ͷی ∥ · ∥ =
√

(. , . ) آنͽاه باشد،

مͬ�شود تعریف زیر صورت به آنها استاندارد داخلͬ ضرب ،Cn در y و x بردار دو هر برای .۵.٢.١ مثال

(x, y) =

n∑
i=۱

xiyi.

کرونͺر ضرب صورت، این در باشند. دلخواه ماتریس دو B ∈ Rr×s و A ∈ Rp×q که کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
مͬ�شود تعریف زیر صورت به و مͬ�دهند نمایش A⊗B نماد با را B ماتریس در Aماتریس

A⊗B =


a۱۱B a۱۲B · · · a۱sB
a۲۱B a۲۲B a۲sB
... . . . . . . ...

ar۱B ar۲B · · · arsB

 .

.aij = ۰ باشیم داشته i > j+ ۱ ازای به هرگاه هسنبرگگوییم بالا را A = (aij) ∈ Cn×n ماتریس .٧.٢.١ تعریف
.aij = ۰ باشیم داشته j > i+ ۱ ازای به هرگاه هسنبرگگوییم پایین را A = (aij) مربعͬ ماتریس

هر روی درایه�های هرگاه مͬ�نامند توپلیتز را ماتریس این باشد. n × n ماتریس ͷی A کنید فرض .٨.٢.١ تعریف
است: زیر صورت به A توپلیتز ماتریس کلͬ شͺل دیͽر، عبارت به باشند. ثابت آن قطر

A =



a۰ a−۱ a−۲ · · · a−(n−۱)

a۱ a۰ a−۱
...

a۲ a۱ a۰
. . . a−۲

... . . . . . . a−۱
an−۱ · · · a۰


.

آنͽاه باشد، قبلͬ ستون) (یا سطر از تناوبͬ صورت به A توپلیتز ماتریس ستون�) (یا سطر هر اگر ترتیب همین به
داد: ارائه زیر صورت به را A چرخشͬ ماتریس کلͬ شͺل مͬ�توان مͬ�نامند. چرخشͬ ماتریس را ماتریس این

A =



a۰ an−۱ an−۲ · · · a۱

a۱ a۰ an−۱
...

a۲ a۱ a۰
. . . an−۲

... . . . an−۱
an−۱ an−۲ · · · a۰


.



٩ قضایا و تعاریف .٢.١

درایه�های هرگاه مͬ�نامند هنͺل ماتریس ͷی را ماتریس این باشد. n×nماتریس ͷی A فرضکنید .٩.٢.١ تعریف
باشند. ثابت آن قطر پاد هر روی

زیر صورت به که A ماتریس آنͽاه باشند، دلخواه اسͺالرهای ،i = ۰, . . . ,۸ aiها، که کنید فرض .١٠.٢.١ مثال
است. هنͺل ماتریس ͷی مͬ�شود، تعریف

A =


a۰ a۱ a۲ a۳ a۴
a۱ a۲ a۳ a۴ a۵
a۲ a۳ a۴ a۵ a۶
a۳ a۴ a۵ a۶ a۷
a۴ a۵ a۶ a۷ a۸

 .

مͬ�شود تعریف زیر صورت به A مشخصه چندجمله�ای باشد، مربعͬ ماتریس ͷی A اگر .١١.٢.١ تعریف

p(λ) = det(λI −A).

مͬ�کند. صدق خود مشخصه�ی چندجمله�ای در A مربعͬ ماتریس هر کیلͬ-همیلتون١) (قضیه�ی .١٢.٢.١ قضیه
آنͽاه باشد، A مشخصه�ی چندجمله�ای p(x) اگر یعنͬ

p(A) = ۰.

■ شود. مراجعه [٧۴] به برهان.

صورت به A ماتریس مزدوج باشد. مختلط درایه�های با ماتریسͬ A = (aij) که کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف AH = A

T صورت به آن مزدوج ترانهاده و A = (aij)

.AH = −A هرگاه گوییم هرمیتͬ�کج را آن و AH = A گاه هر گوییم هرمیتͬ را Aماتریس .١۴.٢.١ تعریف

گوییم مثبت معین را A ∈ Cn×n ماتریس باشد. z مختلط عدد حقیقͬ قسمت ℜ(z) کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف
هرگاه:

∀x ∈ Cn, x ̸= ۰ : ℜ(xHAx) > ۰.

همچنین .xHAx > ۰ ،x ∈ Cn هر برای و بوده هرمیتͬ A هرگاه گویند (HPD) هرمیتͬ مثبت معین را Aماتریس
.xHAx ≥ ۰ ،x ∈ Cn هر برای و بوده هرمیتͬ A هرگاه گویند هرمیتͬ مثبت معین نیمه را Aماتریس

داشت: خواهیم آنͽاه باشد، هرمیتͬ مثبت معین A مربعͬ ماتریس اگر .١۶.٢.١ قضیه

است. هرمیتͬ مثبت معین و موجود A−۱ (١

است. مثبت Aماتریس دترمینان (٢

هستند. مثبت Aماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های (٣

■ شود. مراجعه [١] به برهان.

مثبت معین A بعلاوه هستند. حقیقͬ آن ویژه�ی مقادیر آنͽاه باشد، هرمیتͬ ماتریس ͷی A اگر .١٧.٢.١ قضیه
باشند. مثبت آن ویژه�ی مقادیر اگر تنها و اگر است هرمیتͬ

١Cayley-Hamilton



١٠ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

■ شود. مراجعه [١] به برهان.

بعلاوه مͬ�دهند. نشان σ(A) با و مͬ�نامند A طیف را A ماتریس ویژه مقادیر تمام مجموعه�ی .١٨.٢.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که مͬ�دهند نشان ρ(A) با را Aماتریس طیفͬ شعاع

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

داریم ∥. ∥ طبیعͬ نرم هر برای صورت دراین باشد. A ∈ Cn×n ویژه مقدار ͷی λ کنیم فرض .١٩.٢.١ قضیه
.|λ| ≤ ∥A∥

■ شود. مراجعه [١] به برهان.

.ρ(A) ≤ ∥A∥ داریم ∥. ∥ طبیعͬ نرم هر و A ∈ Cn×n هرماتریس برای نتیجه، ͷی عنوان به

است. هرمیتͬ مثبت معین AHAماتریس ،A ∈ Cn×n نامنفرد ماتریس هر برای .٢٠.٢.١ قضیه

■ مͬ�شود. صرف�نظر آن ارائه�ی از و است ساده اثبات برهان.

باشد. مثبت معین A+AH ماتریس اگر تنها و اگر است مثبت معین A ∈ Cn×n ماتریس .٢١.٢.١ قضیه

■ مͬ�شود. صرف�نظر آن ارائه�ی از و است ساده اثبات برهان.

مͬ�دهیم قرار باشند. AHAماتریس ویژه�ی مقادیر λ۱ ≥ λ۲ ≥ · · · ≥ λn ≥ ۰ کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

σi =
√
λi i = ۱, ۲, . . . , n.

مͬ�نامند. A تͺین مقادیر را σ۱ ≥ σ۲ ≥ · · · ≥ σn ≥ ۰ مقادیر

آنͽاه باشد، اقلیدسͬ بردار نرم توسط شده تولید ماتریسͬ نرم ∥ ·∥۲ اگر .A ∈ Cn×n که فرضکنید .٢٣.٢.١ قضیه

∥A∥۲ =
√
ρ(AHA) = σ۱,

است. A تͺین مقدار بزرگترین σ۱ آن در که

■ شود. مراجعه [١] به برهان.

.||A||۲ = ρ(A) آنͽاه باشد هرمیتͬ A اگر نتیجه، ͷی عنوان به

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ،κ(A) شرطͬ) (عدد وضعیت عدد ،A نامنفرد ماتریس برای .٢۴.٢.١ تعریف

κ(A) = cond(A) = ||A|| ||A−۱||.

داریم: باشد، p−نرم ماتریسͬ نرم که صورتͬ در

κ(A) = condp(A) = ||A||p||A−۱||p.

بزرگ cond(A) که صورتͬ در و خوش�شرط دستͽاه ͷی را Ax = b دستͽاه آنͽاه باشد، ͷکوچ cond(A) اگر
نامیم. بدشرط را دستͽاه باشد



١١ ایستا تͺراری روش�های .٣.١

ایستا تͺراری روش�های ٣.١

هرگاه مͬ�شود گفته Aماتریس برای شͺافت ͷی A =M −N آنͽاه باشد، مربعͬ ماتریسͬ A اگر .١.٣.١ تعریف
باشد. نامنفرد M ماتریس

دستͽاه
Ax = b

داریم صورت این در باشد. A برای شͺافت ͷی A =M −N کنید فرض بͽیرید. نظر در را

Ax = b =⇒ (M −N)x = b

=⇒ x =M−۱Nx+M−۱b.

تͺراری روند صورت این در .f =M−۱b و G =M−۱N مͬ�دهیم قرار

xk+۱ = Gxk + f, (١.١)

مذکور دستͽاه حل برای ایستا تͺراری روند ͷی کلͬ شͺل رابطه این مͬ�دانیم، که همان�طور مͬ�کنیم. تعریف را
مͬ�کند تولید xk مثل دنباله�ای فوق تͺراری روند x۰ اولیه�ی حدس با گویند. روش تͺرار ماتریس را G آن در که است
مͬ�کند. معین را مذکور دنباله�ی همͽرایͬ شرایط زیر قضیه�ی مͬ�شود. همͽرا دستͽاه جواب به شرایطͬ تحت که

کافͬ و لازم شرط .f =M−۱b و G =M−۱N باشد، A از شͺافت ͷی A =M −N کنید فرض .٢.٣.١ قضیه
این ،Ax = b دستͽاه جواب به x۰ اولیه حدس هر ازای به xk+۱ = Gxk + f ایستای تͺراری روند همͽرایͬ برای

باشد. ρ(G) < ۱ که است

■ نمایید. مراجعه [١ ،۶٩] به برهان.

گرام�اشمیت فرآیند از استفاده با یͺه متعامد بردارهای تولید ۴.١

مͬ�دهیم ارائه را زیر قضیه ابتدا .[١ ،١٨] مͬ�پردازیم گرام-اشمیت فرآیند معرفͬ به مختصر صورت به بخش این در
نوشت. متعامد بردارهای از خطͬ ترکیب اساس بر مͬ�توان آسانͬ به را برداری فضای در بردار ͷی آن به بنا که

دنباله�ی ͷی از خطͬ ترکیبͬ ،v چون برداری اگر باشد. داخلͬ حاصل�ضرب فضای ͷی V فرضکنیم .١.۴.١ قضیه
خطͬ ترکیب با است برابر v آنͽاه باشد، {v۱, . . . , vm} غیرصفر بردارهای از متعامد

v =

m∑
k=۱

(v, vk)

∥vk∥۲
vk,

است. V در داخلͬ ضرب (. , .) و ∥.∥ =
√

(. , .) که

■ مͬ�شود. صرف�نظر آن ارائه از و است ساده برهان.



١٢ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

V داخلͬ حاصل�ضرب فضای در خطͬ مستقل بردارهای از مجموعه�ای ͷی {v۱, . . . , vn} کنیم فرض حال
هر ازای به که ساخت V در چنان را {u۱, . . . , un} چون متعامدی بردارهای مͬ�توان که مͬ�دهیم نشان باشند.

مجموعه�ی ،k = ۱, ۲, . . . , n

{u۱, . . . , uk}

فرآیند به معروف روندی با {u۱, . . . , un} بردارهای باشد. {v۱, . . . , vk} توسط آمده پدید زیرفضای برای پایه�ای
استقرایͬ طور به دیͽر بردارهای سپس ،u۱ = v۱ مͬ�دهیم قرار ابتدا آمد. خواهند بدست گرام-اشمیت٢، متعامدسازی

مͬ�آیند: بدست زیر صورت به
،k هر ازای به که باشد شده انتخاب طوری (۱ ≤ m < n) {u۱, . . . , um} مجموعه کنیم فرض

{u۱, . . . , uk}, ۱ ≤ k ≤ m

مͬ�دهیم: قرار ،um+۱ بردار ساختن برای باشد. {v۱, . . . , vk} توسط آمده پدید زیرفضای برای متعامدی پایه�ی

um+۱ = vm+۱ −
m∑
k=۱

(vm+۱, uk)

∥uk∥۲
uk.

توجه با رو این از و است {u۱, . . . , um} بردارهای از خطͬ ترکیبͬ vm+۱ صورت این غیر در زیرا .um+۱ ̸= ۰ آنͽاه
اگر بعلاوه، است. vi-ها بودن خطͬ مستقل خلاف که بود خواهد {v۱, . . . , vm} از خطͬ ترکیبͬ اخیر، رابطه به

آنͽاه ،۱ ≤ j ≤ m

(um+۱, uj) = (vm+۱, uj)−
m∑
k=۱

(vm+۱, uk)

∥uk∥۲
(uk, uj)

= (vm+۱, uj)− (vm+۱, uj)

= ۰.

توسط آمده پدید زیرفضای از صفر غیر بردار m + ۱ از متشͺل متعامدی مجموعه�ی {u۱, . . . , um+۱} بنابراین،
این بالا مطالب اهمیت حائز نͺته�ی است. زیرفضا این برای پایه�ای مجموعه این بنابراین است. {v۱, . . . , vm+۱}

متعامد پایه گرام-اشمیت فرایند از استفاده با آنͽاه باشد V برای پایه�ای {v۱, . . . , vn} اینͺه فرض با که است
uk بردار هر جای به است کافͬ یͺامتعامد پایه�ی ͷی آوردن بدست برای نتیجه در مͬ�سازیم. را {u۱, . . . , un}

مͬ�توان باشد، V برداری فضای برای پایه�ای {v۱, v۲, . . . , vn} اینͺه فرض با بنابراین دهیم. قرار را uk
∥uk∥بردار

کرد. خلاصه ١ الͽوریتم صورت به را V برای {u۱, u۲, . . . , un} یͺامتعامد پایه�ی ساختن برای گرام-اشمیت روش
برای پایه ͷی ساخت در روش این که دید خواهیم بعدی بخش در گرام-اشمیت، روش از کاربرد ͷی عنوان به

مͬ�شود. گرفته کار به کرایلف زیرفضای

کرایلف زیرفضاهای ۵.١

[١٨] در شده گفته مطالب از خلاصه�ای منظور بدین پرداخت. خواهیم کرایلف زیرفضای معرفͬ به بخش این در
مͬ�کنیم. مرور اینجا در را

٢Gram-Schmidt



١٣ کرایلف زیرفضاهای .۵.١

گرام-اشمیت الͽوریتم ١ الͽوریتم

1. u1 := v1
∥v1∥

2. For k = 2, . . . , n Do
3. wk := vk −

∑k−1
i=1 (uHi vk)ui

4. uk :=
wk

∥wk∥
5. EndDo

خطͬ معادلات دستͽاه

Ax = b (٢.١)

که مͬ�دانیم کیلͬ-همیلتون قضیه�ی از استفاده با است. نامنفرد n × n ماتریس ͷی A آن در که بͽیرید نظر در را
فضای در x∗ = A−۱b یعنͬ دستͽاه واقعͬ جواب

span{b, Ab, ..., An−۱b},

کنید فرض زیرا دارد. قرار
p(x) = anx

n + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰,

داریم: کیلͬ-همیلتون قضیه به توجه با باشد Aماتریس مشخصه�ی چندجمله�ای

p(A) = ۰ =⇒ anA
n + an−۱A

n−۱ + · · ·+ a۱A+ a۰I = ۰,

داشت: خواهیم a۰ ̸= ۰ اگر بنابراین

anA
n + an−۱A

n−۱ + · · ·+ a۱A = −a۰I,

=⇒ A−۱ = − ۱
a۰
(anA

n−۱ + an−۱A
n−۲ + · · ·+ a۱I),

=⇒ x∗ = A−۱b = − ۱
a۰
(anA

n−۱b+ an−۱A
n−۲b+ · · ·+ a۱b).

بردارهای که است ممͺن اما است. {b, Ab, . . . , An−۱b} بردارهای از خطͬ ترکیبͬ صورت به x∗ بردار بنابراین
بنابراین: نباشند، خطͬ مستقل {b, Ab, . . . , An−۱b}

x∗ ∈ span{b, Ab, . . . , An−۱b}.

δ آن در که x∗ = x۰ + δ داشت خواهیم آنͽاه باشد، دستͽاه واقعͬ جواب برای اولیه حدس ͷی x۰ که صورتͬ در
آوریم. دست به را δ که کافیست بنابراین است. n-تایͬ بردار ͷی

داشت خواهیم معادله در x∗ جای�گذاری با

Ax∗ = b =⇒ Ax۰ +Aδ = b

=⇒ Aδ = b−Ax۰ = r۰

=⇒ Aδ = r۰.


